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AVANT-PROPOS

Autant [I’avouer d’emblée, j’ai toujours été trés
passionné par le sport, en particulier par le tennis, et par
les mathématiques. C’était dés lors tentant pour moi de
vouloir combiner ces deux centres d’intérét en écrivant un
livre traitant conjointement de la mathématique et du
sport.

Mais, au-deld du plaisir personnel que j’ai éprouvé en
rédigeant ce texte, je crois sincérement que ce travail n’est
pas inutile. Il permet en effet de montrer que les
mathématiques sont présentes dans tous les domaines de
notre vie, et notamment dans les sports. A unc époque ol le
professeur de mathématique cherche souvent & prouver
I'utilité de sa discipline en exhibant des applications
variées, il n’est pas inintéressant de mettre en évidence le
fait que les mathématiques jouent un réle non négligeable
dans les sports. Cette affirmation, qui est peut-étre une
révélation pour certains, ne laissera pas insensible les
jeunes qui pratiquent presque tous au moins une discipline
athlétique et qui connaissent par les media toute 1’actualité
sportive. En montrant 1’importance de la mathématique
dans le sport, le professeur pourrait ainsi amener certains
éléves, plus attirés par les efforts physiques
qu’intellectuels, & revoir leur position sur les études, et
spécialement sur les mathématiques. Je suis donc
intimement convaincu que le traitement de quelques
problémes mathématico-sporiifs permettrait au professeur
d’illustrer ses cours de fagon inhabituelle, mais souvent
aitractive et motivante,

Comme il n’existe pas, 2 ma connaissance, de livres en
langue frangaise sur le sujet, j'ai voulu combler en partie
cette lacune. Je mne suis toutefois pas le premier &
prétendre introduire le sport dans 1’enseignement de la
mathématique certains mathématiciens modernes, surtout
anglo-saxons, ont publié de nombreux travaux sur la
question.” Mon travail a consisté principalement 2
rassembler de tels articles, 4 les trier, puis A les rédiger
selon mon propre style et dans un méme moule (en
indiquant toujours les références des originaux au sein du
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texte et dans la bibliographie située en fin de volume). J'y
ai ajouté quelques paragraphes plus originaux qui sont les
fruits de mon expérience personnelle. S .
Tout cela fournit une série (d’une vingtaine) de
courtes “notes”, assez faciles & lire, - fort variées. et, Ie. plus
souvent, indépendantes les unes des autres.. Elles t
réparties dans cing grands chapitres sclon  qu’elies  se
référent  principalement 2 des’ applications
combinatoire, du calcu] des probabilités et de statis
d’analyse, de géoméirie oy d’algébre linéaire, ce
classification n’&tant évidemment pas irréprochable’”

une méme situation congréte . fait quelquefois
plusieurs. . branches des mathématiques., Chaque ch
introduction spécifique ‘of est. ¢

est  présenté par une
Ie contenu des différents paragraphes. , .
- Variant par les disciplines sportives. abordées ainsi . que
par les théories “mathématiques exploitées, les ~différents
paragraphes peuvent aussi avoir des objectifs distincts, . II -
agir de t e recherches ‘pures (comme. 1’

des structures algébriques dans les “scores . en _volley-bal
en tennis), ou encore d’applications directes de’ théories
mathématiques 2 des données issues du m sporti
(comme par exemple des applications  statistiques relatives
des exercices variés d’ S

" I’exploitation de
illustrer - certaines

a des résultats de football ou
combinatoire), ou enfip de

sportifs mieux

Je tiens 3 remercier la. Société Belge 'des‘,P_rofc'sseurs: de:
Mathématique d’expression francaise qui s’est intéressée " 3
mon manuscrit ¢t a décidé de le publier. I’exprime:
également  toute ma reconnaissance A mes collégues P.’
Dassy, M. Willems et J. Wilmet qui ont relu mon texte et
ont €émis quelques suggestions pertinentes qui m’ont
permis d’améliorer Ia version originale, = o

CHAPITRE I. COMBINATOIRE

1.0 Introduction

La combinatoire est la branche des mathémqtiqucs_ qui.
étudie ~ les dénombrements ou les configurations
d’ensembles finis,

Une partie 'de ¢ette théorie, 2 savoir ll’q_n_?lys:;
combinatoire qui rebute bien ~des €leves :noﬁgglé‘m;]q‘ t; )
raison de ses subtilités,” peut  &tre p;rg?entéq_,_ag:r_:_a:_ e;gi;':_.fs
par - ’intermédiaire * de~ problemes _sport;_fs_ ; 1llus;.rl‘anﬂ_t_l_.‘ toutes
les’ notions et formules couramment enscignées; en g?;:;
d’exemples,” nous. avons  sélectionné quelques exercic
variés’ pouvant sérvir 3 cet effet. ,

Ensuite, nous montrofis que la notion de défangement,
qui - est ' une permutation pa_r't_lqu]l_ére‘z_ se rencontre.
naturellement  dans  certains ‘sports;  bien plus, pour
calculer le nombre total de dérangements, nous .rglsanllppg_
en faisant’ explicitement [référence” au prébléme soulevs
par une compétition” de cricket.

Enfin, nous terminons ce chapitre par un 'c_onc_lensé .d_e
plusieurs articles originaux o@ sont étudiés certal'r?
systémes de scores, notamment en volley-b?ll gt’ en tenfué
nous . montrons qu’il- s’agit & chaque reprise d-upe rpc::mi
structure.. algébrique, - & savoir celle -de. tfellhs; avgg_, olu \s o
cléture conditionnelle; nous- -expliquons - -éga cmg '
comment cette fagon ‘de compter K peut engendrer .de
situations - paradoxales, .
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L1. L’analyse co-iilbinétoi"fe: et ‘d?'ivers
problémes sportifs

Les principales notions et

formules de I"analyse
combinatoire peuvent &tre utilement illustrées par, de
nombreux problémes rencontrés dans 1'univers sportif,

Nous nous proposons ‘d’eri donner un petit apér(it_i"'[S]._:""; L

* Sachant qu’il y q 18 équipes de football en p}é;mére::
division, calculer le

nombre de matches que Lon.y dispute.
par année. R T put

. On_ peut raisonner  Jaboricusement  comme  suit.
championnat_ comprend 34 journ

rencontrer les 17 autres 2 domicile et A I’extérieur. Or . ung’
“journée” (parfois étalée sur plusieurs. jours)’ comporte, 9.
matches, Au total, il y a; en, vertu du principe fondamental,
de I’analyse combinatoire, 34+9 = 306 matches. e
. Mais il est plus direct. de constaler qu’un. match, est en
fait un' “groupemen” (de. deux équipes), sans. répétiti
(car une équipe ne joue pas contre éllc:-r'n‘féme),,'.l,"qrdrf {
¢quipes au  sein du . groupement. étani- important (pu
jouer & domicile est. généralement plus avantageux que ' se.
déplacer A I’extérieur): la réponse est, | lonc. donnée par-'le
nombre d’arrangements simples des 18 équ prises 2.

uipes prises 2 2 2,
soit A?S ='18%17 = 306. :

* Un entratneur de basket-ball possede un noyau de -
Joueurs (qui-ont tous les mémes  qualités athlétiques). ..
a) De' combien  de maniéres peut-il  former une équ
(composée. de . 5 Joueurs)? - . - Lo : E
b) Méme question 5i
faire partie de I'équipe.
¢) Méme question si yn Joueur (p
peut jamais faire partie de U équipe,
d) En utilisant tous Ses  hommes, combien de matches
d'entrainement différents le coach peur-il réaliser?

e) Trouver des liaisons entre les différents résultats
obtenus.

d 0

urn joueur déterminé doit touj

ar exemple, blessé) ne

"
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= équi un- “groupement” (de 5 joueurs),
‘Une équipe est un groupem curs)
évidgmment‘q Sagls répétition, 1,’9‘,(,1.“?” des joueurs a}x_ isxim 1(:1;
groupement -n’ayant” aucune importance - (puisq |
é sont supposés polyva.lcn_ts). oo o
:;hl%t;:: équipe ggt une combinaison simple de 10 joueurs

5
pris 5 & 5; il y en a donc C10 = 252,

) t d'office. ' 1’équi il reste 2

tant d’office. membre de l_éQlIIP'el,hl.:_‘i €
ang;;']:u%%rmfn:s parmi 9: le "nombre __dg po_s_s;blht_és_ est
G = 126. | o
- il faut choisir
i joueur est excly du team, il faut S
askiltte?rls Jp‘;fmi les 9 sélectionnables;. cq]a‘ peut étre.

5 vy
réalisé dg C9 = 126 mgméx_’es,

d) Si Pentraineur -désigne. .5 h?mn&:; ic‘l:);ura f'?‘rérgﬁ;p; e
PR, A, il pourra opposer cette (8 L oqupe: B
Sg;]nlpgsée des 5P~ autres - joueurs; mals.ll est cl-allr que :§ il a;zll‘::
au gépaﬁ ‘formé 1'équipe ‘B, il -aurait. obtenu.le méme nthhe_s
entre A et B. En conséquence, le nombre de rggﬁi o
d’entrainement vaut la moitié du nombre des équip

252
possibles, soit T_:_.126. -

ce. qui- est une conséquence de la

4 5
©) Visiblement, Cq = Cg,

DI ) _ n-p,o ent, il. revient. au-
formule : générale C = C: iy concré.tcm : R
moter le nom d’équipes A former et
de compter le nombl'cz upes a1 vistes. -
nmoi;xnbie de possibilités de former le “banc” des réservistes.

On a de plus.C; + Cy =Cy et_2='=C9 =Cip

c’est un cas’
particulier - des- formules: générales;\ :

. C}:: ég-l + gl;,-'.llz eft C;n=2*cgn-'1._.

s que I’entraf at les- 252 éqtipes«
quons -que 1'entraineur, peut former : 3
?:;]slﬁ)li%g soitqen sélectionnant le protégé du président (et il
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Y a.126 possibilitgs) i

: ) s 301t en .|’ 1 . ‘ ki
Joueur, peu import o vexcluant (lui ou un _aypre
possibilités), d?o%?rlt?gn du.nmoyau (et il y 4 e

5 4
rencontrée C 10=C+ Cg

tenniswo ]
. Dé Mbuldd men. se. |
éte;rézl._ner_ le nombre de mgiches |
[ ] . . r e’l . . fikhadoct. .
simples messieurs” ; tre eux: S 4

:.yz_'mp[es dames” ;

. da»ubl‘es messieurs” ; 7
"double.s"dames”; o | o
. faub.le.s' mixtes” | S
dou 'atlﬁ?:tles;) un match de simple est yup
joueurs ctes , .fq.rcément Sans répétition
N . €rvenant nullement ‘
2) En Simples messieurs br .
n-‘o.mbre de combinaisons’-
soit €2 = 10,

groupemeni_ (dé.
v - Pordre wdes

une méme équipe n’ .
n'a évid

contraire . de Ia sur le déroulement de 1la e_mmf:nt
raisonner d’; - Gomposition des équipes. Il partie,. -a
dy- 'Cha;ue atb ord sur les doubles dames. :
des trois autr:;l mgmman peut - fajre €'Qui'pe avec chacurid.
donc 3 doubles d . n(::tre fog-cément les deux restantes cnac-une,,
du  nombre g S possibles. En fait, il g’ggq . lly.a
s < Slmples d * agit de 1a mOitié
raisonnement que i ames (d ‘aprés | O1ie:,
. cel . ¢ m _
Pexercice précadenty, | CTMUE POUT I point d) o

¢) Po
o -pI‘El:gli ;:S't' doubles messieurs, il convient
€mps les quatre participants ay

de désigner daﬂs
match : il y 4 5

)

Combinatoire

possibilités (qui correspondent évidemment aux fagons de
choisir le joueur qui va rester sur la touche). Avec les
quatre . joueurs désignés, on peut former 3 matches (ainsi
qu'il vient d’étre vu pour les doubles dames). Au total,
d’aprés le principe fondamental de 1'analyse combinatoire,
il y aura 3*5 = 15 matches possibles. ' T T
e) Un raisonnement similaire peut é&tre tenu pour les
doubles mixtes, cas pour lequel une dame et un homme
rencontre une autre équipe composée également d’une
un hommeé. Les deux . joueuses peuvent étre

dame et _
désignées de Ci' = 6 .manidres possibles, le probléme  étant
identique 2 celui traité au point b);  de niér_nc, les deux

hommes . peuvent - étre choisis de- ,C§ =, 10 :fagons - différentes.

Avec ces deux joueuses et ces deux joueurs, on peut former
deux doubles mixtes, car chaque dame peut jouer avec
chacuri” des deux hommes. Au’total, l¢ nombre de doubles
mixtes possibles est égal & 6+10*2 = 120. o

e Sachant qu’un pronostic’ porte sur 12 matches et que,
pour chacun d eux, trois mentions distinctes (d savoir, 1, 2
ou X) sont possibles, calculer la chance de gagner le gros
lot (qui correspond au maximum de bonnes réponses) en
jouant une seule grille et en se fiant .uniquement .au
hasard. ) . : ‘ L

Combien de grilles distinctes peuvent- étre formées?
Comme chacun des 12 matches peut recevoir 3 mentions
différentes, le nombre de possibilités ést égal 2 '

3+3x,,.#3 = 312 = 531441,
Il s’agit du nombre d’arrangements avec répétitions des 3
signes (1, 2 ou X) pris 12 a 12, puisqu'une grille est en fait
un groupement, forcément avec répétitions, de 12
symboles, 1’ordre des signes sur la grille étant bien sir 2
prendre en considération, .

En pronostiquant au hasard, chaque grille a autant de
chances qu'une autre de gagner. La probabilité d’emporter

le gros lot est donc €gale a E{—M_l = 0,0000018817.

e Combien de combinaisons différentes peut-on




raliser en prenant 4 lettres

composant le mot “TENNIS”7 choisies p armi les: léttres

Ii

existe wune 1l inai
ettr seule combinaison

st _ nt He  comprenant | pag.

0 peut construire 4 c'o.mb‘inaisogs n:pt_-pas-~

une seule leitre N et C2 aisons co ot
4

6 combinaisons renant de
o | : . _ com-prenant
ois la letire N.‘ Au total, Ta réponse est’ égale 3 1 4 4 6._-;‘ :

* Douze équipes de volle -

dans 3 poules ou’ y-ball do‘i.ve':z._t éire r épames

(A, B ou C) com - Ve ‘
. iprena . e
maniéres peut-on praegéei’;ac""" 4 équipes. De
1l existe C‘i‘z possIbiTitds d'emorse. e e
poule A. Celle-ci étai envoyer 4 équipes dans: la:
) " . e-ci étant compléte, on

combien ‘de

peut former la  poule B

G manréres. possibles. Enfin, les 4 équi
retenues iront forcément en poy .

pes mnon '-e'r'lco'_'r‘e:“
possibilités est &gal 3 L

ppule C. Au total, le nombre

Cl4 . C4 = _121s8]

2758 T dnglvangy = 34650,
A1 s'agit . .
repétlt_ions des
assimilées i la fettre '

a.lors ~comme sietm3 & B ou

figurent: 4 leitres A

effectivement étre réélisé de

Mathématiques et spores
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L2 Le cricket et la notion de dérangement

Le cricket est un sport collectif qui se joue avec une
balle et des battes de bois; il est assez proche. du base-ball et
se pratique surtout en Grande-Bretagne ¢t en Australie.
Chaque match met. en présence deux équipes composées de
onze -athlétes. - L e o

Une épreuve célébre en Angleterre- est la Benson and
Hedges Cup. EHe comprend tout d’aberd des championnats
locaux &liminatoires, ou zones, au nombre de 4. Les deux
premigres  équipes au  classement final: de chacune. de ces
zones sont sélectionnées - pour participer aux quarts de
finale de¢ .la Cup; les vainqueurs de chaque éliminatoire ont
le privilege de jouer a domicile contre une équipe classée
deuxidme dans son championnat de zome. De plus, le
réglement interdit a deux formations de la méme zone de se
rencontrer au stade des quarts de finale. Le tirage au sort
entre les huit équipes retenues se réalise en extrayant des
petites balles hors dé deux umes: “la’ premidre contient des
balles sur lesquelles ‘sont inscrits les noms ‘des équipes
ayant le droit de jouer 2 domicile, tandis que la seconde
renferme des balles avec les noms ‘des équipes devant jouet
4 l'extérieur. On tire successivement une balle de. chaque
urne pour former les différentes rencontres.” Si, pour un
méme match, ~on —extrait successivement deux balles
correspondant 2 des équipes de la méme zone, ON
recommence le - tirage, et ceci: jusqu’d ce que le réglement
soit respecté. S : : 2

La: question. est de savoir quels sont les- tirages au - sort
acceptables et, _subsidiairement; - quelle est. la ‘probabilité:
d’en obtenir un- [15]. R “ S s

Pour résoudre ce problime, désignons par Ej et ej
respectivement le vainqueur et la deuxidme équipe de la
zone i (pour i = 1, 2, 3,-4) : chaque E; va jouer & domicile
contre upe équipe: ek, avec nécessairement. k distinct . de - i.-
On peut ‘consiruire tous les tirages au- sort acceptables en
écrivant les 24 permutations des nombres 1, 2, 3 ¢t' 4, et en
ne retenant ‘parmi elles que celles pour lesquelles chaque
nombre i n’occupe pas la i-éme place (pour i = 1, 2, 3,-4).
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Les 24 permutations en question sont les suivantes :

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2347 2431 [2413 2134 2314 (2747
3412 3124 3241 34217 31421 3214

123 @312 4132 4213 4231 [43727]

Parmi ces groupements, sont i exclure ceux - qui
contiennent un chiffre souligné, ce qui laisse- 9:

Possibilités, a4 savoir les 9 permutations encadrées ' qui
correspondent aux 9 tirages au sort acceptables suivants - -

E1 -2 Ej-e3 E3-eq Eq-e1
Ef -e3 E2 -eq E3-e1 Eq-ep
E1-e4 Ep - e Ej-es Ed - e3
E1-¢4 E)-e3 E3.el E4 - o)
El - e2 E2-eq E3-e1 E4 - e3
El-e3 Ep-e4 Ej3-e2 Eq-e1
Ej -e3 Ej -eq E3 -e4 E4_-.-e2
Ei-ep - Ep-ep E3-e4 E4 - e3
El - e4 E2 -e3 E3-e2 E4 -e1

~ La probabilité d’effectyer un- “bon” tirage au sort est
donc égale 2 % = 0,375, _ _

- Généralisons le probléme en considérant n couples
(Ej,ei) pour i = 1, 2,.., n, ol chaque E; (resp. ej) représente
une -équipe oeuvrant 3 domicile (resp. a I"extérieur).  En
pratique, n doit étre une puissance de 2, majs e
raisonnement qui va suivre est valable pour tout entier n
au moins égal 4 2 (d'ailleurs, dans 1a suite, n représentera
toujours un entier supéricur 4 2, convention qui ne sera
Plus rappelée). :

Un match est en réalitg une “association” de deux
équipes et peut s'écrire sous la forme Ei- ek. Sile
réglement permettait. 3 deux €quipes de' méme indice de se
rencontrer, il y aurait évidemment n! tirages possibles: ilg
correspondraient en effet 3 toutes les permutations de n
équipes visiteuses. Mais, pour tout indice i comptis entre 1
¢t n, Bj ne peut pas rencontrer ej. Il convient donc de

Combinatoire 13
construire la liste ordonnée des équip?s ek . ('p‘our
k =1, 2,..,n), de telle maniére que ej ne s?lt'pas le i-¢me
¢lément de la liste, pour tout indice i; il s’agit ein fe;ltd‘de
former ce que 1'on appelle leg dfrang-em_enfs, clze;t- - I1lrc;:
les permutations sans “points fixes” des n indices 1, 2,..., n.

Désigno'ns par D le nombre de dérangementg lzrsqx;)’ll
y a n couples (Ej,ei) pour i = 1, 2,..., n. De fagon CO:!CI‘ te, 1(11
représente le nombre de tiljagcs_ au sort accept.ag es ?;::glis
n compétitions locales élimmat.o:res sont organis es},  jandis
que la probabilité pour qu’un tirage au sort soit vala

égale 4 Py = %I,L Le probléme traité 3 propos de la Benson

and Hedges Cup était relatif au cas particulier n = 4: on a
trouvé D4 = 9 et P4 = 0,375. .

4 ciiste plusicurs formules .générale§ exprimant Dy et
Pn en fonction de n. Voici une version intéressante dont la
preuve peut étre . donnée par référence au probléme
sportif évoqué ci-dessus [15].

Nous allons montrer que
Dn = (0-1)(Dp-1+Dn-2);

sachant que D1 =0 et D2 = 1, on pourra dé¢s lors connaitre
par récurrence les nombres Dp pour tout entier n. ' X

Nous admettrons que E1 joue contre ek.. avec bien sir
k # 1. Pour chacun des n-1 choix de l.’indlce k, a savoir
k e {2,3,..,n}, le probléme sera identique former les
matches Ej - em pour i € (2,3,...n} et m e {2,3,...n\{k} et
HE IIli'-our fixer les idées, nous allons prendre k = 2. Il résulte
de ce qui précéde que :

*
Dn = (-1)D,,.

oll D* désigne le nombre de tirages au sort de matches du
n

type Ej-em, aveci € {2,3,...n}, m € {1,3,..,n) eti# m.
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Supposons tout d’abord que E2 rencontre ei. Il.reste
alors A former les matches Ej -~ em, avec i,me {3.4,...n} et
1#m: avec nos notations, il y a Dp.3 tirages possibles.: - .
Il reste 2 envisager le cas ol E2 ne joue pas contre ¢
Dans ces conditions, il convient de construire les - matches
Ei-em, aveci e {23,..n} et m « (1,3,...n}, I'adversaire de
E2 n’étant Pas el et I'adversaire de E; n’étant pas e; ‘pour
tout r € {3,4,...,n}. En remplagant mentalement E2 par Ef, on 9
voit que le probléme €quivaut- 3 former les matches Ei-ex
avec i,k € (1,3,...n} et i £k: il Yy a donc Dy.1 tirages de cé
type possibles. ' S
En regroupant les deux ¢ventualités, on obtient donc, .
. _

Dn = Dll-l +. Dn"'2!
d’od _ _
Dp = (0-1)(Dy-y + Dp.2).

Cette formule en appelle d’autres, Ainsi, on peut
démontrer par récurrence que -
' Dp =10Dp.1 + (-1)n,

De fait, cette égalité est vraie pour n = 2, Supposons 1la
propriété wvraie pour n-1. Cette hypothése de récurrence
permet d’affirmer que’ ‘ o

| Dn-1 = (0-D)Dp_3 + (-1)n-1,
ou
| (1-1)Dp.2 - Dy.1 = (-1)m; |
la premigre formule, qui peut s’écrire sous le forme
: Dn = nDp.1 + (n-1)Dy-2. - Dy.1,
livre alors :
Dp = nDp-1 + (-1)1.

Une nouvelle démonstration par récurrence permet de

prouver cette autre €galité : ,
1T 1 (-1)rn-1 (-1)11]
=n!|l- - =
Dy n.[z! TR (n-1)1 + al |

En effet, la propriété est vraie pour n = 2; supposons-la
vraie pour n-1, De I’égalité - :

: Dn =n0Dp.1 + (-1)1,
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on obtient, via 1’hypothése de .récurrence. :

-1
Dp = a.(n-1)! [% - %4- +%] + (-1)B
En cor,roléiré, on en déduit immédiatement gque
Dp_1 1 ol enm

Po="r=20 3t ¥ T et

i i les dn peut calculer
rtir de- ces différentes formules, !
de Iﬁoc?l?e len proche les différentes valeurs de Dp et Pp;

voici les premiers résultats auxquels on abqum [15] :

_ 'Dn" _ : _ " Pn _
. 0 | S
1 0,5
2 2 0,3333
3 9 0,375 -
4 44 | 0,3667
> 265 03681
¢ 1854 0,3679
8 14833 03679
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1.3, Systeéme de scores et structure de treillis

A la suite de Parlebas [23,24,25], nous alions présenter
une  modélisation du' systdme des scores dans certaihes
compétitions sportives meitant en présence deux
adversaires (ou équipes) A et B. Nous ne traiterons point

les sports qui s’achévent “au temps”, ' c’est-3-dire aprés un’

laps de temps bien précis dont la durée est connue dés le
départ, ce qui est le cas pour de nombreux  sports collectifs
comme le football, le basket, le rugby, le handball,... Au
contraire, nous examinerons exclusivement. certaines
disciplines’ qui- désignent comme: vainqueur - lé " compétiteur
qui ‘atteint le premier un score déterminé selon des régles
strictes, les ex aequo étant exclus: -2 “titre  d’exemples,
signalons le volley-ball ainsi que les sports dérivés du jeu
de paume (tennis, tennis de table, squash, badminton,...).

On appelle marque de A (resp. de B) au moment
considéré le nombre a (resp. b) de points “attribués i A
(resp. & B) & cet instant; le couple (a,b) de ces deux marques
est le score correspondant. !
- Au départ, le score initial est de (0,0). Toute.marque ne
régresse  jamais: elle peut soit demeurer inchangée (par
exemple, en volley, si 1'échange est gagné par I’équipe qui
n’est pas au service, le. score reste le méme), soit
progresser par pas- uniforme, souvent d’une unité (sauf;
par exemple, en tennis, ot les points d’un jeu valent 15, 30,
40,...., mais pourraient évidemment &tre remplacés par 1, 2,
3,...), avec un score-limite qui, une fois atteint, met un
terme & la rencontre (gain du match) ou 2 une partic de la
rencontre (gain d’un set ou d'un jeu). Le plus petit nombre
parmi les maxima des marques d’un score-limite est
naturellement appelé la marque-limite: par exemple, un

set de tennis se termine par un des scores 6-0, 6-1, 6-2, 6-3

6-4, 7-5, 8-6,.. : les maxima des marques constituant les
scores-limites sont donc 6, 7, 8,... et leur plus petit
représentant, 3 savoir 6, est donc bien Ila marque-limite,
Dans certains cas, le score-limite doit &tre atteint sous
certaines conditions, généralement avec deux points
d’avance, sinon la rencontre est prolongée jusqu’'a ce que
cette clause soit respectée: on parlera alors de cléoture
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conditionnelle . du match (ou du set- ou du jeu). Nous
appellerons ligne .:des -scores -toute --séqugng:t; de _-slc-.orcs
possibles, ayant pour - erigine le -Score . mmab ‘ct_.‘ pour
extrémité un ‘score-limite.” Nous désignerons “par S
I’ensemble de tous les. scores. possibles: - : il Shagit
visibI-cmént' d’un sous-ensemble - de 1’ensemble-produit .
N2 = {(ab):a = 0;12,.. et b=01:2,..} - o

Sur S, nous allons -définir une relation binaire : um
score s1 sera déclaré antérieur 4 sp (ou‘fi. dc--‘ fagon:
équivalente, sz‘-sera.:dit_postéri‘eur-é s1),:.-'c‘e qii se_rg noté
stRsa, si et seulement si- sy est égal- ﬁﬂsz ou” peut
chronologiquement - précéder s -dan‘S': une’ méme hgnedes
scores.  Cette relation binaire R est (trivialement) ‘I'eﬂ_.ICXIY‘(‘::j,.‘
antisymétrique et -transitive: elle ‘dé:fi_nit ; _dg‘nc ‘un .‘Q‘:l'q.rgz
partiel sur ;"R n’est’ foutefois pas un ordre’ total sur S, car
deux scores’ ne sont pas toujours comparables: par cﬁ@mgle‘:,;
en tennis, aucun” des scores (3,1) et (2;3) ne peut éire
antérieur 4" '1’autré.. De ~plus, ~pour deux ~scores ‘mom
comparables, ‘il €Xiste toujours un ~ou “plusieurs * scores
antérigurs - et, parmi’ceux-ci, il''en est un‘qllll‘l-’gst'rp-q.stér_lp}l‘;‘_
3 tous les autres; .par exemple, les scores  de tenn_lls..'(?‘_,l)met:‘:
(2,3) déjd considérés sont” si;multanémcn‘t:-'r postér_lfcur‘s; ?1
(0,0), (1,0)," (051), (2,0}, (1,1), (0.2) et (2,1); “ce-dernicr étant
postérieur - aux - aatres.' En termes wmatilléma'u:q}n_a‘s.,d ',ceu?
propriété se- traduit par- Dexistence’ d’un - infimum (ou
borne inférieure) pour tout couple de scores- dans S, ce qui
équivaut & dire que 1’ordre R ‘érige l’cnscmblc”‘S- en’ un- -mf—l
demi-treillis, ~qui  peut- dés. lors. étfc rep-résen_té par un
“diagramme de Hasse” résultant en fait du produit des deux
ordres naturels sur N. >
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-De méme, deux scores non comparables - peuvent . étre:
simultanément antérieurs 3 plusieurs autres, et ‘méme’ &
une . infinit¢ d’autres; pour I’exemple de tennis ci-dessus,
$1 = (3,1) et 83 .= (2,3) sont ‘antérieurs ‘4 (3,3) ‘et;-
entendu, ‘3 tous les scores postérieurs 4 (3;3), 4 savo
(4.3), (3,5), (4,4), (4,5),...;il y en a une infinité si la'régle’'c
deux points d’avance est imposée, mais. (3,3) est le 'plus
antérieur  des scores - postéricurs. i 81 et 52 @ (3.3).est. le
Supremum. ou borne supérieure de §1 et s3. :
‘Observons que si I'ensemble S posséde un. minimum
universel, c’est-a-dire un score antérieur .3 tou's_-%.;I,e',s;,_a s,
4 savoir le score initial (0,0), il contient plusieurs . éiéments.
maximaux non comparables, & savoir ‘tous .1 Cores
limites. De la-sorte, S n’est pas A proprement parler . un. .
treillis, bien qu’il n’en soit évidemment pas fort: éloign
ce. propos, il y a lien de_distinguer deux cas correspondant i’
la_manidre dont se termine -la partie engagée. . .

Lorsque les scores_sont limités par une régle dccléturc

6

non A,_.cond,‘i.ftiom;ellc,_‘ le réseau -des scores peut. .s
senter par un graphe. obtenu en effectuant le  produit-.
direct des deux ordres totaux' naturels. sur -N,; -
sommets “pendants” correspondant. _
limites -~ possibles; ces derniers peuvent d’ailleurs .
“identifiés” en.un seul sommet f (pour  “fin™) .postéricur: .
tout sommet de § et jouant alors le réle. de - supremunt. -
universel: le graphe ainsi construit. est celui dun treillis;
baptisé le treillis des scores. En guise d’illustration,  voici le
cas d’un match de tennis en trois .sets gagnants, iedg o

ensemble des scores

treillis des scores : % ¢

Lorsque 1a cléture est conditionnelle, 2 savoir ' 1
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i : ints: " leich res
supériorité de -deux points- 4 la ‘marque, le: champ des sc.::) i
se représenter. par un réseau construit .

peut encore . struit
partir de 1’ordre naturel sur N, avec de§ _sommets
“pendants” corréspondant & certains scores-limites (par

exemple, (4,0), (4,1) et (4,2) dans un jeu de tenmsl; trlnal.v: ?l
le graphe est “coiffé” par une sorte de “cheminée
illimitée™ décrivant 1’évolution du score l_orsqu_;e_ le jeu est
prolongé en raison de la régle dgs q‘e_,ux- pou},ts d. écarti
avec, a chaque “étage”, des sommets  “pendants qu16_ :on
également des scores-limites (par cxen}plc,-.(i'i.B), (6, ),.;
dans un jeu de tennis). Tous les scores-limites pfauvené
encore é&tre “identifiés™ en un seul .somme,t f posténcu‘r‘
tout autre élément de S, ce qui fournit ,ég.alcm::nt llfl treillis
des scores qui contient cette fois une infinité d élén}ent;.
Pour visualiser plus aisément ce treillis, la ré_gle _d arrét
peut étre traduite par la présence de (‘i‘eux ' c:’rcults (Ide
longueur 2) articulés autour du so,mrx‘lt_:t égalité vsrs‘ ti:s
deux sommets "‘avantage. a A” et ‘avantagt_: i .B.‘ A F:
présence de ces circuits montre. la’ poss1b1;;té. de
“prolonger 3 l'infini” la partie, 'l‘.ép;'quve ne se t_ermmal]lt
que si le score quitte ‘un des circuits pour attemdrq e
sommet f. A titre d’exemple, voici les représentations
possibles pour un jeu (normal) de tennis.

.
.
.
H
N
:

-ovantage & A

~-avantage & B

treillis
"gimplifié"

treillis des
scores

ensemble des scores
-

De' nombreux  sports ont une structure ‘des scores
“identique”, la  correspondance entre les dlffé.rentg_ tr?lllls
étant obtenue par dEpimorphisme ou méme isomorphisme
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[24]; -en voici quelques exemples (ol, pour plus de clarté. des
figures, le sommet. f ainsi que les .arcs qui y aboutissent
n'ont. pas été tracés). ‘ : : N

set de volley-bail set de temnis de table ' [

jeu "dormal" de
cénnis :

jeu de pelote
baaque

tie=-break
an
tennis

Morphismes entre las dystdmes dea scoates de certains jeux‘demﬁiume‘

{les arcs relismnt le sommet E ot -les fliches sur laes. args des L

"avantages" aysnt été omis -pour la clarté des figurea)

La connaissance de la structure des scores permet de

mieux saisir. la diversité des situations qui peuvent se’

rencontrer, ce que le résultat final ne laisse pas ,toujours
imaginer.
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Penchons-nous & nouveau sur le cas d’un sport ol le
score évolue par pas uniforme d’une unité. Dans le champ
des scores, considérons un sommet quelconque s = (a,b). Le
nombre de possibilités distinctes d’atteindre s peut &ire
obtenu en regardant. le graphe du treillis des scores; il est
en cffet égal au nombre, noté ng, de lignes de. .scores
différentes partant du sommet (0,0) ¢t passant par.s. I
s’agit du nombre. de manitres de choisir, parmi les a+b
points joués, les a points gagnés par A (ou,.de fagon
équivalente, les b points remportés par. B); ng vaut donc le
nombre de combinaisons simples de a+b objets pris a 4 a
(ou, de fagon équivalente, pris b A b); soit:

a (a+b)!
N5 = Coip = atab! -

La figure ci-dessous représente la partie inférieure du
champ des scores, chaque sommet s étant affecté  du
nombre correspondant ng. Remarquons qu’a chaque
niveau p du treillis, la séquence des nombres ng coincide
avec la liste des coefficients binomiaux relatifs au
développement de . (a+b)P; le résean des scores est donc
isomorphe au triangle ‘de Pascal.

Dénombrement des lignes de scores

Ainsi, en tennis, il y a unc seule possibilité de voir un
set s¢ terminer sur le score “blanc” de (6,0) en faveur de A,
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‘d:fférentcs Comme autre excmple, mgnalons quc,
oS un “'set de-'volley, il existe plus de 40 mllhons de
.' d’at—te‘indlj‘e‘ I’égalité 4 14 partout! -

"tta ons-fious sur le' cas du tennis. Un match apparalt

comme “un ‘tfeillis 3" clSture nonm conditionnelle; la margue’

limite * étant fixée -2 2 unités (dans la majorité des cas) ou 4 3
utiités “"(pour les’ grandes compétitions masculmes
profcss:oﬁncllcs) on -parle alots de match en 2 ou en’ 3 scts‘
gagnants rcspectlvement L

L4 structure des scores d'
traillis de creilliy

un match de tennis sat us tredllis de
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Ce rreillis-match est lui-méme constitué de treillis, 3 savoir
les sets. Dans chaque treillis-set, la marque-limite est de 6
unités (ou jeux), avec un écart minimum de deux unités, A
moins que ne soit respectée la régle du tie-break qui, 2 6
partout, livre le vainqueur du set 4 l’issue d’un seul jeu
décisif (appelé précisément le tie-break).” Enfin, chaque set
est lui-méme constitué de treillis, & savoir les treillis-jeux.
En dehors du tie-break, chaque jeu est un treillis 4 cléture
conditionnelle avec pour marque-limite. 4 et la régle des 2
points d’écart; le tie-break est, quant 3 lui, un  treillis. 2
cléture - conditionnelle dont la marque-limite est 7 avec
toujours la restriction des 2 points d’avance. ;

En résumé, les scores, dans. un match de tennis forment
un treiilis de treillis (les sets) de treillis (les jeux). Cette
superposition de trois structures de treillis .est 2 1'erigine
de situations paradoxales  assez fréquentes. En effet,  le
vaincu d’un. set peut avoir : gagné plus de pomts que le
vainqueur, A titre d’ cxemplc, dans un - set sans
prolongation et avec des jeux' sans avantage, le perdant a -
remporté -de -0 point .{sur: 6 jeux) a 28 points  (sur 10 jeux),
tandis ‘que le gagnant a remporté un minimum de 24 points
(sur 6 jeux) .et un maximum. de 32 points. (sur 10 jeux)., Ce-
phénoméne est évidemment valable. pour chaque set et est
bien sir amplifié par la structure méme du match en 2 ou 3
sets gagnants. Le perdant du match peut ainsi remporter
beaucoup plus de points que son heureux adversaire; par
exemple, pour’ un match- en 3 sets gagnants, le vaincu’' peut
avoir. gagné jusqu’ad 78 points de. plus que le. vamqucur :
cette différence paraft énorme. si 1’on. pense que 72 points
suffisent parfois pour gagner un tel match [24] ! Bien
entendu, cette bréve analyse ne tient compte que  du score;
sans, - aucune nuance; - elle ne. fait, pas intervenir,. par
exemple, le fait qu'un sportif “rusé” peut avoir intérét i
faire 1’'impasse sur un set mal engagé suivant un set
gagnant : du point de vue physique, il peut ainsii.se reposer
tandis que I’adversaire se fatigue, tandis que. du point de
vue psychologique, cette manoeuvre peut engendrer chez
I’adversaire une confiance présomptueuse,



-florsque' les deux joueut

=-sl:ratéglquf: A opérer en - sqi
] --:'attelgnent le - score-:d’ égahté U
parteut. dans une “mvancheé. Il 's’agit 127 d’un intéressaint
probléme qu1 fa1t apparaxtrc, de fagon fort surprenante
191 b yr- e ifait, 1'int€rét: dut joueur: +(qui ' doit
prolongauon éventuelle du
i:‘; et seulcment
Caveciine - pr

uti balle pulssante« suivie; en -
- d une balle pl‘us falble (et plus sécur ante).:

: "ontrons que “les - lols théorlques
cl'ass1ques “de’ la* ‘-stansthue §’adaptént parfaltcment Hides
snuatlons rcncontrécs “daiis “le* domamc gportif.: " La 1o

111ustrécs

ét .dés théonqucs partlcullércs ‘seront . le- ‘plﬁs i
par dcs donnécs : réellement obscrvées,
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II.i. Un choix stratégique en squash et le
nombre d’or

En squash, les points sont uniquement  attribués au
joueur qui est au service; si cc dernier commet une faute, il
céde le service 3 son adversaire et le score reste inchangé.
Une partie se déroule normalement en trois sets gagnants.
Chaque set est remporté par le joueur qui obtient  le
premier neuf points; toutefois, si le score est de 8 partout,
le joueur qui n’a .pas le service peut demander que la
manche se¢ termine .4 10 points.

Ce réglement souldve inévitablement = la question
suivante: quel est lé meilleur choix A opérer lorsque les
deux adversaires atteignent le score fatidique de 8-8?

Dans une premigére approche [2]. il est raisonnable de
supposer que la probabilité de gagner un échange
quelconque est toujours égale a 0,5; en effet, les deux
joueurs, ‘ayant atteint le score d’ égalité' a 8, sont
certainement trés proches 1'un de lautre, tandis que le fait
d’étre au service ne constitue pas un avantage (ou un
mconvément) ma]eur, tout au moins a4 un certam niveau
de jeu. .

Nous appellcrons A et B les deux spomfs en présencc et
admettrons que le score de 8 partout est atteint lorsque A
est au service, de sorte que B doit choisir une fin de set en 9
points ou en 10 points. Bien entendu,, B va chercher 2
maximiser sa - probabilité de gagner la. manche. Or, A
gagnera le point suivant dans ces différents cas: '
- A gagne le premier échange (ce qui sera noté A);

- B gagne le premier échange et A les deux suivants (ce qui
sera noté BAA);

- B gagne les premier et troisidme échangcs, tandls que A
remporte les deuxidme, quatriéme et cinquitme {ce qui
sera noté BABAA);

- et ainsi de suite, avec BABABAA, ou BABABABAA ou .

Dans ces conditions, la probabl_hté pour que A gagne le
premier point aprés 8-8 est égale 2 la valeur de la série
géométrique dont le premier terme est 0,5 et la raison est
0,25: ¢lie vaut donc
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05+ 053+ 0,55+, 05 % Taz= = 2
1-0,25 ~ ¥

En conséquence, si B opte pour la fin de set en 9 points, sa

probabilité de gagner la manche sera de 33,3%. Par contre,:
si B choisit la solution des 10 points, les situations possibles -
peuvent “Etre découvertes ﬁ la lecture de ce dmgramme en

arbre

Ams:, la probablhté pour que B gagne le sct en 10 pomts

vaut: _ .
' 2‘-- L 4 11
- L 9+t arTaye 4%

En conclusion, B a'tout intérét i prolonger le' sct el
points, puisque “ce ' choix augmente sa probablllté de gagna=
la manche de plus de” 7% :

plus élaboré pour ch01s1r ranonnellement lbpuon,
meilleure concernant ‘la prolongation ou non d’un “sét

Nous appellerons & nouvean A et B les dcux Joueurs ét

supposerons cetie fms que tout échangc' la ‘mém
probabilité p- (resp. 'q = lp) d’etre gagné: par A: (resp.’ ‘pat

B), et ceci quel que - soit le serveur. Cette derniére
hypothgse, plus réaliste ‘que celle émise par Avery [2],*(:stI
néanmoins fort simplificatrice: (elle - peut " étre

particllement levée, avec un raisonnement fort semblable
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4 ce qui va suivre, en -supposant seulement que A ‘gagne:un
é¢change avec . une probablhté constante p - lorsqu’il - sert, et
avec une probabilité constante m lorsque B:'sert [5}) - Nous
admettrons -encore’ que. - le score de § partout. est atteint
lorsque A sert, de sorte que le choix de la fin de set doit &tre
effectué par B. Evidemment, B va retenir la solution qui
minimise la .probabilité  selen laquelle A gagne: la; manche:
Pour faciliter - les &critures, nous désignerons s1mplcmcnt
par P(X|Y) la . probabilité conditionnelle que X gagne le
point étant donné qué Y -est’ au service. Il est clalr que lon
dispose des ‘égalités suivantes: © :

P(AIA)+P(B|A)-1 et P(AlB)+P(B|B)

Lorsquc A est au service, il marqucra le pomt si le
premier = échange: est. gagné. .par A, ou- si .des échanges
suivants sont. succcss:vemcnt remportés par BAA
BABAA, ou BABABAA,.... De la sorte :

P(A|A) = p+ (ap)p + (qp)zp + (qp)3p +o = —E“l',-pq
d’od
S I ._.SL__.
P(B A =1- -
( | )= lpq T-pq
De la méme manidre, on peut trouver :
N EE
P(B|B) =7
®1B)= lpq..

puis. - - : L
__q__ __D._._

‘PAAIB)=1-

( I )= l-pa 1-pa’

La probablllté pour que A attelgne le ‘.p'l.'er_ilie‘r-'.la:

—Ll pq : 11""s’algi;t"'dé' i‘%i

probabilité Pg(A) pour que A gagne lc set’ lorsque le choix
de 9 points est retenu.

marque de 9 pomts vaut donc

Lorsque B choisit I'option des 10 points, A gagnera le
set dans les cas suivants :
- A gagne consécutivement deux points;
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--B gagne le: prcmier point, puis A -gagne les deux suivants;.
- A:gagne le premier point, B gagnc le pomt ‘suivant,” puls
A gagne le demier.

La probabilité P;g(A) pour que A gagne le sct en 10 pomts
vaut deés lors :

[P(A I A)P+P(B | A)B(A | B)<P(A | A)+P(A I A)+P(B | A)*P(A | B"‘-

_13__+J.__ Dz ) p.qz‘p'.?. ‘
(1-pq)2 ~ 1-pq 1-pq 1-pq " 1-pq 1-pq 1-pq
_ P2[1+pq(2q-1)]
(- pq)3

‘Le joweur B a donc intérét 4 chmsu' la - solution des ‘9

points lorsque P1o(A) > Pg(A) c’est-a- dlre lorsquc
D_[1+Dq(2q 1)] p '

o C(1-pg)3 T 1-pg’ -

ce qui équivaut, aprés quelques calculs elementalres 4 la

condition suivante '

p4-p3- 202 +3p-1= (p-1)2 (p+o)(p-¢-1) > 0

ol ¢ désigne le nombre d’or 1_12—,et oL =V%l ~ 0,618,

Comme |’expression (p- 1)2(p+¢) est positive (pulsque
O<p<leto>0), PlO(A) > Pg(A) 31p>¢' =~ 0,618.

V5

En conclusion, B aura 1nterét de choisir 'option des 9
points. lorsqu’il estime que A lui est nettement supéneur
(p > 0,618); dans tous les autres cas, en particulier lorsque P
et q cofncident avec 0,5, il lui sera preferablc d’ optcr puur
la solution. des 10 points. :
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[I.2. Un mod2le probabiliste pour déter-
miner le meilleur choix du sel_'vice en tennis

En tennis, un serveur posséde deux chances d’effectucr
un service valable; en effet, s'il rate sa premiére balle, il a
droit 2 un second essai; si. ce deuxiéme service ne retombe
pas dans les limites prescrites, le serveur perd alors le
point (on parle dans ce cas d'une double faute).

Il résulte de cette régle que tout joueur (ou joueuse)
met généralement au point deux “services” différents, 2
savoir ce que l’on nomme. quelquefois la premiére balle,
qui est généralement trés puissante mais peu slre, et la
seconde  balle que '1’on -utilise uniquement lorsque la
premidre - balle est mauvaise; bien entendu, cette seconde
balle donne une plus faible probabilité de gagner le point,
mais a par contre une forte probabilité d’€tre bonne.
L’efficacité de ces deux services peut varier fortement
d’un joueur & I’autre et nous allons exposer un modéle
probabiliste simple qui donnera une .idée sur, les meilleurs
services a choisir en premlcre ou. dcuxlémc balle [19].

Nous allons supposer que le serveur cons1déré dispose
de deux types distincts de services, appelés dans la suite le
service fort et le service faible, chacun ayant une
probabilité fixée et constante de gagner le point. Nous
considérerons les événements suivants

S1 : un service fort tombe dans les. limites; -
S2 : un service faible est exécuté et tombe dans les limites;
G : le serveur gagne le point.

Nous noterons P(G |Sl) la probabilité pour que le ser-
veur gagne le point sachant qu’il a exécuté un service du
type Sj (pouri =1, 2).

Le joueur peut ch01s1r entre quatre stratéglcs reprises
dans le tableau suivant :
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_-m;}atégip;; N prem1érc ballc euxléme balle

‘tratégle (n ' 1),. la probablllté de gagner lc pomt cn
_servant . une premieére balle forte unc seconde faible. . est
donnec par : N ‘

Jl est somme toute naturel an i’ des défimtlons des
différents services, d’admettre ces hypotliéses
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P(G|S1) > P(GIS2) et P(S) 2 P(Sy).
Dans ces conditions, on voit de suite que p4 < pj, car
P4 - p1 = PS)P(SDIP(GIS2)-P(GIS1)1 < 0;

en conséquence, la quatriéme stratégie ne sera jamais
utilisée. ‘

Comparons 3 présent les deuxi¢me et troisiéme
stratégies & la premitre, qui est la plus courante.
Comme o
“p2-p1 = [1-P(SD] [P(GS$1)-P(GS2)),

: ., P(GS2)
P2 £ p1 si et seulement si Z P(GS )_ 1

‘]'_)e méme,

P3-p1 = P(GSZ)[I P(Sz)+P(Sl)] -P(GS1)’
=P(GS1){Z [1+P(S1)-P(S2)] -1} .
entraine p3 < p1 sx et seulemcnt si 'Z<R= 1

1+P(S;) P(Sz)

V01c1 le résumé de ce qul précedc, en supposant P(Sl)
et P(Sg) connus. N . :

Le serveur choi‘sira sa stratégie | .-~ si ‘et seulemient si
PR N ST
3 - Z>R

Ces conclusions peuvent étre visualisées dans un plan,
en plagant les valeurs de P(GSi) sur l’axe horizontal et
celles de P(GS2) sur I’axe vertical :
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o
o

£(as,) LN

Blas,) 1

Comme on le voit sur cette figure, la zone réservée 2 la
stratégie n° 1 n’est pas la plus étendue. On peut dés lors se -
demander pourquoi cette option est si souvent adoptée
Voici quelques éléments de réponse A cette question, etant‘
entendu que les hypothéses du modéle sont trés
astreignantes = et fpr_t simplificatrices.

Gcnéralement, Z est supeneur ou égal a4 1, mais R est
trés grand puisque P(S3) est proche de 1, tandis que P(S1)
est généralement trés faible; en conséquence, on a irés
souvent 1 £ Z< R, ce qui requiert effectivement le choix de
la premidre stratégie. Toutefois, dans la pratique, on
constate . que Z est quelquefois inférieur 2 1'unité. [19], ce
qui ‘devrait amener le choix de Ia deuxiéme stratég1e, méme
dans . ce cas, les joueurs préfeérent encore la premiére

option: -car,. pour ' des ~ raisons psycholog1ques-
prépondérantes, ils veulent & tout prix éviter la double=
faute, Enfin, oserait-on formuler cette conjecture : les

tennismen chmsmsent presque toujours la. siratégie - n 1
tout simplement- parce qu’ils ne connaissent pas.
suffisamment bien le calcul des probabilités ?
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I1.3. La prolongation d’un match de football
par des penalties et la loi binomiale

Dans de nombreuses compétitions de football, par
exemple dans les Coupes d’Europe, on a recours 2 des
penaltles lorsque les deux équipes en présence ne sont pas
arrivées 3 se départager aprés le temps réglementaire;
elles tirent alors l'une aprés 1'autre et alternativement 5
penalties; si clles sont encore 2 égalité aprés ces 10 tirs,

elles continuent “au finish” jusqu’a ce qu'une éEquipe
marque tandis que 1’ autre rate: le vainqueur est alors
enfin connu! = :

Nous nous proposons d’analyser le bien-fondé de cette
réglementation; de fagon plus précise, nous allons calculer
combien de ‘tirs chaque équipe doit théoriquement botter
avant que le vainqueur ne soit connu.

A la suite de Colwell, Gillett et Jones [11],
admettrons les hypothdses suivantes:

- les deux.équipes, notées respectivement A. et B, doivent
tirer 3 tour de rble au but; 5 séries (de 2 tirs, A savoir un tir
par équipe) sont d’abord prévues; si A et B sont encore ex
aequo aprés ces 10 tirs, des séries supplémentaires sont
organisées selon la régle de fin immédiate (en anglais
sudden-death) en ce sens que la rencontre est terminée 2
I'issue de 1la premiére . de ces séries pour laquelle une
équipe marque alors que son adversaire rate;

- les équipes convertissent un penalty mdépendamment
I’une de 1’autre;

- A (resp. B) a la probabilité constante p (resp qQ) de
marquer & chaque shoot; on ade plus 0 <p<letO0<q< 1.

‘Occupons-nous en premier lieu des n premidres - séries
de deux tirs, avec 0 <n £ 5. Démgnons par X (resp.- Y) le
nombre de buts marqués par - A’ (resp.’ par B) - lorsque
chaque’ équipe a tiré n' fois; ces variables alédtoires X et Y
suivent des 101s binomiales, 2 savmr ﬁ(n.p) et B(n,q)
respectivement, d’ou

P(X=x)

nous

= G p* (1-p)n-X
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et
P(Y=y) = gy (Y.

Sl, aprés 1cs n prcmlércs sérles (avec, tou_|ours, 0<n<5),
une des deux équipes a marqué au moins (5-n+1) goals de
plus que I’autre, i1 est clair que cette équipe est déja
certaine de gagner a llssue de ces n premidres séries; cette
snuatlon ne peut se produlre que Iorsque n vaut 3 (resp. 4;
5), auquel cas le score ést de 3-0 (resp. 2-0, 3 0, 3-1, 4- 0, 4-1
ou42 1-0, 2-0, 2-1, 3-0, 3-1, 3-2, 4-0, 4-1, 4-2, 43 5-0 51
5-2, 5 3 ou 5-4) en faveur de léqulpc gagnante,

La probablhté pour que 1’équipe A (resp. B) puisse etre
déclarce vigtorieuse aprés n sérles complétes’ de deux tirs
{avec 3 < n% 5), quels que soient les résultats’ ulténeurs cst
notéc PA(n) (tesp. PB(n)) et vaut

n.x- (5 n+1)

PA-(n) = _ ;- P(X=x) P(Y=y)
x=5‘-‘n+1 y=0 . . :
et - :
_ n y -(5-n+1) -
PB) = 2. P(X-x) P(Y—y)
- - y=5-n¥1" %=0 - .
dPob A

Pa() =Pp(n).

Dcs lors, la probabilité~ pour que le vainqueur “s0it

connu "4 I’issue de la n- éme sénc (pour 0 <snm< 5) est égale é

<5

n
5_2.

‘ P _ [ PA(n)+ PB(n) = 2+PA(n) pour 3 <

Corhmé :.lc noi’nbré P(5) 'd(;nn"e‘ la probabilité pour qué. le

vainqueur .soit comnu A l'issue - des 5 premiéres séries. de
tirs, . la. probabllg,té pour ~en. arriver a. des séries
supplementalres -selon ~ la régle de fin immédiate est
évidemment égale 2 1-P(5). y

Considérons 2 présent les séries. au-deld de . 1la
cinquitme. Une de ces séries sera la derniére lorsque 1’une
jes équipes marquera et que 1’autre ratera son shoot;
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posons

A = PA marque)*P(B rate) + P(A rate)*P(B marque)

p+(1-q) + q*(1-p) = p + q - 2pq;

onabiensir0 <k <1, R
La (5+4n)-¢me série (avec n 2 1) désignera le vainqueur
avec la probabilit€ de: o e

[l-P(S)]#(Ii )n-Ikﬁ

Désignons -par S Ia var:able aléatmre donnant le
nombre ‘de séries completes ‘de ‘2 penalties 3 tirer . _pour

connaftre le vainqueur. L espérance mathémathue dc S est
donnée par : :

5 .
E(S)= 3, nP(S=n) + 2.nP(S=n) |
=3 1=6 |
5 .
=3 [nP(n)‘— nP@)] 4 [1-P(5)] Z(5+n)(1 x)n 11
n=3., ny ' S L

= 5P(5)—P(3)-P(4)+JL[1 -P(5)] 52(1 l)n 1+ Z n(l l)n 1

: n=] ' n=t.

Or, comme 0 < A < 1,-des résultats classiques sur les sénes
géométriques livrent;

S (danmd =S qam - L _ 1
El(l AR Y aan = v

n=0
[ ]

2 na-ant = -3 =

n=1

Partant,

E(S) = 5 - P3) - LP(5)
(S) (3) P(4)+p+q_2pq.

Remarquons que la valeur de E(S) n’est pas modifiée
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~Jorsque les rdles de p et q sont échangés, ni lorsque. le
nombres p et q sont remplacés respectivement par 1-p e

1-q. Différentes .valeurs dé-'-E(S-):;-;'soiﬁ; : données:: daﬁs 1a . table ;-

ci-dessous [11] :.

. p 0,05 0,1 02 03 0,4 - .05 .
0,05 . [11,721 |
02 (6320 = 6,164 5820 -
0,3 1 5,468. 5,388
05 14,808 5,005 5,130 5,172
0 4,112 .. 4 4,510 .- 4,757 4970 - .-
0,7 3,860 . 4,234 4,496 L
0, ,626 3,979 .
0 3,393,
0 3,271

A la lecture de ce tableau, on peut c::orrlu{%t‘_a:terg:}qgg le :
nombre “moyén de. séries' dé 2 penaltics a ‘tirer avant de,

connaitre “:1'équipe’ ..gagnante est généralement ~ faible,

souvent méme inférieur 2 5 11 ne dépa_ssg i ‘_sen.s.,_j.b\rlement ‘5'
- ique’ ; lorsque. ‘les' ‘probabilités p" et g somt- toutes deux tres:

{faibles (par:.exemple, égales’d 0,05) ou, aw contraire, toutes
deux, fort élevées (par exemple, égales.a 0.95). .~ .

Coa
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I1.4. Les buts marqués et la lei de Poisson

Dans de nombreux sports collectifs (tels que le football,
le hockey,...), chaque équipe s’efforce de marquer ‘un
maximum de buts. Mais la tiche est généralement ardue,
notamment parce que l1'adversaire s’y oppose . évidemment:
de toutes ses forces, de sorte qu'une rencontre se solde
souvent par un score assez étriqué. 000 :

Marquer un but apparait doac comme étant un
¢vénement bien sir instantané dans le temps et
d’occurrence rare. Il est de plus  tout A fait raisonnable de
supposer que la probabilité de marquer un but péndant uin
intervalle de temps . assez. petit, de grandeur At, est
proportionnelle &  At, que cette probabilité: est indé-
pendante du nombre de buts inscrits  antérieurement et’
reste plus ou moins. constante au cours de la période.
d’observation (ce qui n’est peut-étre gudre raisonnable
sur une saison” compléte, notamment parce que -les
conditions climatiques changent), et enfin: que la
probabilité de marquer au moins deux fois pendant At est
négligeable. Dans ces conditions, la variable aléatoire,
notée x, indiquant le nombre de buts marqués. obéit. & une
loi de Poisson.’ SR o

Nous prendrons la durée. normale d’un match (sans
prolongation) comme unité de temps et désignerons par A
le nombre moyen de buts marqués par rencontre.. La
probabilité de marquer n buts {(pour n = 0, 1, 2,..) au cours
d'une rencontre est dés lors donnée par.

e~A An
==

P(x=n) =

A titre d’exemple, Avery et ses éléves {2] ont relevé la
répartition des buts marqués .en premidre division de la
ligue anglaise pendant  une saison ‘ (1986-1987); ils ont
obtenu ces observations: '
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" nombres de’

buts: marqués

“Fdquences

théoriques
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d’ol

2“2273+000-4+0333+2861 +3665+0103+0003
= 9,322,

Pour 5 degrés de liberté (car 7 classes ont été retenues
et le parameétre A a €té estimé 4 ‘partir des observations) et
un seuil o = 0,05 (résp. 0,01), la valeur théorique du khi-
carré est égale & 11,07 (resp. 15,09) ‘et dépasse largement la
grandeur observée. En . conclusion, [’hypothése nulle
proposée ne- peut pas étre rejetée au niveau de
signification 0,05 (res‘p. 0,01'). . C

Il convient de noter que la loi de Poxsson, méme si elle
est souvent d’ appllcatlon, peut. étre -mise en défaut dans
certdins cas. Cela provient principalement de ce  que la
probabilité de marquer un but lors d’une rencontre n’est
pas nécessairement constante: elle dépend notamment du
fait de jouer & domicile ou 2 .I’extéricur, de rencontrer: un
adversaire fort ouw. faible; -de la tactique. préconisée par
I’entrafneur,... C’est pourquoi certains auteurs; tels Pollard
[26]; ‘Reep et Benjamin '[28], remplacent ‘la loi. de Po:sson
par une distribution -binomiale négative. :

Nous n’entrerons pas dans ces . considérations, mais
reprendrons P’exemple donné par Colwell et Gillett: [8].-3
propos des 100 premiers - matches de. football. entre - les
équipes -nationales d’Angleterre: et d’Ecosse. Les nombres
de buts inscrits par ces deux pays lors de leurs
confrontations sont repris dans le tableau suivant: 5

nombres de JO 1 2 3. 4. 5 6 7 8 9
buts SRR - '

6 et plus

Angleterre |17, 39 92 . 6 7 7 0 1 0 1
Ecosse |20 32 27 13 3 3 1. 1. 0 0

Sur les 100 rencontres ont été enrcgistrés 22 matches
nuls et 39 victoires pour chacune des deux équipes; par
ailleurs, 1’Angleterre (resp. 1’Ecosse) a marqué, en
moyenne, 1,8 (resp. 1,65) fois par match. En ajustant ces
données 3 une distribution théorique donnée par une loi de
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Poisson . de paramétre 1,8 pour I’Angleterre et 165 .pour
lEcosse, ‘on. obucnt les: résultats suivants: : :

_-5“ Ieterrg(?n:‘_l ,8_)‘ . F¢°§§%~(?~_=1-6§)

e [toiep? ]
e

T 192 | 0033 5
31,69, | 0,003

12604 | 0,028
14,38 . 0,132
8,59 | 004
100 "'-'-0-,236'»-. |

selon laquclle les,
théorlques con’ncxdent, des
pour:; lEcossen la 101

la v'arlablc aléatmre,
par ]Angleterrc

_ - sont dcux
L1 : ‘,‘esulvant une loi de
Pmsson “de paramétr _ et ' respectivement: (cette
- - nlétant pas: conforme ﬁ la,‘ réalité en -ce  qui
i que nous lavons montré C
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9 . :
P(x1>x2) = 3 P(x1=i)P(x2<i) = 0,419
.i=0
Plxi1<xz)=1- [_P(x_1=x'2)' + P(x1_>'x2)]_= 0,3507.
Ainsi,‘ Sur . 100 matches, ‘on devrait . théoriquement
enregistrer (environ) 42 victoires de 1’ Anglctcrrc, 35

victoires de 1’Ecosse et 23 matches nuls, ce qui est assez
¢loigné de la réalité. Néanmoins, Colwell et Gillett (qui sont
anglals') concluent (avec humour) que si la loi de Ponsson
n'est pas toujours applicable pour traduire e nombre de.
buts effectivement inscrits, elle décrit mieux que la réalité
les possibilités: footballistiques. des deux pays concernés [8;
p. 117] ! . :



Yy asews forcément:
. aequo; - est donnée

1p qyrnxy

Nous allons tout cl abord étudler le problcme suivant:
quelie esi la probamhté pour que A, par exemple - puisse
etrc déclaré vaingueur quelles que soient les issues des
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(18-n) trous -ultérieurs? Ceci équivaut évidemment 2
rechercher la probabilité pour gque: le nombre. de: trous
pagnés par A soit strictement supérlcur a la somme du
nombre de-trous gagnés par- B et du nombre (18-n) de trous
non encore Joués (qui pourraient: donc tous é&tre gagnés
par B sila partlc s¢ poursuivait jusqu’a 'la fin, c’est-3-dire
jusqu’au 18-me trou inclus); nous noterons PA(n) cette
probabilité.

Il est clair que I'issue du match demeurc incertaine
lorsque n est inférieur 4 10. Nous allons donc cons1dérer
les entiers n tels que 10 < n< 18,

Pour n = 10, A sera ceriain de sa- thonrc lorsqu il aura
gagné tous les 10 trous, ou lorsqu'il en aura gagné 9 avec
un trou ex aequo. En vern de la'loi binomiale, on a dés lors

PA(10) = pl0 + 10p%. :

De méme, pour n = 11, A pourra &tre - déclaré vamqucur
s'il a ‘gagné au moins. 8 trous de plus que B; en" d’autres
termes, B peut avoir gagné 0 ou 1 trod: ‘dans la premidre
éventualité,' A’ aura gagné 11 trous; ou ‘10 trous plus un nul,
ou 9 trous plus 2 nuls, ou 8 trous’ plus’'3 nuls; dans la
seconde éventualité, A avra rcmporté 10 trous, ou 9 trous
plus un nul. Partant,: R :

A
9!111! a f)

qY!rl‘.‘""'y_-.

1 1y
PA(II) = P 1+ 1041} p (q+r) + p (9|2| 12 ¥
1l1-y

11t
31 PO13 = Z 2 xlyl(11-x-y)! ' P
83 %0 x-8+ x! (ley)

En général, pour n quelconque (avec, bien entendu,
10 £ n< 18), A sera assuré de. gagner la partie s’il a
remporté X trous, tandls que. B en a-gagné y, pour autant
que

Xx+y<m et x-yz19-n;

en .,ffnt, le r.uibre total de. trous gagnés par A ct B dmt
évidemment éte inféricur ou égal au nombre m dc trous
joués, tandis que la différence  entre les nombres de trous
gagnés par A ct par 3. doit &tre strictement supérieure au
nombre de trous qui doivent encore étre Joués (c’est-a- dlre
A 18-n), les nombres x, y et n étant bien siir des eniiers.

Les deux inégalités précédentes entrainent visiblement
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.r-:nSxSn y et 0<y<n-10

n10

y=0 Ex".19+y q 2V e
: probab lué poul‘ que A gagnc la

| _(’_",),_.

lére, 'on& peut _évndemment montrcr que
' ... &tre dé]a déclaré
: -trous sont _]oués

On peut " alot lculer a:sément 1 pmbablhté notée«-
p(n) pour - que “1"issue d un match s01t connue exactement
au n- me ‘trou. De falt, e ‘ :

11' < '11<':17 P
1 - P(l'?) =

P(n .“3-‘ P(n 1) pour

0) = P(10) et p{18)

"'mlmmum de ‘trous A jouer pour
i atch est donné par lespérance

.,n—10
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= 10p(10) + Z - n[P(n)-P(n- 1)]+18[1 P(17)]
n=11
17 .
= 18- 3 Pm (%)
n=10
Les formules (*) et (**) ont €& exploitées pour

construire les dlfférentcs valeurs de PA(18) et de E rela-
lives a quelques valeurs . courantes de p et q; ccla livre le

tableau suivant au sein  duquel les valeurs de E sont
inscrites sous les valeurs de PA(18) {10 p. 41..
p[0 0,1 02 03 04 05 0,6 07 08 09 1
q ‘ -
0 |9 0,85 0,98 0,98 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
18.0 17,2 15,9 14,8 13,8 12,9 12,1 11,4 10,8 10,2 10,0
0,1 |0 - 0,39 0,71 0,89 0,96 0,99. 0,99 '0,99...1,00. 1,00
17,2 17,4 .16,8 15,8 14,8 13,8 12,9 12,1 .11,5. 11,1
0,2 [0 0,5 0,42 0,67 0,83 0,92 097 0,99 0,99 .
15,5 16,7 16,9 16,4 156 14,7 13,8 12,9 12,5
0,3 |0 0,05 0,21 0,44 0,64 0,79 0,89 0,94 .
14,8 15,8 16,4 16,5 16,1 15,4 14,6 14,1
0,4 |0 0,01 0,10 0,25 0,45 0,63 0,73 "
13,8 14,8 15,6 16,1 16,2 15,9 15,6
0,5 |0 000 0,04 0,13 0,28 0,40
12,9 13,8 14,7 15,4 159 16,3
0,6 |0 000 0,01 0,06 0,13
12,1 12,9 13,8 14,6 15,6
0,7 |© 0,00 0,00 0,02
11,4 12,1 12,9 14,1
0,8 |0 0,00 0,00
10,8 11,4 12,5
0,9 |9 0,00
10,2 11,1
1 0
10,0
Les auteurs précités oni comparé ces valeurs

théoriques aux résultats effectivement enregistrés lors des
dernidres éditions de D’ancienne version de la  Ryder Cup
(de 1961 & 1977). Les Etats-Unis (notés A) rencontraient les
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fles bntanmques (notées B) Safr 138 matches, I’équipe A ::giirloled‘rlnat::;use eﬂemf;i observés eﬁmlﬂelihéoﬂques (Oi'ei)2
én a- remporté q1;.de; sorte quela probablhté :observée pour ! tarmine e
que A gagne est égale a L o 18 (par ex sequo) 21 18,1 0,465
c T : 118 (avec un 33 SR . 35,8 0,219
. 1 vaingueur)
17 36 31,8 0,555
16 20 245 - 0,827
15 ' 14 ‘ 15,7 0,184
s‘ livrant le 14 : 9 81 0,100 -
;. 16-Sme; % |13 3 BEX R
112 2 0.8 L 0,250
1 0 0,1 .
10 0 0:

Les dlstrlbutlons _obscrvécs (2- éme - colonnc) et
!héorlque (3 éme colonne) peuvent Etre. comparées a laide
d'un test du khi-carré, les ‘quatre dermcrcs observations
ayant 6té regroupées pour avoir des classes assez grandcs.
On obtient  une valeur observée du kh1 carré égale a

Yo, =0, 465+0,219+40, 555+0,827+0; 184+0,140,25 = 2, 6

Or, le khi- carré théonquc h 4 degrés de hbcrté (car les
2 parametres p et g ont été estimés 2 partir  des
vbservations,  alors. que, 7 . classes seulement ont été
retenues) pour le seuil oc = 0,05 vaut.

' 5 L ' B . P '.4 . 4 _ 9488
La®lei multlnom" T H,(n piq conduxt ¥ Ta dlStl‘l- L xo 954
butlon théorique, décrite . par le tableau sulvant (ou -est! Gg 1-ql’l-ll r;entrg._squc le .-modéle. théorlque décm blen 1a
reprnsc la d1str1but10n observée) S L réalité  observée, - _ _
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0se sur certamcs notion
) nt. peut -&tre _“évndentes au
atICI ns; professmnnels, mais qui . son
1mxlées par _des débutants

hmlte (et de sénc) a falt lob_]et d

flques dcpms 1’ Antiquité; il e
-Eleves. éprouvent de

La”notwn"‘dc “dériv
vanable) regoit - une in Ak
qui  peut étre perque par ‘e
concretement h un’ “coureur cychste
. Dé mémei e gradxent :»‘-(p'u" e
variables) -admet une sig
par les alpinistes.

L’idée de. fonction composée (ou de fonction de
foncuon) n’est pas toujours bien assimilée par les éléves.
On peut en donner un exemple concret (assez complexe) en
calculant la probablhté de gagner un match de tennis en
supposant constante - 12 probablhté de gagner chaque point
corrélatwemcnt, cette étude explique comment le décompt
des points favorise toujours (et netiement) le meilleur de

Analyse
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deux joueurs.

e dE(I;It;:i,nedxfsféren_t; types d’équations interviennent dans
Smalos verm tportl Ainsi, des équations différentielles
sump ballIc))n de tetpt de décrire la trajectoire (parabolique)
dan ballor de ootball dégagé par un gardien de but (ou
Sroblimes de tennis frappée “a plat",..) Par alllcurs, “des
équations récuirengt::ug: d:gogt(;\‘;:t fontl (ﬁilt?tcr‘r@nlr des
ons  algébriques ui n
peuvent étre résolues que - par :ics méthode 7 :
ximatioh numérique (ce sera le cas s T
: , pour calculer le
Bie:ld:istzﬁtsempmnt remboursé par une série de versemt:a:?t];
Mt et constants, ainsi que pour trouver le taux d
abilité mte_rnc modifié d’un projet d’ investissement). )
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Athiétisme, Paradoxe de Zénon et
notion de ls_é_rlg L

t- d'une . COur
mais: la. ligne darrivée. L
ation est la. suivante:  lorsque
0. metres, il lui ;?gacé
¢ du trajet A parcourir; quand -la_‘{zo;éle 4
. géra couverte;- il “lul, ;cs_teria;u-;cn_cos_'cl h gerns
{ance totale;::soit 25 -;--mE-:_t_;res_,___é_.fr:anc_ ir; | q1 B
e 25 ermiers. mbtres . sera, parcourue, il 1u
e de. 100 métres, soit 12,5 métres

PR

au 19-dme. sitcle, .2 -Cluble. Je8 - & xe
o et permet de micux. comprendre gs,iipa;?f;'
t . illustre’ ;mathématicien . I entiers naturels ..

.Cantor,

i o 1 lan le...des.. € e

S 'b1ijection: entre ) 1 ensemb v ) ite.: 25t d¢s 101'

aucHak.. o .J' es .points: d’un segment . de;.:dro‘l_tc.,.ll est & lle
Pensemble: des poilis. ¢ B2 8 s points d’un interva

impossible de “compter
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Concrétement, le coureur de Zénon ne peut pas dénombrer

les bornes placées sur :son parcours (de mi'-parcours, des %

du trajet,...) ... et il finit par franchir la ligne d’arrivée,
Voici une fagon simple de formaliser ce probléme.
Nous allons nous placer dans le cas (peu . réaliste, mais
simplificateur) oll I’athléte se déplace a vitesse constante v
(exprimée en metres par seconde). Le - coureur parcourt - les

50 premiers meétres dans le temps t = secondes. Pour

franchir les 25 metres suivants, il Iui faudra % secondes,

4 secondes pour. parcourir les 12,5 métres suivants, et
- SR N R SRS [
amsi de suite. D’unc manidre générale, pour fr_anchxr'-in +1

puis

t

n
100
| . 20+l
course seront couverts dans le temps suivant (exprimé en
secondes)

metres de la course, il mettra secondes, pour tout n = 0,

o

1, 2,...; de la sorte, les 100 - premiers metres de la

t+L+;+-L-+ + =
2 23+ =+ o0

Le probléme soulevé consiste donc a donner un sens i
la “somme infinie” ou série suivante :

=iy b, by
SEtHy+ T3t on e

1l
i
Posons sp = Z pi pour tout n = 0, 1, 2,.... Une formule
i=0
relative 3 la somme des termes d’une progression

géométrique (de raison 0,5) livre,

aprés avoir mis t en
évidence :
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i ."-‘s‘é "r_ap’_P'l:_'Pfih.e '

IIL.2. Le tir 4 un panier de basket et la
' notic_m de continuité '

Bien qué facile 3 percevoir intuitivement pour des
fonctions d’une variable réelle, la notion de continuité est
assez délicate A présenter d’une mani¢re & la fois
rigourcuse et générale. ‘ _

P. Duchet [1] introduit ce concept de fagon originale..,,
et fort suggestive en analysant un tir 3 wun panier de
basket-ball. Voici, en substance, comment il présente. les
choses. '

Quand un joueur de basket tire au panier, il envoie la
ballon dans ‘une certaine direction, avéc une ‘certaing’
force; en fait, 'envoi est caractérisé par un vecteur défini
par une direction de I’espace et une ' grandeur lide A a
force utilisée: ce vecteur est la donnée ou point de départ.
Le résultar -ou objer d’arrivée, qui est fonction dy vecteur
initial, traduit 1a réussite ou I’échec du tir. Pour traduire
quantitativement le phénoméne, on peut dire que I’essai
sera réussi lorsque le centre du ballon traversera le plan
horizontal = du ‘panier efi un point “assez proche” du
centre’ Yo de Panneaw: 3 titre indicatif, si le ballon posséde
un diamétre de 20 centimétres, il ‘passera sams toucher
I’anneau pour autant qQue son centre se trouve 3 moins de
10 centimétres de Yo. Bref, 3 tout vecteur X caractérisant  le’

lancer est associé un point F(X) de x.

0 ‘b‘elé’use:’;;‘tra& it =_1n_at_hjém-«atiqupmcnt de ;I;_a

ﬁfvant‘? xs
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tc .de vol de la balle nie joue
¢ . probléme: par exemple, -
rt- haut ou si elle est déviée

pratiqueme 1 TO ns

peu importe ‘si 1 alle ' monte fort. ] _

par 1 vent,...; seulcompte le point d'arrivée F(X) dans .

. - Aussi. -adroit. que. soit. e tireur, le vecteur X. n’est pas
aye ' " absolue; sa, direction et 42

.

- Xodis onpcut U’ ‘

donne ~pour résultat un tir réussi, | c’est-2-
situé dans le voisinage (D) du point idé: '
.-On peut 2 présent se- débarrasse

Bty

élément x: dun ensemble X, ‘associe un . élé

ensemble Y. est:continue, ‘par définition,
résultat Yo

situé dans le voisinage V dés que X est dans W.

e Soit:; le ‘résultat
-quel .que. soit le.

(notée - ci-dessus  Yo) et ‘u-r:g-,‘_m_isjn;:a'gee-' de . cette:-dernidre. (&
savoir le: cone C . contenant Xg) -tels que tout lancer

caractérisé par. un -vecteur. -appartenant A ce voisinage (9]
dire un point

_ 7 ‘contexte sportif et -
domner cette définition formelle. Une fonction f qui, a un
gmént y = fix) dun’
si, quel que soit le
vouhaité et quel que soit - le voisinage V de ce
résultar, il existe une valeur idéale xp (avec yo = f%o )) et
un voisinage W de xg tels que Pélément y = f(x) soit bien

Analyse
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Pour - terminer ce ;
: ’ . paragra h i € )
qui s’adressait 2 des lycégg n£ ;ra:;fi’g_s P. Duchet [1; p. 23]

«Voil ’
départ 01? arrive & d’wne formulation en  frangais au
contient aucunevea‘ B;upe Joymulation scientifique
ce qu'était un v:)?silfzgné)' (.. 2 condition que j'aie défini
-un voisinage), mais qui é&vil ‘ ]
I\)/l'ofan,e_’l est du latin, ..L‘Ou,du"chinc()liz Cvidemment, pour  le
ous N - P, - A s !
une dsolif: JEStel “faire” le voisinage d’un ‘nombre réel s
réels. Le .voi;'-" ¢ voisinage de I'infini pour les 'ndmbr:;
n’importe ¢ 1111_ age d'un nombre, ce sera tout simplement
voisinage d%ue“pluilsmfxa?'e qui contient ' ce”_nombre. Un
5 C infini” 3
droite” d’ ni”, ce sera tout ce qui est “
‘un_nombre ... etc. Une fonction congnﬁe, s::'esi

une fonction qui vérific
, ikt i vérifie la ‘g i a
d’énoncer ... c'est tout!!..» propriété que 1’on vient

qui ne
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clistne. automobilisme et notion - de
Tl.D.- Cyclisme; automobl i g _
Ru 3. Lyelsme Sd Fivee: ‘

“analyse
‘dérivée, - capitale en =~ analy
e wt eire expliquée * conordtement et -

‘réaliste” 3 pamit € reR . dans sofi habituel
“Voici tout d’abord - ce  qu éc‘-m{- ble,

style ‘trés  riche,

“grarhique;- il évoquaii ¥ ce pr _
it e fs- belges de reT M MO | s
2‘y:;§sr'::'ggg;tll\/slerékx%et-- I'-‘aut‘orpdbﬂ_;ste chky Ick;. )

' ‘.Q jant 2 'llﬁ valP'-ui' “de %!r.idérivéelf’.(xo_');,:' -gllc -rleesP}'é Pc::
i '-u' taux  de variatica 'de'la-'-fonqtlgnl__f-_gn xo- P

eremple lﬁ i £ est l'altitude des points d’un’ parcours rou'qglll'
exc.n_l.p:_lc, ‘ -sl‘ fonction .de la” projection- de - la distance * sur ‘u-_
exprlmée or tal. ‘la - dérivée’ n’est- autre- que’ le ‘p.a_urcenfag‘et
?(liggl.‘..t:icglgzgfil’*fdé'. la route, affecté: dud s'i‘gnct; K“ o S_sul_:;tg’
e 2 dtné Mo “d’une.. descente. .
qu’:lill{gs;iaclgc;:;x qéeggeiﬁlgpf: T:; l(ét'hargie'. ol 1"a\'rai§n.t p'l_ongé
-ll\g:m‘in}::a‘ntations de: Soporifix!; bog_digga-nt - d er:nhousmsmg

‘ s .
11 auteur avai o narlé de Soporifix dans 1'extrait
e I a'Yailizfin(sié"lﬁ‘n %ﬁéﬁ c;i:‘tis ' lcgqgal “douze pr‘ofess‘lfuri :
.,_suzlyant._h_g H:i:llg ies seulement exercent 'leurs ravag;s. gx;t_
S ivers mE’)?tté.mlim: " Dupolynum,  noté B o
malheure ement fort divisé., Le clan  Sinistrorsum, i S,
malheufe; %13 -g-%hérdl('-.Boufbakix., _Papi_xl_‘_(;}.l.;‘%.s Idéfm%ﬂ e"mﬁs
S ble Frédérix, Brenix, Soporifix et ax:l'ﬁic
[inseparadie ‘et ‘préconise - I'introduction franche et _corfl e
gg n?;lp:r:ﬁfhéﬂiatiqﬁc ‘modeine  au j’at'rg-inD__d ZI;i;an::s(;m;r{;sé_ acdé

b i " v ' n, Noie ’ Nt ’

P ’p‘;_lrp "" nu’%‘gifﬂinzﬂtg{zzﬂbus, Plusp armomdonni?luf,
g::innl\;;il;s’ct-Bom-bat'oniix; un peu & l'écart se dresse enfin le
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et sur sa bécane, il s’en va par monts et vaux assimiler
corporellement la dérivée: 13 ol elle est positive, il
poussera d’autant plus ferme qu’elle sera plus grande, en
d’autres termes que la montée est plus raide: quand elle
devient négative, il metira ses jambes au repos et jouera
des bras pour freiner d’autant plus sec que la dérivée est
plus négative. - ‘ '

On congoit aisément le réle que jouera la dérivée dans
toutes les sciences exactes. A son tour, Ickxjackix. est ébloui
a la nouvelle que la dérivée du chemin S parcouru par un
bolide lorsque le  temps t est pris comme variable
indépendante est la vitesse A I'instant considéré; en effet,

At ‘est visiblement la vitesse moyenne durant le laps de

temps At, et la limite. de cette vitesse moyenne  sur . une
durée At qui tend vers 0 définit tout, naturellement la
vitesse “instantanée”; A son tour, la dérivée de la vitesse est
I’accélération, notion * aussi cruciale pour Ickxjackix que la
vitesse.» : R

Les fonctions de plusieurs variables peuvent admettre,
quant a elles, des dérivées partielles. L’interprétation de ce
nouveau concept n’est pas toujours aisée, mais peut étre
réalisée pour des fonctions de deux variables (car le
graphique est alors, généralement, une surface de I'espace
a4 trois dimensions, ce qui permet de visualiser les chases).
Voici 4 ce propos des extraits d’un autre syllabus de cours

rédigé par F. Jongmans [21; pp. XI.11-13], cet ouvrage &tant
¢galement épuisé,

« Pour une fonction f de deux variables x et y, la
représeniation graphique permet d’illustrer les notions

camp Plantigrad = {Ecolrus}, singlet P dont la position est
ferme niet 3 toute mathématique du jardin d’enfants.
Ajoutons que  les citoyens belges forment dans E 1’altier
sous-ensemble Madeinbelgium = [Papix, Frédérix, Brenix,
Garnirius, Terminus Dlautobus}, noté M; en revanche, E ne
comprend que deux professeurs féminins, Frédérix et
Bombatomix, qui composent 1’ensemble Abalezum, noté A.»
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la‘ 'pro_lec on . horlzontalc de - . .

..plan: honzontal Oxy S ol r d
leons y en y et lalssons vaner x, llnterscct_mn ‘_x s

S avec 1e- plan v" :

représentatlon )

li dé vabilit -.,de,-f cn
tangen es '(non vemcales) aux sectlons vertlcales
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I1 est tentant de regarder les . deux - dérivées partielles
premiéres de f en M comme- les composantes- d'un vecteur
d’ordre 2, appelé gradient de f en M et noté grad f(M™).
On a coutume, pour mieux faire image, de “lier” ce vecteur
au point M , c’est-a- dlre de le représcnter par le segment
qui relie M* 2u ‘point N* = M* 4 grad f(M*); ce scgment est
orienté de m* vers N* par une fleéche placée en N*; comme
11nd1que la figure ci-dessus. Le . gradient de f en’ M
apparait comme un indicateur commode de la dérivée de f
dans chaque direction issue de M* La dlrcctlon méme de
grad f(M ) est. celle dans. laquelle f croft le plus inten-
sément, c’est-d-dire posséde la plus forte dérivée direc-
tionnelle; la direction opposée est celle dans laquelle ' f
décroit le plus intensément.

On peut encore dire que la dlrectlon de grad f(M*)
parle au coeur de tout alplmste convaincu: elle. -indique . sur
la carte la voie qui méne vers les cimes, elle montre le

chemin de Ia “llgne de plus grande pente” T de P*, »
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HI4.:La probabilité : de. gagner au ‘tennis et |
o la-notion  de ‘fonetion composée

. -Dans.-de:.- nombreuses . compétitions sportives . sort:
vainqueur. d'un match (ou, d’une; partie de. match), «celui. des.
deux. adversaires qui, atteint le premier _un score prédé-
ter , .avee parfois “des “conditions _'Suppi’ém'-ﬂg'nté S.
lorsque le score est serré.’ C o e
" Le cas le plus simple.

L simplé’ st celui por lequél I'écart entr
les deux” joueurs (ou ' équipes)” est ‘suffisamment -grand. Le
‘nombte ‘‘de possibilités” pour. qu'un -joueur: gagne . (sans.

prolongation) par le.‘score de n 2 k est

cffet, le concurrent malheurcux gague k points parmiles
S+k.l  premiers,  le” ‘derhier ‘point étaft’ évidemment

vaingueur.

remporté par Ie

‘. Dafig" certaines - “citconstances,  a an
d’égalité, “on:. Yimpose un-v (ou: plu

particulier(s). Le nombre de poss'_ibilﬁé_s ‘d’atteindre
(toujours. sans .p_rolqn-gati_on) I’égalité 3 y partout vaut, par

un raisdnnement sémbl’ablq, ng; p'ar exen_lple, il y a deux

score de 1 & 1: soit. 1-0 ‘puis 1-1, soit
0-1 puis 1-1. Lorsqu’il y a. ggalité a y partout, il faut parfois -
deux points d’'écart pour I’emporter; le¢ nombre de -
possibilités de gagner alors par le score de y+r A y+r+2

= 2) est égal‘.h 212 ny', les deux derniers points

manigres d’atteindre le

{avec T
étant gagnés par le vaingueur.

Appliquons ces résultats pour calculer la’ probabilité de
gagner un match de tennis. Nous traiterons le cas des:
compétitions importanies en simples _messieurs, les parties
se déroulant en 3 sets. gagnants avec tie-break dans chaque
manche, sauf dans 1’éventuel cinquidme . set. Un set est
normalement gagné par. le premier qui gagne 6 jeux, avec
toutefois deux jeux d'écart; toutefois, lorsque - les deux
joueurs " atteignent le score de 6 partout en un set autre que

Analyse
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r inqui
jeivengﬁ‘l cil'nqméme, cette. manche se clGture par un seul
normgl LC“ ier, appelé précisément le tie-break. Un jeu
points avSt gagné par celui qui emporte le premierJ 4
termi:;e if)(i'sqsl’l:n szllllts d(;avance au moins; un tie-break se
: squ €8, adversaires atteint 1 i
score..de 7 points touiour - 1 . premier le
moins. ’ | jours avec deux points d’avance . au
joue?:uiv:upposemns que chaque point est gagné palal'. .u'n
par p (res ¢ une probabilité constante. Nous. désignerons
gagner-nnp-n(l;‘ i’ 87 Ji 1) 1a probabilité qu'a le vainqueur de
set sans tiépb::ak (resp. le maich; un set avec tie-break; un
- ; un jeu normal; un jeu de tie-b '
g 3 - re .
La probabilité de gagner le maich est donnée p:f)

m =53 + 353(1-s) + 3s2(1-52)s’,

Les probabilités d
¢ gagner .
break valent feSPectiverﬁeﬁt un set avec ou . sans tie-

= 0 61 iy e ) :
s =j%+ 6j9%(1-j) + 21.]6(1'j)2 + 56i6¢1.1)3 6
: . - 60114

$' = 0+ 6/5(1) + 21j8(1-§)2 + 56i5(1-5)3 +—-J—£—1L11262'6( 1-j)4
- R D7+ 0509)

car la série i i ji(1-j
| géométrique de raison 2j(1-j) converge vers

1-2j(1-jy

Les probabilités .d‘e " L
; : gagner un jeu s je-
Jeu de tie-break sont respectivemeng égalaelif,S atle break et un

s ' 4 _' 2
j=p* + dpt(1p) +202°0R)°
1 1-2p(1-p)

t=p7 + Tp7(1-p) + 28p7(1-p)2 _
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- série -géométrique - dei-raison 2p(l-p)convcrgevcrs

s dé end ch et de t, que s .
ndon i op, i Efitre -le§ dlffé ‘entes _
finfluence suivant - (iine -

de li:~arc ~1nterv1ent

de m.en fonctmn
ats: et le graphe
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1 rcssort clalrement de. cette étude que le décompte “des
pomts 'en tennis favorise nettement le- meilleur des deux
joueurs dans la mesure oi. il ampllfle fortement les
différences’ entre “les- dcux adversalres én “effet, dés que. la
probabilité de gagner chaque pomt est supéncurc (resp
inférieure), méme trés légdrement, 2 0.5, la probabilité de
gagner (resp. de perdre) le match devient fort proche de 1.
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| Dégagement en football et équations
“IIL;5.. Dégagement en football e
. HIS = différentielles

En football,

allon” qui était sorti hors des limites de jew, il

‘de 1'élan, puis shoote dans ..19 _ba lon

' déi'd?i'é c'iag:r*og la’ courbe décrite par la
insi frappée est plane, . négligeant de ce fait les tirs
effet ou encore les envois déviés par le vent.

avec de 1

trajectoire de vol.. Nous  adopterons comme dg;xfé:: lgud?;;c
I’endroit ‘d’od past le tir, .‘_commc_aygq_de_s_uplr_omme‘ la droite
verticale passant. - par _cette . origine, eta cor :

G188 - droite 1 .

o L vee 1 vitesse initiale Vo
Le ballon est dégagé avec  unc “timing” du
angle a avec

' frappe. et du
pendant de la force _de frgppe_ e
giﬁ?:n)dans la direction faisant un

I’horizonta

son centre de _gr'a_vei’té_) peut é;re_" repéré par ses

“quand un” gardien de. ‘but §’appréte 2

&cis (dans ‘le’ petit rectangle.

Nous travaillerons - dans .le plan vertical II de la:
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coordonnées qui dépendent du temps et qui seront dés lors
notées respectivement x(t) pour I’abscisse et y(t) pour
I’ordonnée.

Le mouvement est régi par la seconde loi de Newton,
qui est la relation fondamentale de la dynamique et. qui
affirme que la force subie par le projectile est égale au
produit de la masse par 1’accélération- Or, en négligeant Ia
résistance de 1'air, I'effet du vent,..., .aucune force autre
que la. pesanteur. n’agit sur. le ballon - aprés. . le _shoot; la
composante horizontale de la force est don¢ nulle, tandis
que sa composante verticale est constante et négative (car
la force est dirigée vers le sol): elle est égale i -mg, o m
désigne la masse de la balle et g la valeur de I’accélération
due' & la pesanteur (et vaut environ 9,81 m/secz).: Quant: 3
I’accélération, il s’agit en fait de 1a dérivée de la vitesse,
cette derniére * étant clle-méme la dérivée du déplacement;
les composantes de Paccélération sont donc, a P'instant t,

d2 ] 2 s
—% selon I'axe horizontal et d—zl selon 1'axe vertical.
dt dt

On dispose des équations différentieiles suivantes

d2x a2
Mgz =0 ot “‘sz = -mg,

La solution de ce systéme livre ;.
x(t) =Cit+ Cz et y(t) =-0,582 + Cst + Cy,
ot Cy, C2, C3 et C4 sont des constantes qui peuvent étre
déterminées A partir des conditions initiales. En effet, 2
Pinstant t = 0 (c’est-3-dire au moment précis du shoot), on a

bien sGr x(0) = 0 et ¥y(0) = 0, ol C2 =C4 = 0; de plus, on a

%’t‘ﬁ(h) = Vg * cos a_‘ et %::(O)‘ = Vg * sin o, d"b_fl C = Vo:*ﬂ,,CQS_ a et

C3 = vg * sin a. : o
Au total, on obtient

X(1) = vpscos a*t
ct :
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t ; ’mt

;)ngueu L du dégagcmcnt, _elie peut - &tre

ersccnon (autrc ' que

Analyse _ -

et d’en conserver la solution non nulle, A savoir

vo2 + sin 2a
g

L=

De cette formule, on_ déduit alsément que . le dégagement
est le plus long (pour une méme force de -frappe) lorsque
sin® 2o est égal a l'unité, c’est-d-dire lorsque o = .45° : la
longueur maximum vaut dans ce. cas

2
v

Lmax ' '
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IIL6. Problemes de gestion sportive et
. 'résolution - d’équations -

... Le - sport devient de . plus.en plus une gigantesque
affaire ~commerciale, -
s&

ui nécessite une gestion toujours
jitant 'notamment ‘¢értaines. - théories

it Avant detraiter” trois . problémes comndrets (et fort
simples) ~de ~gestion: - sportive, rappelens quelques résultats
classiques d’algébre financiere [3], .
S vileur acquise par’ un’ franc placé a intéréts
composés pendant 1 années -au. taux annue! constant i

-donnée par 1'expression bien coninué - (1+i)™; - plu
-généralement, la valeur acquise V(n), dans les méme

conditions, par un placement de A francs: vaut
AR ' S V() = A+ (14D '
A présent, supposons qu’une recetie nette R soi

le capital C dont le versemen
au versement de la somme R
'iristant n (en ce sens que C francs placés aujourd’hui
intéréts composés, au taux annuel i, donnera aprés n an
une. valeur acquise égale précisément a R) vérifie don
I’égalité R = C *° (1+i)n, d’ot C = R » (1+i)™; la somme C es
appelée la valeur actualisée (3 la-date t = 0) du capital R a
taux -d’actualisation i.. =~ I
Quand interviénnent des. sommes échéant .4 des époque
différentes, il y a lieu de tenir compte du taux de V’intéré
ainsi que de 1'époque du placement: pour c¢, faire, on

compare uniquement les valeurs actualisées de ces somme

‘disponible dans n années:
immédiat est “équivalent”

e Le trésorier d'un club doit emprunter une somme d
francs. pour acheter -du -nouveau.. matériel .pour .5
_Dans_son. contrat, il est..stipulé quil devr
3. fois. 40000 francs . au. terme. respectivement
de e,  deuxiéme _et. troisiéme années suivant Son
achat. Quel est le taux réel de cet emprunt?

En égalant: le montant C = 100000 francs 2 la somme des .
valeurs actualisées des 3 versements de a = 40000 francs, on

Analyse
69
trouve
“IaT{*'(la-'zs*" 3= a['—(——L’ L+ '3} *)
ou , +i) (1+i) i ™
. ’
. =g [1rasi]
n posant x = 1+i,

tritme degré: qn qbt:én; ‘c.e.t_te équation du qua-

o Cx4 - (C+a):_;3 +a=0
. ' 100000x4 - 140000x3 + 40000 = 0 )
. ;(:fnvé;aoggola fon;:tion f(x) = 10000+(10x4 - 1453 + 4)
= * b - * de d
. (40x7 - 42x2) et s’annule (en -dehors de. 0)
Comme f(1) =

40 - 0, I'étude du sighe de f' montré

ue T
3 in(;) <d 0 pour 1 <x< x*. tandis que f(x) croit pour x > x™:
Xiste donc un réel x supérieur 2 1 tel que f(x)=0. E,

i

tel P e PN T o) 2 - "
» q;w i =g(i) pour gi) =G [._1-(1+i)'3] : cette valeur i
St e taux annuel recherch R R
welc 'x  annu rché. Partant d'un réel positi
q ongue 1y, on construit la ‘sui‘te-'i"récurrcnte.dein?eos'llJ[;f'

in = glin-1) pour. tout entier posit
entier positif' n: - cetf .
vers la solution désirée, positif - n; - cette  suite converge

n x

conséquence, i : ible uver un réel .
quence, il  est possible. de trouver un réel . positif

Une autre fag . : |
méme 'dé:::;?nafzﬁfnl de jfaisonner consiste 2 réduire
R ; ! es ‘deux membi‘es d e e al
uis 3 pos : . e D’équation (*
gette éPOscfl_-,_g nouvean x = 1+i, ce qui conduit gcetté r _( ),
quation . du troisiéme degré onduit. cette fois a

100000x3 - 40000~_=(x2+x+1)' =0

La méthode de
pour xq : . Newton-Raphson, par exemple,

i =9,7%.

. ‘ donne
1 et aprés 3 itérations seulement, x = 1,97 d’'oil
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0 _ o ér un clu intéréts si on le placait (au taux annuel de .‘)2.%.), de. sorte
¢ Un homme d affaires dé.c:der de financ ver d que l'on pourrait attribuer des prix supérieurs -a...5000
ortif durds ang. Bour. _ce‘ !‘fa re; dl AW““I ”‘”:a or francs. Sachant que le premier prix est accordé des le
‘;?d}‘ en.tﬂ au: taux de 14 G et 8 nt que - Ll taﬁi versement de la. somme par ‘le donateur et que le . capital
l’acftvué du club peut étre rémvesu ailleurs au ¢ sera complétement  utilisé par -les- 10 prix, calculer- le

emprunte . 100000 francs po

‘ 2 ée, le ch montant de chacun- des 10 prix (supposés égaux).
'me " et troisi me année,

Voici toute d’abord une  belle résolution qui utlllsc des
moyens fort. élémentaires [34]. .
. .Désignons par C le capital dxspomble .au moment ou est
"obligé, d' emprun distribué le prix x la premidre fois, par i le taux auquel est
Pactivité sporsi placé C et par n le nombre. de fois que. le prix x a. b8
décerné. Le capltal dlspomblc va donc varier de C & x par la
composee de n-1 fois  la  fonction . qui est définie par
“retirer x puls ajouter lmtéret annucl prodmt par le
capital restant™ - S
La prem:cre application | donne, en posant’ 1+ = I;-
LS C- x+(Cx)*1—(C~)*I o
La deuxiéme -application livre:
(C-x)*E - ((C-x)*I -x)+I.:
La troisitme application permet d’ écnre
(C- x)*I X o (((C-x)* -x)*L-x)+],
cette dernidre ' expfession pouvant se  mettre simplement
sous la. forme: C-x)*I-x)*I-x)*I, en laissant tomber les
premiéres parenthéses.
Aprés n-1 applications et la distribution du n-éme prix,
il n’y a plus lieu de calculer I’intérét, d’ol, en utilisant n-1
parenthéses:

C-x)*[-x)*1-x)+1...-x)*1 = 0

signalons que le polyndme en I du premier -membre est de
degré n-1 et que cette écriture, connue sous le nom
d’algorithme de Hodrner, permet un éventuel calcul des
valeurs numériques sans mise enm mémoire des résultats
partiels,

Il s’agit donc de résoudre 1'équation suivante en
P’inconnue x :

cIn-t - xm-1 . xm-2 . x0-3 _ | x[-x=0;

on trouve alors:

Y 1»act1v1té .:du'club a pe___
Jusqu; ‘au

cn-1 _ Ci(1+i)n-1
T2y 4161 (14D)0-1

un’ pr _
'falf remarquer que le cap:tal d:s ombl

bien qice dlmmu'ant chaque année,’ allait ‘produire d
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Ci= 500_0.(:)',"_1_. = ;0,05_ et n.=:10,

: alsonner consxste 9, noter Ctla
dc la t éme année On dlspose

9-d 01‘1 11 conv1ent
- X}, suivante; :

Dap eé l“énoncé on::exig Cg ¢
‘ : emlc degré- ¢

CHAPITRE 1V. GEOMETRIE

IV.0. Introduction
Les sportifs de haut niveau  réagissent toujours pius
vite que le commun des mortels, - car ils anticipent

généralement mieux. Ce phénoméne s’explique notamment
par .une excellente connaissance du jeuw :. par exemple, le
champion - “devine” souvent la trajectoire.- de vol  d'un
ballon. Cette - constatation . montre que la réussite sportive
réclame une bonne perccption géométrique de 1'espace
dans lequel se déroule le Jeu

- Nous donnons - dans ce chapitre quelques exemples de
Imtcrvenuon de la géométrie dans certaines disciplines.

Ainsi,. le placement optimal sur. un. court -de tennis est
régi par une régle simple découlant. d’une propriété
fondamentale de. la bissectrice d’un angle, o

: géométriques
la- direction: que prendra la boule

Le bilI'ard réclame . dr’.évid‘entes qualités.
pour bien .prévoir
frappée.

Pour transformer un essai de rugby, le placement idéal

du tir- sera détcrmmé par une ¢étude géométrique du
problemc ‘ T o

Enfin, les notions et propriétés des -vecteurs
permettront de comprendre les principales données

techniques ‘en tennis. De cette analyse peuvent &tre
décrites’ les caractéristiques fondamentales des coups 3
effet (le chop et le l:ft), ce qui en fac111te un usage & bon
escmnt
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i 588 ,hampmn :
'-d.—:attemdre la balle avec une facﬂlté étonnante
col - déplacent - en effet (relatwement)
du mclllcur cndrm

lcs-tra]ectmrcss" poss1blcs de ses
A ' deseihmet: A, 11
it ; séinp Casuns rendroit - egalemcnt
dlstant des cotés extérleurs du c6ne, c’est-3-dire . sur - la
rlce .de langle dont dlsposc Iadversalrc pour jouer
seiplacen < teniry eila: posmon du
<<3rAppOTL i sa.:'hgne_,d',' ond mais::aussi  de

it doit A frappe. son. coup. Ainsi, sur les croquis: - Cis
~dessous, e Joueur se- placera idéalement en F_ (resp. en D; en
‘ ond: du’ cm;%rt (resp:ala

emi-volee' : é la -
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Ainsi, lorsqu'un tennisman joue au -centre du. court
(voir la premiére - figure ci-dessus), il aura - intérét 2 se
rcplaccr au centre de son terrain, qu'il reste dans le fond
ou qu’il monte au filet. Par contre, . s'il joue trés croisé
(voir les “deux figures de droite ci-dessus), il devra “se
décaler par rapport au centre du.terrain : dans la direction
opposée 2 celle de 1’'adversaire s’il- reste  dans: le fond, mais
dans la dlrcctlon mémc de D’adversaire s’il monte au filet.

Commcz conséqucnce 1mméd1ate de ce . principe, voici
une régle bien connue des bons joueurs.
Un joueur - J- souhaitant
monter au filet 4 partir du
centre de son terrain (voir TA ;ﬂ
croguis ci-contre) aura _r
intérét A jouer non croisé \ /
en A, plutét que de croiser ,
en A’. En effet, le placement. vy L
idéal 4 la volée sera donné - AT T
par le point V. (resp. V’). t/
dans le' premier (resp. se- . T
cond) cas et le déplacement
(nécessaire pour arriver auw-

filet)  JV est ‘évidemment pIus court que JV’. Cela cénfir-

me bxen le” conseil souvent_ donné par les entramcurs :
quand vous montez au f:let nouvrez pas langle!

Donnons d’autres applications du principe de la
bissectrice. R

Qucl est le melllcur placement par ‘rapport 2 la ligne de
fond? 11 faut de préférencc revenir en. position fort
avancée dans le court, car ainsi les  distances & parcourir
pour atteindre la balle “seront pIu’s- courtes puisque la
distance d’un point de la bissectrice aux c6tés de 1’angle
diminue au fur et 2 mesure que le ‘point en question se
rapproche du sommet du cOne. En plus de cet avantage
relatif aux distances minimales 3 parcourir pour frapper la
balle, signalons qu’'une position & [Dintérieur du court
favorise la vitesse du jeu (et notamment la montée au filet).
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S exécute, 4 -gauche, un. gervice res crmsé
.(vmr la. fxgurc cl-dessous)

dron

1 ex ‘rleur
terraln.”  s

dvet alrc layant dcperte hors du court
: i i ADLETEL 1 A

Géoméirie - . 77

La = position - du . serveur doit influencer celle du
relanceur, Par exemple si le . serveur. occupe une position
centrale S, ce qui est fréquent le relanceur se placera prés
de la ligne des couloirs, soit en R (cfr le croquis ci-
dessous).

-Par contre, si le serveur se décale- ‘par -rappert au
centre - du terrain - pour se - positionner prés dé la - ligne. du
couloir. (par: exemple, -en' $°); :le relanceur devra se déporter
vers l'extérieur du court (en R?).

R g
y l \ \
\\\ N

-
<
/




78 | Mathématiques el sports.

f¢. de billard. st frappée en ligne: .dx
%6t touche, une- bande, clle: est, renvoyée. en

r 2 g pe . ; ) 3
lign e.itelle. sorte gue. son angle - d'incidence. Solt
égal & son angle de réflexion (voir figure ci-dessous).:

B bande

f’)'per la bande en B,

ite passant par B-et D

;. est; égal a . 1'angle de
Al .p'ér'tir de ’cette régle  fort- sir_’np'le;‘_ de-'-.qombrcux

p?bb ¢mes géométriques peuvent Eire ,reso.l.qs [3};,32].

' “Considérens tout d’abord une bille situé
et qui’ doit percuter, aprés avoir touché la-bande, une (';‘““1’5
bille. placée cn B (voir figure: ci-dossous) : quel point de 1a
bande lejoueur doit-il viser? - - * :

/

E B/l:a.nd.é
- T N
|

.‘_-__—.—"'—ai"hh

Plusicurs 6onstfuctions permeitent de répondre a cetie

question.
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Tout’ d’abord, en  supposant le . probléme résolu
(raisonnement.  souvent efficace en mathématique), le

point E de contact avec la bande est tel que les triangles
AA’E et BB’E sont semblables (sachant que A’ et B’
désignent les projections orthogonales de ‘A ‘et B
respectivement sur la bande).

Grice au théoréme de Thalds, le point E peut étre
construit comme suit de A’, on trace, dans une direction
quelconque, un segment A'X de méme longueur que AA’,
puis dans le prolongement, un segment XY de méme
longueur que BB’; on dessine ensuite YB’, puis par X la

paralléle & YB’ : cette derniére rencontre la droite A’B’ au
point E cherché. ‘

. A_.-—
o+

|
|
t
E
f'\i

Une autre fagon de procéder consiste 2 prolonger A’A
par le segment AD de longueur égale 3 B'B, & relier D 3 B’,
puis & tracer de A la parallele & DB’ : elle coupe A’B’ en E.

‘Mais la solution la plus ‘simple exploite 1’analogie. entre
le trajet de la- boule et celui parcouru par un- rayon
lumineux qui se réfléchit sur un miroir. C
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S oelle, en: B de- sorte que le ;.JOuf:lir;‘péii‘ i 9
Het. B” : -ta boule  frappera. inévitablement 1a  bands 3

point: E .—'"ChCl‘Ché. B L :

Cette tcchnique"-.‘.d'l_x_ ; miroir peut &tre exploitée pour
résoudre des problémes plus. ‘_gom.l;)alexe‘s‘..

.exé-m-‘mons “le” ‘cas-d’uri‘joueur. 'q}_li frappe
en un .point A et souhaite: atteindre une

ﬂé}. bo’ufl;e:@»pjl‘aé Avet
-.--.'~‘l;'i-11gz-f_eﬁi B--aprés’ avoir touché deux fois la. bande.

bande|
. Fa

A

Il doit alors utiliser deux: fois }'a régle du mlro:n_rrt zﬁ
construisant mentalement 1'image: B” de B par rappgm ay
prcm-i-é_r' ‘miroir (défini par la ban_'de‘ 1), puis llipagc B
B” par le second miroir (déterminé par e Bfo oggem.ﬁeindre
labande:2):: il-lui suffit- de: viser le .point B p::..ci)uri_)a teindre
SO0 ‘_bj'éctif; (sur: la- figure ‘ci-dessus, le. trajet. defla q.u e e
- dessiné en traits continus).. SRS o FRTEE)
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Supposons & présent qu’une boule, placée dans un des
coins du- billard (rectangulaire, de longueur m et de
largeur n, sachant que m et n  sont des nombres entiers),
soit frappée dans la direction faisant un angle de 45° avec

la bande rencontrée en premier - lieu (voir figure ci-
dessous). ' : '
457N
. y
m

A condition que la frappe soit suffisamment puissante,
peut-on affirmer que la boule “tombera” dans (un trou
situé dans un) coin du billard? Dans  I'affirmative, aprés
combien de rebonds sur les bandes? Et quel sera-le coin
atteint? [32] :

Voici une réponse simple & ces questions lorsque m et n
sont des nombres premiers.

Construisons une “mosaique” de rectangles ayant tous
les mémes dimensions que le billard, de ‘manitre- 3 former
un carré dont chaque c6té a pour longueur m*an : pour
cela, il suffit de placer verticalement (resp. horizonta-
lement) m (resp. n) rectangles égaux.

a P a
P .

P a P [

Nous conviendrons que les sommets PQRS du rectangle
initial se retrouvent par effet-miroir sur les autres
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ue:. Ies - sommets PQRS; du. rectangle

en..partant.-du- point P, situé. dans:le: co
sud-ouest du rectangle de- base, vise le. coin opposéﬁ:; ;:"cc“
carré, la boule tombera :dans:le -coin .corespondant diqué
dernier - sommet, le trajet, réel. sur le billard étant indiqué:
sur la figure en traits -pointillés, -,
- La trajectoire virtuelle de la boule
(résp'; “m <1).. lignes verticales ‘(resp.

rencontrera n- I
horizontales) du

| ignifie - & nt . que la  bill
iagramme, signifie -concrétement. que >
glagramme,; ! fois sur labande s
P * ‘emy - fin:.d€:: parcour

cmpace|

ﬂ' : f.’o..l.r;

7 Lo :
Départ | Avrives. .-

Lorsqﬁe “ m k‘ét'-nm ne "so:nt:' pas premiers (tout en Trestant

entiers), le méme rai'son-ncmc’;nté peut t étre aﬁﬂ;ﬁ:ﬁr t:il;
faisant cette . fois..appel. & un. carre. ayan : y
¢ le nombre a1l ‘au ‘plus -petit commun multiple de m
¢ le nombre p égal au plus -pett! 1mun
g?-'ﬁ '+ lé¢ nombre de :bandes 'tguc_hécs yaudra- dans c¢¢ cas
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IV.3. La transformation d’un essai de rugby
et la notion “d’angle inscrit dans un cercle

Un terrain de rugby se présentc sous la forme d’un
grand rectangle, d’environ 100 métres de long sur 50
metres de large. Il est délimité, dans sa longueur par les
lignes de touche, et dans sa largear par les lignes de but.
Au milieu de ces dernidres s’élévent deux poteaux, distants
de 5,6 métres, réunis A 3 métres de hauteur par une barre
transversale. Au-del2 des lignes de but, sur 22 métres de
profondeur, se . trouve une. zome appelée 1’en-but.

Pour  marquer un essai, il faut faire toucher le ballon..a
terre dans 1’en-but. Lorsqu’une équipe réussit un ~e8sai;
elle peut tenter sa transformation. A. cet cffet, on désigne
en son sein un buteur qui se place od il veut a- I’intérieur
du ‘terrain, . & condition de rester juste en -face de I’endroit
ou. fut marqué' 1'essai (¢’est-a-dire sur . une. verticale, . par
rapport 4 .la ligne.des- buts,:passant par le poini- on a  été
déposé le ballon dans I’en-but). : 1’essai - sera. - transformé
lorsque le ballon sera envoyé par un coup de pied entre les
poteaux et au-dessus. de. la barre transversale. les reliant.

Supposons qu'un essai ait éte - marqué, pa_r-excmpl}e- 3
droite: des deux poteaux de but- (soit en un point M. de la
figure ci-dessous). . SRR . E
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e probléme smathéniatique - consiste -~ a7 trouver: le- .point

<la droite d perpendiculaire & la droite: passant -par. les

i:A. et Biqui -délimitent . 1e -but, de -maniére 2 ce que
slis-grand possible. ‘

Une _solution’ peut éire obtenue par la construction
géométrique  suivante.. : o o .
“7TOn - trace la. médiatrice m. du segment de droite
d’extrémités- A-et- B; 1 étant la distance de- m et d, on dessine’
an-arc de ‘centre A (ou B). et de: rayon T, lequel coupe 'm au
point. C. Le cercle de. centr .-C et de rayon r est tangent 2 d
au point P cherché:, . 7. . G - : '
Ce point P répond ‘bien 2 la question. En effet, en tant
cercle, 1’angle 0. a pour mesure la
u’ilivintercepte -(lorsque: J'unité de
intetcepté:- par uni-angle au’ centre
::1*anité).Pour tout+autre point: P2

Buist formé- par.:déux: icordes qui.se

et “a: derce: fait ' pour: mesure
AB - B’ interceptés suft

peut procéder ' p +analytiquement: - en-caractérisan
P par sa distance x 2 la- ligne des buts. Pou

pli - 1eg s€ctitures; nous ‘noterons ‘a ‘;1a distance. entr

lés “deux’ potedux,-bla distance ‘entre le. point B:-et la:droite’

Xt poteat ,
et D‘le point situé 2 lintersection de la’droite 'd’et-de:
ligne des buts. L’angle o est égal a la différence des angle

Géométrie :
25

& (=APD) et B (=BPD) : on a donc o = £-B, avec 0 < o <% -
fomm'e la f?“;tiOH tangente est strictement croissante
sur 1’intervalle le nrohlame nacd  revient
Vintervalle [0,5(, le probléme posé revient A maximiser
tg . Or, on a - _ ' -

g o = ‘8;@-3) = _tg_ﬁ_-_tg_B__ |

d’ol I’on tire _1 +1g § tg_B
‘ath b
go .= r X - = ax ‘
5 1+ %8l T 22 4 bla+b)
X X -

Il est facile de voir qi ' _ : .
oir que le maximum - PR
(pour x>0) est atteint lorsque de cette ' fonction

x=v b(a+b) .

Sachant que a vaut 5,6 métres

, “han a 35,6 metres, on

:iiigdl;)e:tl’ldédal ] (c gst-a—dire‘ x) en fonction dgegt (?Lr::l;r
endroit od a été n ’ i ici s

valeurs particalieres [35) marqué 1’essai). Voici quelques

Distance b (en métres) Valeur optimale de x (en
: . - métres)
10 | iy
10 12,5
. 17,6
2.5 o _ o 22,6
> 27,6
> _ . 32,7
L i 42.7

A la lecture de ce tablea - ot
Ja 5 au, une régle simple et
gpligf.a;; : lii butcgr d01t‘choisir une distance IJ)c (par gf;f;ﬁ
métréé*%:e & I\:,;ug;:rts)b- -q(m déépasse -agpproximativement -d¢ 2,5
es | ‘ représentant la distance de la d it
d et du poteau de but le plus proche de d). Bien éntehdJm’;
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I’essai a été mar ué entre les poteaux op
est*-‘pe‘u . le . ‘buteur dévra. se. placer’ "2

it _ammcnt grande) po ouyoir envoyer le ‘ballon: a
dessus. de 1a barrem‘honzontai n autre cﬁté si
est. grand, la- “regle  est égal e
ev1dcmment choisir- une dlstance x assez courte -pour -q
son essa1 pulsse a‘u noing ‘__attemdre ,.la_l_lvg‘r_lq‘dcs buts.

Nous allons A présent donner un autre moyen. pratique:
et efficace pour estimer - la pos1t10nropt1malc du tir. A cet
effet rapportons le plan du terral'n ‘A  un . systémc d’axes

. pour: orig ine |l¢ “poirit YO situé sur le’
\xe dés -abscisses étant la droite
et onentée vers ‘T~ droite; 1'axe
) Q. et dmgéc
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quelles’-'sontxles différences. entre: les angles APB et AP’B. A
titre d’exemples, voici quelques données numériques [35]

abscisse xi. (en métres) 5 10 15 20

ordonnée X2_ (en métres) 4,14 9,6 14,74 19,8
angle APB Th06°_1626° 10.76°_8.05°
angle AP'B 33,59° _16,25° 10,76° 8,05

II résulte de ce tablcau que le remplacemcnt dc P par P’:
nc provoque pratiquement aucune différence. Or, le point

peut évidemment &tre trouvé facilement. Il suffit en
effet de tracer sur-le sol une . marque .au. pomt O (point
milieu entre. les deux poteaux A et. B), ainsi qu’'au point Q
situé sur la. bissectrice du premier quadrant et derricre la
ligne des buts. Le tireur devra. se. déplacer le long de la
verticale . DP _]llsqu A ce qu’il apcrgowe alignées les deux
marques. en O et Q : le point P’ ainsi. obtenu lui. donne
pratiquement la position idéale pour effectuer son shoot.
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en -'d grandes catégone__ Les,
dlt rota-nonneJ .caf--leur. ‘bras . ‘décrit
les autres ont: un
style quahflé de

lc “jou ur déb" e sOn mouvement
usie: ‘'sur”-les hanchcs et lcs
en ro'tatlon, ‘et’ le chu
‘-"ﬁgure c1 dessous)

4 Bros
2 Ra_c)'dé.btl .
3 Cha,rhm.rf- deg
.['m.ul-%S
& MOUvamenb J.u
hras
s'Typ_Jaotas.re de
Lo, balle
: Style

ra-taéiohne‘. . Sty
n.c.{:\.ivoﬂ““-

Ce mouvement provoque géneralement une assez grand
-1mprec1smn En effet, suivant que lathlétc attaque la ball
ensun’ pmnt odién un autré (par ‘exemple, en A, B ouC fsu
1a figure' ci-dessus), cette balle prendra. “des directions olrt;
variées qui sont -définies. par - des: vecteurs poriés par- la:
tangente - au cercle (décrit “par la  raquette) au gon;tv
d’impact.-de:: la: balle;. une légere différence -au moment de |
frappe .entraine. un important . décalage entre les vecteurs

tangents. .
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Par contre, dans le second cas, la frappe de balle
s’effectue au moment ol la raquette suit une trajectoire
rectiligne, dans wune direction perpendiculaire au filet
(voir la figure ci-dessus). Dés lors, le fait de toucher la
balle & des moments Iégérement différents (par exemple,
en A’, B’ ou C’ sur la figure) n’'a aucune importance,
puisque la balle ira toujours dans la méme direction définie
par le vecteur indiquant la trajectoire de la raquette. Ce
type de mouvement entraine une plus grande précision; il
est rendu possible par une chute dynamique du corps vers
I’avant au moment de .la frappe : reposant au départ sur le
pied . arriére,:.le poids du corps passera sur le pied avant,
tandis que les épaules accompliront ce méme transfert vers
le filet, ce qui engendrera . un . déplacement rectiligne de la
raquette au moment -de llmpact avec la balle, -

Nous allons a present exphquer somma-ircment les
principes. des. balles a -effets, ce qui permettra d’expliquer
rauonncllcment les . avantagcs des ballcs ltftées ou chopées.

La- baIlc de tenms se déplace dans un gaz, h savoir lalr,
elle. est soumise de ce fait A une pression qui dépend du
carré de sa vitesse. Ainsi, la trajectoire de 1a balle  en
mouvement st la. résultante de plusieurs forces : ‘la force
de frappec supposée horizontale et dirigée vers le filet, la
pesanteur dirigée verticalement vers le sol et la force
exercée par 1’air sur la bal]e. :

Lorsque la frappe se fait sans cffet, Ia raquette se
déplagant. alors parallélement -au sol, la pression exercée
par l'air sur les parois de la balle est uniforme, de sorte que
la  seule  force. verticale agissant réellement est la
pesanteur. La trajectoire de vol est alors parabolique (ainsi
qu’il a été démontré dans le paragraphe relatif au
dégagement en football).

Analysons 2 présent le cas d’une balle frappée avec
effet. Nous la supposerons divisée en deux demi-sphires, H
(en haut) et B (en bas). Nous admettrons qu’elle se déplace
vers la droite (voir figures ci-dessous).
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: Cons1déron-s...-- cette fors': unei balle!: chop €,
frappée dc ‘haut en bas: Dans~ ce: casy

de

-le bas Car

la pesantcur est

rotatron _

’t tOu_]OUI’S dmgce
'-’r’r‘t‘mantcﬁ. mais “8a

diitres: - cas.
ar rapport aux
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Analysons & présent la trajectoire de rebond.

Dans le cas d’une frappe sans effet, la balle atteint le
sol avec un angle d’'incidence déterminé et repart avec un
méme angle de réflexion (comme c’est le cas pour une
boule de billard touchant une bande). Toutefois, I’impact
avec le sol va freiner'la balle et lui donner un léger effet
de lift (car elle vd, 4 cause de la réaction du sol, tourner sur
elle-méme dans le sens des algullles d’une montre (vorr

fi; gure cr dcssous) '

i
T

Pour le hft cet effet dé au rebond va s’ajouter “au hft
initial.* La résistance “au sol est’ ainsi amoindrie et la: balle,
peu freinée, -va repartir assez rapldcment vers lavant avec
une vitesse accrue.

Par contre, pour le chop, leffet provoqué par lc
rebond ‘va dlmmuer le ¢hop ' de' départ et augmenter la
résistance ‘au sol ¥ la. balle aura- tendamce 2 rcbondrr moms
haut et moms vrte (vmr croqms cr dessous)

chop ‘ '.‘.f.,.'f,gxl: tpe.

~En conclusion, le lift raccourcrt la tra_]ectmre de vol et
est de ce-fait sécurisant; par ailleurs, il permet 3 la balle de
rebondir avec vitesse et longueur : ces caractéristiques
expliquent pourquoi les :champions modetnes I'utilisent:de
plus en plus. Le chop allonge la tra]cctmre de vol, mais
donne un rebond peéeu ‘important : il est dés’lors idéal: pour
monter ‘au filet 2 -cause de la longueur de balle et du .fait
que l'adversaire doit frapper une' balle délicate (car ' fort
basse).



‘La recherche opératlonnelle regroupe lensemble dcs
méthodes mathémanques des phénomencs d’ organlsatlon

s est par l’étude ‘scién flquc de . certames opéranons
militaires .que,  pour. ‘1a.~.ptemiere’ fois- lors de. la" seconde
‘guerre mondlale, la: techerche - opératmnnellc a..-€té -utilisée
SUr" une: - vaste. échelle‘ 118’ agissait: - de- résoudre : des
¢ _po ition . du convm maritime

attaques

d orgamsauon "qul incluent ~les relations actives  entre’

: predults et machmes.,ccs mots -étant pris au. sens
Clest. -.ainsiv - que, dc nos. ___gours, la- recherche

chapltre a _pour but de préscnter, au - travers
ortif;. -quelques
de :la

NI

S . en. spm‘ts

ituent. ”,xemple concrctf;‘
. injtier..4'la théorie des jeux: @ . deux. Joueurs et dc

et fac1lement .abordable
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somme nulle); tous les cas des jeux (strictement déterminés
ou non) seront abordés.

_ Les classements des joueurs de tennis belges donnent
naissance A une chafne de Markov. En émettant certaines
hypothéses plus ou moins plausibles, 1'évolution a long
terme du systéme est étudiée.

'_.Les problémes de d:étethue, chers a tout sportif de haut
niveau, débouchent quelquefois sur un- programme
linéaire 2 résoudre ou encore sur une application -de la
célebre méthode: PERT, qui est une méthode d’ordonnan-
cement d’un - projet et. qui fut -créée A 1'occasion des
lancements des fusées - Polaris. :
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85 § me - ehoix nmn:nzam 3 _w Emozm aam__..,
. jeux ;

; bo_.m @nm ooEwo::osm _nm mvon:».m Ao:;_ocnm _.2:3._
EwE.mv doivent souvent sélectionfier::la tactique la - plis adé-
quate en vuc de Hnm:mﬂ. le meilleur résultat ﬁOmm_Eo. Par
exemple, " un tennisman vnﬁ en-foiiction  de - ses! acmram“
intrinséques  nrais -aussi Eﬁ rapport A +la. wvaleur de- __m"oa_
adversaire; owo_m: arie 8255 de services- -volées ou ‘du
ntrait ‘basé’ sur’le. jeu' en

soit: sjouer: _wzmn__n A éﬁmsom, :soitbaser:
2.,... la - contre-attaque; . Ui coach: - en _umm_noﬁ cmz @9:
organiser: la. défense "de son:: équipe: mo_on la- mo_.n::n -dite
Eni&coza ou;: onzo an zone. - : S :

muﬁaowona: ce. aan:o_. oxa:.G_o et ucwo_oa.
A: et - B les . deux- équipes en présence.
ognﬁpo d’ 9:8 n=om a le choix entre deux m:mamam.
En- fonction de. -leurs. confrontations
wnmooaoanm aom ,_.osmo_muoaoﬁm m_mbmm par::les
ntrafneurs. SE oo:ﬂm_mmo—: les . points - monm et faibles :de
toutes. - les: me:wom du .:championnat), - il est- possible ..de
?.96:, que: - si- ~mb=_m.o A choisit: _o_usou wmn&m que B opte
pour: la stratégie j «(avec.i,j = 1 ou:2), A (resp: ‘B): E»Ba,ng
(resp. -bjj) points. - Zocm .allons: nous: _Emnommo_, A ___m
&mm_,.onoo des - vo_am ‘abtenus, c’est-d-dire 4 - xjj = ajj - wa_.”
noembre - xjj “qui est- ﬁom:; (resp. négatif;. -nul)

cotrespond mSaoBEoE 2 une victoire an > Q.omw w une -

SQQS no w E_ Bﬁor _Ec

‘somines - ainsi en- E.mmoson d’un R: w ‘deux joueurs
Cnm deux” équipes- A et B) dont les intéréts sont contradictoi:
resy le jew-ést dit'a somme “nulle car les gains de A (& savoir,
les w:v oo:.am_uouaoa A des pertes  pour B, et

ao_vnonﬁoaoa —umn la’ mES._ la Bﬁ:oo O Au_:. ' sera

notée plus mmEEoEoE G = Ao d : o=o est appelée la

Algébre linéaire 05

matrice des gains (pour A étant. sous- oEonaF car les gains
de B sont rassemblés dans la matrice -G).-

A Vlinstar de von Neumann-Morgenstern, nous allons
supposer les deux joueurs A et B prudents. et intelligents :
d’une part, ils -ne' prendront pas- trop. de risques  (pour
éviter une défaite trop sévére dans les chiffres) et, d’autre
part, ils auront un comportement- rationnel; ainsi-. que nous
allons le voir, ils chercheront chacun % maximiser leurs
gains minimaux.

Ezmnoﬁ.m cas cn=<n=~ se présenter mo_on les a_ﬁ.ﬁos-
tes valeurs prises par les éléments de G.

Sia zcoetb2.d il est clair que A retiendra
oaim..:.nioa . 8a ?.nEnwhn stratégie (qui domine la
seconde); dans ces conditions, B choisira ’option qui lui
occasionnera la Ecm petite .vnna égale 4 min {a,b}.

10 Yo L o
m.E. oonEn, 2 G = A » . I'équipe. A. (resp. B) optera
pour sa premiére Qomu.}mm scconde) -tactique : c¢’est le

compromis qui- contentera au micux les deux parties; le
gain. 5 (de A) est donné par la stratégie du maximin qui
consiste, du point de vue de A, A retenir le maximum (égal 2
5) des minima (égaux nomwoosﬁaoa ‘A5 et -2) des ‘lignes
définissant les options de A, mais aussi. par celle du
minimax . qui- revient, du point de vue de B, 2 choisir le
minimum -(égal 4 5) des maxima (égaux respectivement a 10
et 5) des colonnes relatives aux options.de B : dans ce cas,
ces deux stratégies du maximin et du minimax, .dictées par
les hypothéses d'intelligence et de. prudence faites 3
propos de A et de B, donnent la méme solution 5 qui est en
fait. un point-selle, c’est-a-dirc un nombre. qui- est le plus
petit: sur sa- ligne et le plus grand -sur sa colonne.. .

-~ L’existence. d’un point-selle, - qui représente  une
solution “optimale” pour les deux adversaires, -est aussi
garantie . 'dans- les; cas. suivants (toujours relatifs 2 -la

mairice des gains G = A w wvv :
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4 et:d =b. A choisira: sa  deuxieme. mﬁ&mm_o ag,.w

ﬁob&_m le plus petit des- :oEcnnm cet d; |
e > b ogﬂ b M : B choisira’ sa deuxiéme mﬂ»am_a Q_cm

+5iaz2
intéressante;. car n’ounblions™ -pas- “queles - éléments’ mn _M :
matrice- G- représentent™ des .. pertes. ﬁoE. wv

mm_@o:oE_nE de E:m m_.maa aom HEEvHom c 2 a

a:»:.u -¢as oo_uoﬁ.unﬁ. un ._oc nsn:?m ,ao,
~déterminé car: le mo::-mn:n de - G dicte . sans
-'sera:-réalisé - ‘par-- n:,»nd.o,

..m_...:ho ~cheix:- ,,ouﬁ_B.m_.. e:

- par _om aocx\
n_.o stratégie,” B
a B:m o_”,.._c_

_ n’existe

ﬁﬁmm_n_ num:m_mo ‘de. -pure, nE .séra .. toujours:
es deux ._ocoﬁm. 11 faut - &b% _.oooE.:. w des

aucune.::
moooﬁmn par

- g o:oﬁﬁ ‘sa:
il ovomm:.» .54 moooano avec  une

mz.m_am_o, -d’od i-q). ' De . fagon oaomma cette’
1-p (res e fagor
Eocmc;nm de l-p (resp. 1-g i les deux é&quipes se

interprétation peut étre donnée : §i
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rencontrent souvent, par exemple 100 fois, A (resp. w,v aura
intérét 4 choisir sa premidre stratégie 100p (resp. 100q)
fois, et sa seconde 100(1-p) (resp. 100(1-q)) fois. -

Voici la méthode pour résoudre un jeu non strictement
fab’
¢ d

Regardons  en premier lieu le point de vue du joueur A.
Si B -choisit sa premidre (resp. seconde) stratégie  pure,
tandis que- A joue en m:ﬁpmmuo mixie avec les probabilités o
¢t 1-p pour ses premidre et seconde options
respectivement, le gain espéré E(A) de A sera donné par
ap + c(1-p) Qo% g + d(1-p)). Par wﬂao:oa A va d’abord
retenir ses gains minimaux (car il est sir de gagner au
moins ces ﬁ;oznwv. puis, par intelligence, il en prendra le
maximum : il s’agit géométriquement du point le plus haut
parmi les points les plus bas du diagramme ci-dessous
représentant E(A) en fonction de p (compris entre 0 et 1)
pour les deux stratégies pures de B; le point retenu est 2

'intersection des deux droites ‘passant par les points DB’ et
CA’.

déterminé, caractérisé par la matrice des gains G =

pour fixer les idées, nous prendrons d > a > ¢ > b,

.mgc\f
d |p p’
a ifq A’
f 2
C o’ S
<
@;w / g’ *

Sur Pexemple traité ci-dessus, 3 savoir G w .L_.v_. on

trouve 1’espérance oEHBm_o de A égale w W pour p = W
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rm classement “des temnismen et _am_
chaines " de- 3»184 o

S El __w,&,mmncm _Om ._oan.m ao ﬁoau_m -.omoEnE. w _._mmco_
de. n:maza mEmoF ¢= o_mmmoaaﬁ en. fonction de- leurs

"élite ooBu oEE:
o_mmmmm en- série A, Les. oanmﬁ:oE,m ‘dont “'1¢ niveau st

B

bon-

sur. le Emz nmmuonm_ voire - E:_o:m_ sont u.mcono:mm en:
-les - joueurs locaux de club, qui sont

série: - w Enfin;
.mﬁaoﬁaoﬁ Bm._o:E €8, moE mnocwmm en série C.

Un- ._ocaE. o_mmmo en--série - > une année reste souvent
dans - sa  catégorie - la saisoni - suivante : on peut
raisonnablement estimer qu’il a une chance sur 10 de
redescendre en série¢ B, mais qu’il lui est impossible de
38:89. en série C. Une séric B a une chance sur 100 de
monter en séric ‘A, 5 chances sur 100 de descendre en séric
g aoso op ovmboom sur 100 no rester en.'B [’année

sut __ooo de’ Eoﬁﬂ. en w et 995 owgonm sur 1000 de _.om_:u,
en O _wE_oa suivante; il est donc impossible de u»mwoa aa la

Onm aoE_anm moE <mnbmom @ cac ao .ozomnm prés)
ormnco année: au . moment’ ol : sortent les “classements .: elles
voﬁcoi -domc étre: regardées - comme: . des - ooumﬁwﬁom -au
cours: du: temps: (cefte hypothese -n’étant: évidemment pa
tout, " :-fait réaliste, ~mais. fort: EEEESESV ‘Dans. ces
ooun:_oum - les - classements . de .tennis . en Belgique

fournissent. un: exemple ‘concret d’une chaine de Markoy

Gmﬂwnﬁﬂﬂmmﬂﬂ par la matrice de transition suivante

Aoaﬁao:v Hc _oan._m :
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09 01 0
P =001 094 0,05
0 0,005 0,995

les premiéres, deuxiémes et Ro_m_waom lignes et . oo_ogom se
référant respectivement aux séries A, B et C.

Considérons le cas d’un joueur qui, cette année, a r
le classement C. L’an prochain, il aura 995 n__ﬁ._nom Mm._.u.
1000 de rester en C et 5 chances sur 1000 de monter en B. En
fait, le classement théorique du joueur aprés un an est
donné par le vecteur de probabilité |

X;=XoP=(0 0,005 0,995)

o Xp = A.o_._ . 0 1) désigne le vecteur de probabilité au
moment initial. Aprés deux ans, le classement (probable)

de ce joueur sera d
oE_o par le vecteur de pro
suivant : probabilité

X2=X1 P=(0,00005 0,009675 0,990275).

U une Eme_.n mmnm_.m_o si un s i ol _
portif est classé, en
Pannée t = 0, en séric A, B ou C avec une probabilité égale a
m:.muw ou p3 respectivement, son classement aprés n
annces sera donné théoriquement
probabilité b parle .4008_.:. @
Xp=XpPn
sachant que Xj = T: P2 uuv“ de fait, on obtient de
proché - en E.Ooro : . |
X1=XpP
Xz=X1P=XpP2
X3=XP= (X P2) P=Xq P3,..
Sachant que les joueurs vieillissent (et o.: m:r.a-: a

ne plus jouer), faisons abstraction des personnes pour ne
considérer nsn les “postes” de classements proprement dits
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_Aoozo wwwoﬁrwmn ayant. pour . .but de. construire une . chaine
de. gmnwoi o:ﬂwam les nombres de
joueurs: o_mmmmm Eo.gc::mm. de
transition étant _ . o:mazo année et toujours
nou:nnm par. ? Em:._oo an :mam:_g | o_‘aammzm Oco:o

_ _om Boau_nm de A2
mv 2 o: Hnm ooHoE_nm,

tions aom a_mmm..aiom catégories ao. o_»mmoaaam m?.wm E_,_..

SEE :.aE nE _oum:

.mso v E m:.o oEoEo )
m:wEo _nmm:n. En 022....

H:.o m_u::m
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YP® = Y, puis en passant & la limite pour n tendant .vers
Pinfini, YP = Y; comme la somme des ¥i vaut 1, les lignes

de P oo_.aoaoE toutes avec le vecteur Y : pour ,_om trouver,
il suffit donc de résoudre le systtme linéaire suivant :

 09y1+001y,=y;
0,1 y1 +.0,94 y2 + 0,005 y3 =Yy2
0,05 y2 + 0,995 y3 = ¥3

Yi+y2+y3=1

L’unique solution de ce systétme est le vecteur-ligne Y
p _1 100 100 N
¢ composantes y; = 111° Y2111 Y3 = 111 * Concrétement,
st I'on attend wun temps - trés long, il y aura
ﬂmuwmox_EmHEoEozc un classement en série A, pour 10 en
séric B et 100 en série C.

Continuons de réver et imaginons 1’existence d'une
catégorie mvmoman regroupant, par exemple, tout qui a
décroché un jour un titre de champion national : une fois
entré dans ce cercle restreint, le joueur posséde
indéfiniment tous Ies priviléges inhérents 3 son statut
d’ancien nrﬁnw_oz de Belgique. On saijt que le champion
est 8:._9_3 issu de la série A, ce qui QEEP en conservant
w_.m:mcnana les mémes données que ci- -dessus, mais en
supprimant la série C (pour m:Eu:?o_. :uuﬁomm ‘ce qui ne
constitue pas une restriction puisque les joueurs classés en
C ne jouent aucun réle a 1'échelon supréme), la nouvelle
matrice de transition dont les lignes et colonnes se
référent ' respectivement 3 la “catégorie des champions”,
aux séries A et aux séries B , R

1 0 0

0,1 0,8 0.1 |= _wm

_OPSPA

70,1\ 0,8 0,1
avec B = 0 v et A= OOH vah

Etudions encore 1’'évolution des o_»mmnaaam au cours du
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now o__m matrice aonﬁ Hom :m ' he  seront mﬁaou::nmz
Ecm agzmaom {d’ow il ‘n’y m_:m Ecm d n:: .ﬁmﬂo:b.m:o v
maonommszoE A S _ , A

o N 1 0
_m$u+>+cw A3 )

. o0
A - H+ ..+>+cw >=v

OoBBm _nm ﬁ:aaa propres: ao > ‘sont” E».onoﬁom
Aob <m_oE. absi _zov on. _uoﬁ amaozﬁon T: que (les _._E:om
* Eam _:_;.E ._v :

- H+.\_,,= N+...+>+c ,A,,_«&.e__

_om mo:am

on mmeBa Q.onv Eom:mm

: ao

.<oo,ﬁ0:nm.

A

_aom _

_.5_ mo_: vmm
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rencontrent souvent, - par nxoBEo 100 fois, A (resp. B) aura
intérét & choisir sa premiere  stratégie 100p . (resp. '100q)
fois, et sa seconde HooG-E (resp. _ooﬁ-nb fois. - ‘ :

Voici la méthode uoE, résoudre un jeu non m:._oﬁn_aa

“ab
mﬂodb:a caractérigé par la. matrice aom gains Q A.o d
pour fixer les idées, nous ?.n:nno:m_ d>a>c>h. .

Regardons eén premier lieu le point de vue du joueur A,
.Si B choisit sa premiére " (resp. seconde) stratégie pure,
tandis que A joue én stratégie mixte avec les probabilités P
et 1-p pour ses premidre et seconde options
respectivement, le gain espéré E(A) de A sera donné par
ap + c(1-p) (resp. bp + d(1-p)). Par prudence, A va d’abord
retenir sés gains minimaux (car il est” siir de gagner au
moins ces 5:2:.& puis, par intelligence, il en prendra le
maximum : il s’agit mmoEm:EcanE du point le plus haut
parmi les points les plus bas du diagramme ci-dessous
représentant E(A) en fonction de p ?oaﬁ:u entre 0 et 1)
pour les deux stratégies pures de B; le point retenu est i

I'intersection des deux droites passant par les points D,B’ et
C.A’

ER)

B ,___/m\,

< n

mE I’exemple . ﬂmmm ci- mommsm, 4 savoir O Aw ) AH on

trouve _.omwmngnn optimale mo A égale 3 I pour p=

1’
2 2°
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- Chaguer flacon: -de - mélange.. doit -confenir;.au minimum
mo”oo.oo_. unités ‘de «chaque .vitamine.. Combien .de grammes de

e le menu final

“chaque ‘ingrédient aut-il’ prendre pour
colite' .le inoins cher possible 7 . .

.._.w“."," ncmﬂ_a_ﬁm,u (en-. grarhmes) sde. Py (pour

f uE 17,5 xp+20 x3; 0

] EREs)

il
réalisables défini par les conditions de non-

(30,0,0)

ik
.

grammes de P3 et pas de Py (bien que

- convient dele minimiser sur’ 1’ensemble E 'des

i =71,2,3) ‘et les “deux’ vrai es

D?aprés ._._o,_u “..__Smc.noiq._ _..oba_uwnnﬁ&_v

fabriquer :l¢” bréuvage, il faut- un chaudron, une
. _de. 'eau. de’ source. .et. les.’ ingrédients. suivanis : .2
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améthystes  (a), 6 betteraves (b), 4 coeurs .d’abeilles
ouvridtés (c);, 7 dattes d'Egypte:(d), 9 épines - d'acacia- .(e); 15
fraises des' bois  (f), 3~ gueules de' vipéres (g), une ‘branche
de houx coupée par la serpe d’or ‘(h). 1l est recommandé de
remplir le 'chaudron avec 1'eau’ de source, puis de faire’
macérer les ingrédients. en ‘respectant les wiregles : qui:
suivent .. RETE ST
1): il - faut que a ait ‘macéré -au. moins trois jours - avant- de
mettre 4 macérer d, f; e;- = o
2).'g (résp. f; h) doit macérer au moins quatre - (resp. sept;’
trois) jours;. - C - : o T e
3)  avant de mettre A macérer g, il faut que b ait: macéré au
moins six jours et que d ait macéré au moins quatre ‘jours; -
4) avant de mettre 3 macérer h, il faut que ¢ et e aient
macéré au’ moins deux jours. SR Lo

Plusicurs "questions se posent : dans - quel ordre et quand
peuvent - €tr¢ - introduits * les -différents “ingrédients?  Quelle
sera la ‘durée minimale de macération? e

On peut évidemment résoudre ce petit probléme par
titonnements, mais la théorie des graphes s’avére utile (et
serait méme indispensable si le nombre d’ingrédients
devenait trés important).- Tl s'agit -en effet d’ordonnancer
au mieux différentes tiches (% savoir les macérations de
produits), ce qui est 1'objet méme de la méthode P.E.R.T.
(Program Evaluation and Rescarch Task) qui congoit le
graphe. suivant. Les' sommets représentent les événements
(ou €tapes) que sont les réalisations a.oEooEm,,@.wn.m.n_.m.ﬁ.}on
introduit ‘de plus un événement initial représentant - le
démarrage du programme, ainsi qu’un événement
terminal qui indique la fin de réalisation _des travaux. Les
arcs représentent des tiches (ou activiiés), une tiche ne
devant figurer qu’une seile fois dans le graphe. A chaque
arc est affecté un nombre qui est la durée d’exécution de
I"activité correspondante., La disposition des arcs doit
traduire la succession ou la simultanéité des activités. Si
'arrivée: d’unarc ‘coincide- avec le départ d’un autre, cela
signifie que 1’activité -associée -au premier ‘arc- deit . &ire
achevée - ‘pour "que celle ' associée au second ‘puisse’
commencer; plus: généralement, si une tiche x ne peut ‘étre:
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< doit . oi.mﬂn_. un. chemin
w % ._cmas nu amwm: an,

lisée. -qu! m@_.wm .une. autre. y,.
d

nomm:&m +en a_.»:m voE::mm
sont nov_.mmon&m par . des a_:_oa._
correspendant 1. 0; les. tiches
par des couples ?.:, ol i . est
~de.-fin - ao :_ ﬁmowo. ao ﬁ_am. on:

no:nﬁmoE ‘2 om m_.mu:o. 9_ Hm moEan _sont =E=m3am de O
@o _a som; :

E.ona:m noum_ érés) nd n: entr ﬁﬁnﬁbwmom et
deux. ‘taches fictives Eo aE.mo E___& mo_: :monmmm:om P

_» uo:o: B»m_azn. onm oo=<o=:o=?
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minimum -de 11 jours sera unmnmmmaoa atteinte lorsque
I'ingrédient a (resp. d; g) est mis 3 macérer au jours t = 0
?a% t =351 = 7). Ces ingrédients a, d et g sont qualifiés de
critiques car : ‘tout retard 4 la mise 3 macération de I'un
nzo_oozaca d’entre  eux augmente -~ d’autant la durée
minimale du projet global. Par contre, pour les’ autres
produits b, ¢, e, f et h, on dispose d’un certain intervalle,
dit de  flottement; pendant lequel peut: &tre’ fixé le° début de
macération  sans compromettre le délai minimal de tout le
Projet; par exemple, h peut &tre mis 2 macérer 3 une date
quelconque entre les cinguieéme et ‘huitieéme - ._oE.m, tout -én
conservant -uhe durée totale de 11 Jjours ¢ [5,8] est
Uintervalle ‘de: flottement de h, tandis que 5 et 8 sont
respectivement -la date au plus tér et la date ‘au plus: tard de
h.

Pour une tiche critique, les dates au- E:m. t6t’ et au plus
tard coincident, de sorte aco H._Eozm:o_;ao :o:oao.: est
de longueur nule. : _
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