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Deux In

Des ensembles in-
finis

Soient

N I’ensemble des naturels :
(0315088 A

Z I'ensemble des entiers :
Lot oy

A; lensemble des points
d’un segment de longueur
10 cm,

As l'ensemble des points
d’un segment de 2 cm,

Lr/d /4

Z, x 7Z l'ensemble des
couples d’entiers,

K l’ensemble des nombres
carrés parfaits,

5N l’ensemble des naturels

multiples de 5 :
10,5, 10,15,

Math-Jeunes n°109S, 2-6, 2004

Inis valent mieux qu’un

Yolande Noél-Roch

Voici les avis contradictoires de trois rois de France :

e Louis le Débonnaire : Pour obtenir les entiers, on adjoint les
entiers négatifs aux naturels. Il y a donc plus d’entiers que de
naturels.

e Louis le Jeune : Je raisonnais comme toi mais on m’a un jour
expliqué que pour savoir si deux ensembles comprennent le
méme nombre d’éléments, il n’est pas nécessaire de compter
les objets, c’est d’ailleurs impossible dans les ensembles infinis.
Il est par contre possible de rechercher s’il existe une bijec-
tion entre deux ensembles infinis. Par exemple, pour N et K,
— tout naturel est associé & son carré,

. . 1 1) 3 ) Y I A
— tout carré parfait est associé & sa ra- | |ollalo|...| 7] l90al.. .[n2|.-.
cine carrée positive.
Le tableau « montre » que N et A contiennent le méme nombre
d’éléments.

e Louis le Juste : Grace a ces discussions entre mes prédécesseurs,
je vois d’autres ensembles donnés qui sont aussi équipotents a N.

Ami(e) lecteur(trice), avant de continuer votre lecture, essayez de trier
les dix ensembles donnés en groupes d’ensembles équipotents.

S1 lensemble des points
d’une sphére de rayon 2cm,
S5 l'ensemble des points

d’une sphére de rayon -
10em Deux ensembles qui comprennent le méme nombre d’éléments

sont dits équipotents.

On construit une bijection de A sur B lorsqu’on associe

tout élément de A un élément unique de B de maniére que

— deux éléments différents de A sont nécessairement associés a
deux éléments différents de B,

— tout élément de B correspond de cette fagon & un élément de

D Tl'ensemble des points

Qs

d’une droite.

Ces dix ensembles com-
prennent une infinité d’élé-
ments (nombres ou points

g h
t-il un ensemble qui B

contient

moins d’objets que

tous les autres?

plus d’objets que tous

les autres ? D’aprés Cantor, deur ensembles — finis ou infinis —

contiennent le méme nombre d’éléments lorsqu’ils sont appli-

Ou comprennent-ils
cables l'un sur l'autre par une bijection.

tous le méme nombre
d’objets 7
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1. De 'antiquité au vingtiéme siécle

Concevoir la notion d’infini, comparer des ensembles infinis sont des
problémes auxquels 'homme a été confronté dés 'antiquité.

Les résoudre s’est avéré d’autant plus compliqué que les aspects mathé-
matiques se mélaient aux aspects religieux et philosophiques, d’autant
plus dangereux que si l'infini touchait au divin, un avis jugé héré-
tique pouvait conduire au bticher celui qui le défendait courageuse-
ment ! Nous n’en sommes heureusement plus la. Il reste cependant vrai
que la difficulté — méme « réduite » a l'aspect mathématique — ne
se franchit pas en une étape. L'infini (les différents infinis comme nous
le verrons progressivement) ne s’apprivoise que petit a petit : il y a
autant de carrés parfaits que de nombres naturels . . .et pourtant, il y a
des naturels qui me sont pas des carrés parfaits! Les deux faits ne sont
pas contradictoires mais ils ont donné bien du souci a de nombreux
mathématiciens et non des moindres. L’infini a été pendant longtemps
source de paradoxes.

L’équipotence entre N et K est reconnue par Galilée mais ressentie par
celui-ci comme un paradoxe. Deux siécles plus tard, Bolzano (1781 —
1848) met 'accent sur les correspondances entre ensembles infinis dans
Les paradozes de l'infini, travail publié aprés sa mort en 1851. Mais des
résistances majeures continuent a se manifester.

Ainsi, Gauss (1777 — 1855) conteste qu’on utilise un objet infini comme
un tout complet ; en mathématiques, cette opération est interdite ; I"in-
fini n'est qu’une fagon de parler.

Il faut attendre la fin du 19° siécle pour que

e Dedekind (1831 — 1916) définisse un ensemble infini comme un
ensemble qui peut étre mis en bijection avec une de ses parties
propres.

e Cantor (1845 — 1918) démontre en 1874 que I'ensemble des réels
ne peut pas étre mis en bijection avec les naturels. Il va beaucoup
plus loin et établit qu’il existe une infinité d’infinis différents.

Mais cette évolution couvre de nombreuses années et de nombreux
affrontements. Reprenons notre cheminement !

2. Dépasser le dénombrable ?

e [’ensemble des naturels et ’ensemble des naturels multiples de
5 sont équipotents :

N|O|1| 2|3 |---|18|---| 7 |--+|mn |-

SN|0|5[10(15]---| 7 {---|2345|---|bn|---

e L’ensemble des naturels et I'ensemble des entiers sont équipo-
tents :

Dans les Eléments, Euclide
(env. 300 av. J.-C.) consi-
dére que le tout est plus
grand que la partie.

Si Galilée (1564-1642) est
connu de tous pour ses dé-
couvertes en astronomie et
en physique et pour le pro-
cés que lui a fait 1'Inqui-
sition, il est moins célébre
pour ses travaux mathé-
matiques. Il avait cepen-
dant des vues profondes
dans ce domaine égale-
ment. Dans ses Discours
sciences
velles, il déclare que les épi-

sur deux nou-
thetes comme « plus petit »,
« plus grand » et « égal »
ne conviennent pas aux en-
sembles infinis.

En découvrant qu'un seg-
ment, un carré construit
avec ce segment comme
coté, un cube, une droite,
un plan, l'espace peuvent
étre mis en bijection, Can-
tor écrit & Dedekind « Je
le vois, mais je ne le crois
pas ».

Une partie d'un ensemble
E est propre si elle ne
contient que des éléments
de FE, sans les contenir
tous.
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Tout ensemble équipotent
a N est dit dénombrable

Plus généralement,

la réunion d’une infinité
 dénombrable d’ensembles
denombrables est wun
ensemble dénombrable.

Le cardinal d’un ensemble
fini est le d’élé-
ments de cet ensemble. Au

nombre

lien de dire qu'un en-
semble I est dénom-
brable, on dit aussi que

le cardinal de E wvaut
aleph-zéro. Cela s’écrit

FE=x|

N est la premiére lettre de

I'alphabet hébreu.

N{O|1] 2|34 |5[---|10]---| 7 || 2k

|2k + 1
Z\0(1| =112\ =2|3[---| 7 |---|=T|--+| =k

k+1

Ainsi les ensembles K et 5N d’une part, 7. d’autre part, obtenus
a partir de N

— soit en Otant une infinité dénombrable de nombres

— so0it en ajoutant une infinité dénombrable de nombres

sont tous les trois des ensembles dénombrables . . .tout comme N.
La représentation des ensembles N et Z comme ensembles de
points d’'une graduation sur une demi-droite et sur une droite
vous est familiére

Essayons cette fois d’utiliser les deux dimensions du plan pour
ajouter de nouveaux points. Obtenons-nous un ensemble non dé-
nombrable 7

e L'ensemble des sommets du réseau carré ci-contre est une
représentation géométrique de 'ensemble des couples d’entiers
(ensemble noté Z x Z).

Le colimagon définit une bijection de N sur Z x Z.

N 0 1 2 3 4 3

11 ?
ZxZ|(0,0)](0,1)| (L, 1) (L,0) | (1, —=1) |-+ [(=1,1)|---]

2ol

L’ensemble 7. x 7. est dénombrable.

Les ensembles N, Z, Z x Z, K, 5N comprennent tous le méme nombre
d’éléments. Ils sont tous dénombrables.

Nous venons de voir que I'augmentation de la dimension dans I’espace
ne nous a pas permis de passer le cap de l'infini dénombrable. Pour
essayer d’aller plus loin et en nous appuyant sur le support géométrique
déja introduit, nous allons jouer sur un autre critére : la densité des
ensembles considérés.

Lorsque nous graduons sur une demi-droite, les points qui interviennent
constituent un ensemble discret. Cela signifie que chaque élément est
entouré d’'un intervalle dans lequel il n'y en a pas d’autre : les éléments
sont isolés.

Pour essayer de trouver un ensemble de nombres comprenant plus d’élé-
ments, nous pouvons rompre cet isolement en considérant, sur une
demi-droite graduée, 'ensemble des points d’abscisse rationnelle.

Cette fois, aucun élément n’est isolé : entre 4,97 et 4,971 se trouvent no-
tamment 4,9705, 4,97025. . .Comme on le constate, entre deux nombres
rationnels, il en existe une infinité d’autres. Cette fois, nous n’avons
plus un ensemble discret : on dit que l'ensemble des rationnels est
dense. Dépassons-nous pour autant le dénombrable? Et bien non!
En effet, au lieu de penser a la représentation de @@ sur une droite,
pensons aux nombres rationnels sous une autre forme : les fractions
irréductibles dont le numérateur est un entier et le dénominateur un
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naturel non nul. (Par exemple, le nombre —0,5 est représenté par le
couple (—1,2) tandis que les couples (1,—2), (—2,4) ne sont pas re-
pris.) L’ensemble des rationnels apparait alors comme une partie des
sommets sur le schéma de Z x Z utilisé plus haut. ... et notre nouveau
colimacon (qui a I’air moins vorace ?) digére un a un tous les nombres
rationnels. En ouvrant son estomac, nous découvrons le début d'une
bijection :

Nlo|1] 2 | 3 [4|5] 6 | 7| 8 |9|10|11|12|13 | 14| --
11 2 111121 3 3

Ainsi, malgré sa densité, 'ensemble des rationnels est dénombrable!
Aprés avoir été confronté a cette découverte, Cantor a attribué le car-
dinal N, aux ensembles dénombrables. De plus, il s’est alors demandé
si tous les ensembles infinis étaient dénombrables et a démontré que
’ensemble R des nombres réels ne peut pas étre dénombré.

3. Un infini non dénombrable : le continu

3.1. [01] n’est pas dénombrable

Le raisonnement se fait « par I’absurde » : en supposant avoir dénombré
les points du segment [0 1] et en montrant qu’on en a nécessairement
laissé échapper. Nous supposons donc que nous avons accroché une
étiguette a chaque point de ce segment. Les voicl rangés

Pos P1, P2, P3s * s Pasrs

— Partageons [0 1] en trois tiers.Une de ces trois parties (au moins)
ne comprend pas le point py. Soit Sy ce segment.

— Partageons Sy en trois tiers. Une de ces trois parties ne comprend
pas le point p;. Soit S; ce segment. Il ne contient ni po, ni pr.

— Partageons S; en trois tiers. Une de ces trois parties ne comprend
pas le point ps. Soit Sy ce segment

Nous avons construit un segment S, qui ne contient ni pg, ni pi, ni ps.

En poursuivant ainsi & Uinfini, nous obtenons un point p (intersection

de tous les S;) appartenant a tous les S;. Il n’est donc pas py puisqu’il

n’appartient pas & Sp, ni p; puisqu’il n'appartient pas a Sy, ... ni

aucun des points qui ont été énumérés. Nous avons ainsi prouve que

cette énumération (au sens strictement mathématique du terme) était

un leurre.

3.2. Tous les segments fermés sont équipotents

L équipotence des deux segments Ay et Ay peut également étre visua-
lisée géométriquement. Interprétez les schémas ci-contre en termes de
translations et projections, ... Ils couvrent tous les cas possibles de
mise en bijection de deux segments.

Nous exploiterons la pro-

priété connue sous le nom
d’Aziome de Dedekind :

L’intersection d’une in-
finité de segments fer-
més emboités de plus en
plus petits et dont la lon-
gueur tend vers zéro est

un point. \
T S

Nous prendrons & chaque

étape un segment tiers du
segment précédent.

0 7
0 Sy 1
0 Sy I
] Sy I

Tous les segments
sont équipotents
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3.3. ... et toujours la puissance du continu

Par une projection paralléle et une projection centrale, voyez ci-contre
une démonstration de I'équipotence d’'un segment ouvert, d’un demi-
cercle ouvert et d’une droite.

e '

Nous avons utilisé des segments fermés, un segment ouvert pour facili-
ter la vision géométrique de bijections simples. Ce détail importe peu:
limitons-nous & une approche partielle et intuitive :

On dit que les segments et
les droites ont la puis-
sance du continu ou que

ces ensembles sont de car-  Sachant que le segment ouvert |r s et la droite rs ont méme nombre de
dinal ¢. Pour tout en-  points, nous pouvons admettre intuitivement qu’il en est de méme pour
semble ayant la puissance  [rs], [rs[ et ]rs]. Plus généralement, tous les segments et les courbes
du continu, on écrit planes (de longueur non nulle), toutes les droites du plan contiennent

¢ points.

4. Revenons a notre classement

Parmi les cinqg ensembles donnés au départ, nous avons déja identifié
cing ensembles de cardinal Ry (N, Z, Zx Z, K et 5N) et trois ensembles
de cardinal ¢. Qu’en est-il de S et S, ?

Galilée (encore lui!) a étudié le probléme de deux sphéres de rayons
différents (dans le cas particulier de deux sphéres concentriques). 11
fait correspondre tout point de 1'une & un point unique de autre en
utilisant les demi-droites issues du centre commun. Cette projection
centrale est une bijection. Les deux surfaces sphériques sont done for-
mées du méme nombre de points.

Si les sphéres ne sont pas concentriques, nous translatons S; sur une
sphére intermédiaire S3. Comme Galilée, nous construisons alors une
bijection de S3 sur S;. La composée de ces deux bijections est une -
bijection de S; sur S,.

/Georg Cantor (1845-1918) N

Cantor nait a Saint Petersbourg, de parents mélomanes Il devient lui-méme un re-
marquable violoniste. La famille quitte Saint Petersbourg en 1856 et se fize en Alle-
magne. Cantor termine le colldge & 15 ans, avec un excellent rupport qui meniionne
ses dons en mathématiques. Il entre au Polytechnikum de Zirich en 1862, puis a
luniversité de Berlin. A 22 ans, il est docteur!

Ses recherches le portent vers la théorie des nombres et Ianalyse. En 1873, il prouve
que Uensemble des nombres rationnels est dénombrable et en 1874, que Uensemble des
nombres réels ne Uest pas. A partir de 1884, il souffre de temps & autre de dépression.
Les attagues contre ses théories y sont pour quelque chose, mais il devait avoir des
prédispositions a cette maladie. Pendant ces périodes, il se tourne vers la philosophie, la littérature, puis
la religion. Néanmoins, entre deuz séjours au sanatorium, il continue ses recherches mathématiques. Ses
derniéres années sont pénibles, @ cause de sa santé, mais aussi des conditions de vie en Allemagne, & la

fin de la guerre.

S. Tromplmy




Voici un (trés) petit fichier
a réaliser sous E: CEL®. Il
permet de résoudre n’im-
porte quelle équation ou,
plus précisément, de déter-
miner une valeur approchée
de n’importe quelle racine
réelle d’une équation. Il est
basé sur un théoréme dii a
B. Bolzano (1781-1848), et
bien connu sous le nom de
théoréme des valeurs inter-
meédiaires.

Le théoréme des wva-
leurs intermédiaires

Si f : [a;b] — R est

une fonction continue et
¢ est com-
a) et f(b),
alors il existe un nombre
£ € [a;b] tel que f(€) =
c.

si le nom
pris entre

En particulier, si une fonc-
tion continue sur un in-
[a; b]

tervalle change de

signe sur un sous-intervalle
de [a;b], alors elle admet
une racine dans ce sous-

intervalle.

Regardons par exemple

comment déterminer, a
I’aide de ce théoréme, une

racine de 1’équation
e At A ()

Nous associons a cette
équation la fonction

= g% — 4z — 4; elle
est continue pour toute

valeur de z.

Math-Jeunes n°109S, 7-10, 2004

IW=Ns)veur presse-bouton

Philippe Tilleuil

wn
>

Dés que nous observons que f(1) = —7 et f(2) =

4, le théoréme des valeurs intermédiaires nous :‘ ¢
permet d’affirmer qu’il y a (au moins) une racine 5|
de I'équation f (x) = 0 dans l'intervalle |1; 2], 1l
Recommencons, mais cette fois-ci avec les valeurs )
f(1,1), f(1,2), etc. Nous obtenons entre autres |-s S
f(1,8) = —0,7024 et f(1,9) = 1,4321, d'ou — |-
toujours en vertu du théoréme des valeurs inter- |-% :
médiaires — 'existence d’une racine de I'équation |~
f (x) = 0 dans le sous-intervalle |1, 8; 1,9 de I'in- i
tervalle |1; 2[. Tl n'est plus trés difficile d’imaginer 'i'

E L 4

comment il faut poursuivre. ..

La construction du fichier

Prérequis : pour réaliser ce fichier, il faut avoir déja vu une feuille
de caleuls EXCEL®Y et en connaitre le vocabulaire de base (cellule,
adresse d’une cellule, barres d’outils, ...) Il peul étre intéressant
de savoir aussi écrire une formule, sans que cela ne soit indispen-
sable. ..

De maniére générale, le principe du fichier consistera a calculer les va-
leurs d'une fonction pour des valeurs appropriées de la variable. Ces
valeurs seront définies progressivement, a partir des chiffres de ’écri-
ture décimale de la variable. Et a chaque fois, il faudra fixer le chiffre
4 partir duquel s'opére un changement de signe dans les valeurs cor-
respondantes de la fonction.

Bien siir, le tout est de bien organiser la chose! Le fichier étant (trés)
petit, nous allons prendre le temps d’en détailler la construction. Ou-
vrons une feuille de calcul EXCEL®, et construisons le fichier qui per-
met de calculer les racines (réelles) de I'équation z* —4x —4 = 0. Cette
construction va se faire en 3 étapes :

e la présentation des chiffres de I'écriture décimale d'un nombre z,
e l'écriture du nombre = correspondant & cette succession de chiffres,
e le calcul de la valeur correspondante de la fonction.

Détaillons ces différentes étapes.

Premiére étape : la présentation des chiffres de I’écriture dé-
cimale de x
Supposons que x € [0; 100[; nous voulons placer le chiffre des dizaines

dans la cellule A1, celui des unités en B1 — la virgule en C1, ce sera joli!
— le chiffre des dixiémes en D1, celui des centiémes en E1, etc. Mais
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Le solveur presse-bouton

Pour créer une barre de dé-
filement, on choisit
Affichage/Barre
d’outils/Formulaire
dans la barre de menu. La
barre d’outils suivante ap-
parait, horizontalement ou
verticalement.

| On
symbole de la barre

sélectionne le

de défilement : B.

Un déplacement de
la souris fait alors
voir que le pointeur
s'est transformé en

une petite croix fine.
En cliquant (avec le bou-
ton gauche de la souris) en
un endroit approprié de la
feuille, par exemple en A3,
et en gardant le bouton en-
foncé tout en déplacant le
curseur-croix de A3 a A9,
on matérialise une barre de
défilement dans la feuille de
calculs.

Dimension ] Protection ] Propriétés  Contrdle ]

Valeur actuelle:

a
Waleur minimale; ID 3‘ ‘
[—‘Eg -

!‘ Yaleur maximale:
|
L

Changement de pas: |1

Changement de page: |1 5 !
Celiule lige: [A1] ) q‘:]

Et aprés avoir 4 chaque
fois validé ce format en ap-
puyant sur « OK », tout
est achevé : un clic gauche
sur l'un ou l'autre triangle
situé a l'une des extrémi-
tés de n'importe laquelle
de ces barres de défilement
fait varier le chiffre corres-
pondant de 0 & 9.

I'essentiel de cette étape consiste a savoir faire varier ces chiffres 4 la
souris ; c’est pour arriver & cela que nous allons utiliser ce qu’on appelle

en EXCEL® des barres de défilement.

Nous construisons une barre de défilement pour chacun des chiffres du
développement décimal en les disposant de A3 4 A9, B3 4 B9, de D3 a
D9, cte. (cf. la copie d’écran en fin d’article).

Ce ne sont encore que de beaux objets, il s’agit maintenant de les
faire fonctionner! Un clic droit (et non pas gauche!) sur une barre
de défilement nouvellement créée permet a la fois de la sélectionner
et de faire apparaitre un menu contextuel. Sélectionnons «Format de
contrdles tout en bas de ce menu. La boite de dialogue qui apparait
alors doit a chaque fois étre complétée de la maniére suivante :

¢ «Valeur minimale » : c’est la plus petite valeur numérique que la
barre de défilement permet de créer, et ici c’est le plus petit chiffre
qui puisse se présenter dans 1’écriture décimale d'un nombre, c’est-
a-dire 0;
o «Valeurmaximale » : c’est la plus grande valeur numérique que la
barre de défilement permet de créer, et ici c’est donc le plus grand
chiffre qui puisse se présenter dans I'écriture décimale d’un nombre,
c’est-a-dire 9;
¢ «Changementdepas » : c’est la différence entre deux valeurs numé-
riques consécutives créées par la barre de défilement — et ce doit étre
impérativement un nombre entier! — ici, ce nombre doit donc étre
égal &4 1;
e «Changement de page » : c’est la quantité dont varie la valeur nu-
mérique fournie par la barre de défilement & chaque fois qu'un clic
est produit sur cette barre elle-méme (c’est-a-dire entre les deux tri-
angles noirs situés aux extrémités de la barre), et ici nous fixons ce
changement comme égal 4 1;
® «Celluleliée» : c'est 'adresse de la cellule o doit apparaitre le
nombre créé par la barre de défilement, et comme nous avons associé
une barre de défilement a chaque chiffre de I'écriture décimale de z :
— pour la barre de défilement associée au chiffre des dizaines de z,
I'adresse de la cellule liée sera A1,

— pour la barre de défilement associée au chiffre des unités de .
I'adresse de la cellule liée sera Bi,

— pour la barre de défilement associée au chiffre des dixiémes de z,
I'adresse de la cellule liée sera D1,

— G,

Deuxiéme étape : I’écriture du nombre z correspondant

I faut maintenant faire d’une succession de chiffres, un nombre. Si
nous décidons de placer ce nombre dans la cellule L11, il faut donc y
écrire la formule
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[=10%A1+B1+(D1/10)+(E1/100)+(F1/1000) +(G1/10000)+(H1/100000) +(11/1000000) |

suivie d'un retour de clavier ou «Entery. Comme commentaire, nous écrivons dans la cellule K11 :
(toujours suivi d'un retour de clavier), afin de nous souvenir de ce qui a été placé dans la
cellule L11. Le résultat presque final est visible sur la figure ci-dessous :

N Microsoft Excel - Valeurs intermédiaires.xls

\:”j'j Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fepgtre 2

C2RERy[shed - « @€ =, 4% 088 o |3

[ arial -0 - 675 EE=EFrm gy EEL-0-A
L1t :] = =10°A1+81+D1AD0)+HE1A00)+(F1/1000)+(G1/1 0000)+(H1/100000)+(11/1000000)
T e N | J | K | L | Il [ N

Fm o 1. 8 3] 5 0o 8 B

2

] [ | [ | | | | |

e =T e

I IR MR

= H Bt L

— 1A s B v R MM A

| e e

R S A T B A

10

12

13 f)=  -14123E05

14

la cellule L11 y est sélectionnée, ce qui permet de faire apparaitre, en dessous de la barre d’icones
dans la zone de nom, son adresse (& savoir L11), et dans la barre de formules I’écriture explicite
de la formule active en L11.

Troisiéme étape : le calcul de la valeur correspondante de la fonction f (z)

Tout ce qui précéde est indépendant de I'expression dont nous recherchons les racines, a savoir ici
f(2) = 2* — 4z — 4. Si nous décidons de calculer la valeur de cette fonction par exemple dans la
cellule L13, il faut donc y écrire la formule :

=(L11A4)-4*L11-4|

toujours suivie d'un retour de clavier. Comme commentaire, nous écrivons dans la cellule K13 :
f(x) = | (encore suivi d'un retour de clavier), afin de nous souvenir de ce qui a été placé dans
Ta cellule L13. Le résultat — final, cette fois-ci! — est visible sur la copie d’écran déja reproduite
ci-dessus. C’est fini : le solveur presse-bouton est prét a fonctionner!

Le fonctionnement du solveur

Commengons par mettre & 0 tous les chiffres de A1 & I1. En agissant sur la deuxiéme barre de
défilement (dans la colonne B) nous faisons apparaitre dans la cellule L13 les valeurs de la fonction
f(x) correspondant aux premiéres valeurs entieres de . Un changement de signe se fait voir entre
r=1etr=2:nous fixons donc le 1 de la cellule B. Il reste & recommencer cette procédure pour
les cellules D1, E1, etc.
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Quelques remarques, pour conclure ...

Bien siir, le fichier qui vient d’étre décrit peut encore étre amélioré sur de nombreux points.

Son amélioration la plus notable consiste & 'adapter & la recherche des racines négatives. Une
maniére simple de procéder consiste & écrire, par exemple dans la cellule N11, la formule ,
qui calcule donc 1'opposé du nombre z, et d’écrire ensuite dans la cellule N13 la formule analogue
a celle déja présente en L13, c’est-a-dire :

—(N11A4)-4*¥N11-4

(I'adaptation est réalisée automatiquement en utilisant le presse-papier). Le solveur s'utilise alors
en lisant dans la colonne N ce qui était lu auparavant dans la colonne L.

Le solveur presse-bouton peut évidemment traiter d’autres équations que z* — 4z —4 = 0 il suffit
de changer les formules écrites dans les cellules L13 et N13.

Il est également utile de savoir qu’EXCEL® dispose d'un solveur qui lui est propre, dont le ma-
niement est relativement convivial et efficace, mais qui reste pour I'utilisateur une (merveilleuse)
boite noire. Notre solveur est moins subtil, mais nous savons comment il calcule et surtout c¢’est
le nétre : ga, ¢a n'a pas de prix!

On pourrait encore facilement le modifier de maniére 4 augmenter le nombre de décimales cal-
culées. 1l suffirait d’utiliser un plus grand nombre de barres de défilement. L'intérét serait d’aug-
menter la précision du résultat calculé. N'oublions pas en effet qu'un nombre réel comporte une
infinité de décimales, méme si nous ne pouvons jamais en calculer quun nombre fini!

®
/Bernard Bolzano (1781-1848) N\

Mathématicien, mais aussi philosophe et théologien tchéque. En 1800, il
entame lrois ans d’études en théologie, en méme temps qu’il prépare un
doctorat en géométrie, qu’il obtient en 1804. Deux jours plus tard, il est
ordonné prétre et devient titulaire de la chaire de philosophie et de religion

& université de Prague.

A cause de ses vues pacifistes et de son projet de justice économique, Bol-
- zano est suspendu en 1819 par le gouvernement autrichien dont Uautorité
s’étend a I'époque au territoire tchéque, puis est arrété par I'Eglise qui accuse d’hérésie et las-
signe 4 résidence, avec interdiction de publier.

Mais, comme pour Galilée, cette interdiction ne l'empéchera pas de faire connaitre ses travour,
par des publications a l'étranger. Son travail sur les « Paradozes de Uinfini » est publié en 1851
par un de ses étudiants. Le mot « ensemble » y apparait pour la premiére fois. Bolzano donne des
exzemples de bijection entre les éléments d’un ensemble infini et les éléments d’une de ses parties

propres.

¥ 5. Trompky
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eécritures sans fin

Yolande Noél-Roch

Voici les échanges de trois amis, Arit, Algé et Algo aprés leurs recherches.

Arit : Je suis perplexe! J’ai démontré que 0 = 1 en calculant deux fois
la somme FE, en associant les termes deux par deux, et cela de deux
facons différentes :

LD+ +A =1+ =0+0+04:::=0

l—(I=1 ==L = =1—0—0— =1,

Algé : J’ai trouvé autre chose, en associant les termes encore autrement !

En partant de
1-14+1-14+1-1+1—-+--=1-(1-141-1+1—-1+--+)

et en désignant par x la somme cherchée, j’ai obtenu x = 1 — 2, donc

Z=105
Algo : Alors, grace avous 0 =1=0,5...
Arit et Algé, vexés, changent de probléme !

Arit : Dans F3, j’ai reconnu les termes d'une PG de premier terme
t = 1 et de raison r = % Je sais alors calculer la somme : elle vaut
ix==1lxr=2

2
Algé (un peu nerveux) : Je connais la P.J., les P.V. et mes deux Pépés
. mais pas les PG. Comme pour la premiére somme, j'ai appelé z le
nombre cherché. En partant de
1.y dg Lp 1 _ 1 T Tl d
l+i+i+i+2+ =1+1(0+5+3+5+5%+)
j’ai trouvé x = 1 + 0,5z, donc = 2.

Algo : Au moins, cette fois, vous trouvez la méme chose! Moi, je ne
sais pas calculer des sommes avec des petits points! J'al calculé pro-
gressivement :

Une Progression Géomeétrique est une suite de nombres du type
t tr tr* 2 et

Elle est définie par la raison r et le premier terme ¢{. Chaque
terme est le produit du précédent par la raison.
La somme des & premiers termes vaut

1k
l—

Si k tend vers l'infini et —1 < r < 1, la somme des termes de la
progression géométrique tend vers tﬁ.

t(l+r+ri+o .+ 1) =t




109 S/ 12 Des écritures sans fin
e dans le premier cas :
—_— i 11-111-14+1j1—-14+1—-14---
B | A | B 1 o 1 0
E4 n E4
1 1 1 Pas la peine de continuer, je vois bien que ce sera toujours 1 puis
=1+1/B2 2 2 0, alors je ne vois pas comment décider du résultat! A moins
=1+1/B3 3| 14 qu’en faisant la moyenne pour trouver la réponse de Algé??
;1:1%‘; i L;bbhE.i—;F‘; e J'ai ensuite attaqué lexpression F; qui ne présente que des 1.
—1+1/BE }: : 1 52'5 Cela m’a amené dans des calculs de fractions qui se compli-
—1+1/B7 7 151536462 qw.uaient. Par contre, j’ai remarqué une régle fort simple de passage
=141/88 g 161904762 d'une étape a la suivante. Voici mon tableau :
=1+1/E9 g |1 b1?’b4.=l]5
=1+1/B10 10 151818182
=1+/B11 11 161797753 L1+ 3| 14+ mor [ s n® étape | (n + 1) étape
=1+1/B12 12 1 E1805556 e
=1+'1.":B13 13 l,§1al:lz_h?!'f 1| 2 1+%:% 1+%_—_% 1_;'_ Sn 1+5L-
=1+1/B814 14 151803714 2 n
=1+1/B15 1? 1'518'5]32?9 J'al programmé les calculs sur un tableur; admirez le résultat !
=141 {E”E 16 151803445 C’est plus clair avec des écritures décimales qu’avec des fractions!
wl e F1FY 7 14080 o Je pense que la réponse est 1.618 033 99.
=1+1/B18 18 1B1803406 "
=1+1/B19 19 1/1803396 Algé : Je me suis aussi occupé de ce calcul et j'ai écrit & peu prés la
=1+1/B20 20 1618034 méme chose que toi, précisément grace aux petits points comme tu dis.
=T+1/B21 21 161803333 Puisque 1’écriture du caleul ne s’arréte jamais, je peux écrire s = 1+ .
=1+1/BZ2 22 1R1803393 yec 5 qui remplace le nombre cherché. J'ai trouvé deux racines de
=1+1/B23 23 151803399 léquation 2 —s—1=0: 8§ = HT‘@ et 59 = ]‘T‘/S Manifestement
7 B A B | ]adeuxiéme est un nombre négatif et ne peut pas convenir, mais ma
i 2 '1] =  calculatrice donne 1,618033 989 pour s;. Cela ressemble drélement a
=RACINE(2+B2) | 2 173205081 ton tableur... et au nombre d’Or.
zgﬁg:mgg:gﬁ i : gg;ggggg Arit : Je vais essayer d’appliquer & E5 la méthode de Algé. Si  est le
=RACINE(2+B5) | & 189571785 nombre cherché, on a x = /2 + x et je résous I'équation 22 = 2+ . Je
=RACINE(2+BE) | B 189892917 trouve comme racines —1 et 2. Je suppose que la réponse au probléme
=RACINE2+E7) 7199973228
—RACINER+BS) | 8 1999a3307 o5t 27
=RACINE(2+89) | 3 13999837  Pendant ce temps, Algo a intéressé Algé au tableur. Les trois amis
Zgig:gjggigm g :? l:gggg;gg comparent leurs résultats : cette fois, ils sont concordants.
=RACINE(Z+B12) ; 12 1,5939995974
=RACINE+B13) | 13 199999993
el |14 15990 1. Des questions
=RACINE(Z+EIE) | 16 2
=RACINE(2+B17) | 17 2 Nos trois amis sont contents. Ils ont bien I'impression d’avoir résolu
TRACINEEJ&@ 1? 2 trois problémes sur les cing qui leur ont été proposés mais ils restent
=RACINE(Z+B19) | 13 2

perplexes :
e que penser de E; 7

e peut-on faire confiance & Algé et Arit qui trouvent plusieurs « so-
lutions » pour F, et Ej et éliminent ensuite celles qui ne leur
paraissent pas convenir 7 Les solutions conservées conviennent-
elles 7 Les concordances avec Algo valident-elles les résultats 7
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(’est au milieu de cette discussion qu’apparait Analis qui peut les aider!

Analis : Vous avez remarquablement débrouillé le probléme mais vous
ne disposez pas des éléments de théorie qui vous permettraient de
conclure avec certitude. En gros, il existe des séries qu'on appelle
convergentes et des séries qu'on appelle divergentes :

e 1—14+1—1+---est un exemple de série divergente : aucun nombre

ne résulte de cette addition d’une infinité de termes. L’écriture
E, ne représente donc pas un nombre.
Dés lors, il n’y a rien d’étonnant & ce qu’en associant de diffé-
rentes facons les termes de E, on obtienne des résultats contra-
dictoires! Moralité : les « bonnes vieilles » propriétés de 'ad-
dition, comme l'associativité, sont a mettre en doute pour des
additions infinies. ..

e La méthode de Algé est valable dans certains cas mais peut don-
ner lieu a des difficultés de natures différentes :
— le résultat obtenu pour Fs3 est correct; il est validé par
I’étude des progressions géométriques.

— Au contraire, le résultat obtenu pour E; n’est pas valable ;
en désignant par x la somme cherchée, Algé suppose que
cette somme existe, alors que ce n’est pas le cas!

— Dans le cas de E, et Ey, la situation est moins grave : Algé
et Arit supposent l’existence d’un nombre qui existe
réellement. Mais les équations impliquées sont des consé-
quences de 1'égalité posée tout en n'étant pas équiva-
lentes a cette égalité.

(’en est trop pour Arit, Algé et Algo qui se retrouvent assez décourageés.
Mais Analis leur redonne confiance : les résultats 2, 2 et l+2—‘/§ trouvés
respectivement pour E,, E3 et E; sont corrects. Et quelles sont les
idées & propos de Fj5 7

2. Les nombres rationnels

L’arrivée d’Analis a interrompu les recherches de nos trois amis qui
n’ont pas encore abordé le probléme de Ej et les mises au point qui
viennent d’étre faites les rendent prudents! Ils trouvent que I'écriture
FE» est ambigiie : que cachent les points de suspension 7

Par exemple, que représentent les trois écritures 3,141592...,
17,163974239... et 52,1789898989...7

Avec ces écritures illimitées, depuis bien longtemps vous utilisez des

séries sans y penser. Par exemple
1 4 1 5

31415692 ...= 3+ =+ —=

e "1 " 100 To00 T 0000

Mais il y a plus :

Suites et séries
Avec une suite de nombres
réels

lop t1 t2

on peut fabriquer une sé-
rie, c'est-a-dire une addi-
tion infinie :

to+t1+ta+---

La série converge si, en ad-
ditionnant les termes un a
la fois, on obtient une suite
de sommes partielles, tg,
tg+t1, to+t1 + 12, ... qui
deviennent et restent aussi
proches qu’on le veut d’un
nombre réel 5. Celui-ci est
appelé la somme de la sé-
rie et on dit que la série
est convergente (vers S).
De plus, on note

8 = Tz-f;

i=0

Introduites dans la seconde
moitie du XVII® siécle par
le mathématicien anglais
John Wallis (1616-1703),
les séries et les produits in-
finis ont joué depuis lors
un rdle important dans le
développement de I'analyse
mathématique. J
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Un nombre est rationnel si e 3,141592... fait penser au nombre 7. Dans ce cas, un grand
et seulement s’il admet une nombre de décimales sont connues. Elles ne peuvent pas l'étre
écriture décimale limitée toutes, et on sait que le développement n’est pas périodique, ce
ou illimitée périodique. qui signifie que 7 n’est pas rationnel.

e 17,163974239... et 52,1789898989 ... sont des écritures trés
douteuses car nous ignorons si ces développements sont pério-
diques.

Pour marquer la périodicité d’'un développement, on écrit une seule
fois la période et on la surmonte d’un trait :

= 89
52,1789 = 52,17+ Y —— - 89 89 89
2 5 -l i S W B .
pe QL 52,1789 = 52,17 + 104+106+ + 102n+
L’ensemble des nombres De méme, nous écrirons 0,3 pour %
rationnels est l'ensemble Comment passer de I’écriture fractionnaire a écriture décimale et vice
des nombres qui peuvent .
s’écrire s0us fOI'lnC % ou a
est un entier et b un natu-
rel non nul. 2.1. De la barre a la virgule
35 8 25 |6 Pour trouver ’écriture décimale de 7, il suffit d’effectuer la division de
32 4,375 24 416 a par b. De deux choses l'une
30 10 e ou bien un reste nul apparait. Dans ce cas, 'écriture est limitée.
24 6 ; ; . ; . oA .
50 ~70 e ou bien le reste n'est jamais nul. Comme il doit étre toujours
56 36 plus petit que b, le méme reste réapparait nécessairement aprés
10 — b —1 étapes au maximum ... d’out la répétition de chiffres dans
40 le quotient.
0
2.2. De la virgule a la barre
. 3239 . .. -y :
8,239 = Evidemment, toute écriture limitée se transforme facilement en frac-
1000 . . . , . : .
tion, le dénominateur étant une puissance de 10. Que la fraction soit
simplifiable ou non ne nous intéresse pas ici.
Arrétons-nous un peu aux écritures illimitées. Quelle fraction repré-
B sente 0,457
Siz = 0,P
alors 1%z = PP G = 5 3s .
(10F — 1)z = P ' 100~ 10000 102
M Ainsi, les méthodes utilisées par Arit et Algé permettent toutes les deux
'3 . T _ 45 1y s A A
¥ = gy de démontrer que 0,45 = 99+ D’une maniere plus générale, le nombre

0,F ot P est une période de % chiffres s’écrit aussi % ou encore
%, en utilisant autant de chiffres 9 qu’il y a de chiffres dans P.

En deux étapes, le nombre 325,745 se raméne & la fraction 32Ty

ooy = 220894430 Plys généralement, tout nombre du type E,M P peut

s'écrire E,M + 10™ x 0,P si m est le nombre de chiffres écrits entre la
virgule et le début de la période. Ainsi, toute écriture décimale illimitée
périodique est un nombre rationnel.
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3. Le tableur n’est pas infini!

Programmons-le pour calculer progressivement les expressions Ey et Fg.

1 1 1 1 1 1 1 1
Ey:ldt-o4-+-+—4--- B s Lo Socfe Sodfie & ot e 4
3 +2+4+8+16+ 6 +2+3+4+5+
Tl s e e = e e e P e = e e T TE T R
E3 E3 E6 E6
1 =1/42 =B2 1 1 1 1 1 1] 1 =1/D2 =E2
=A272  =1/A3 =C2+B3 2 05 15 2 05 15 =D2+1 =1/D3 =F2+E3
|=AF2  =1/A4 =C3+B4 4 025 1,75 3 033333333 183333333 =D3+1 =1/D4 =F3+E4
[=A4"2  =1/A5  =C4+B5 8 0,125 1,875 4 025 208333333 =Dd4+1 =1/D5 =F4+E5
|=A5"2  =1/AB =C5+B6 16 0,0625 19375 5 02 27283333353 =D5+1 =1/DB =F5+EB
|=AB"2  =1/AT  =CEHB7 32 003125 196875 & 016666657 245 =DB+1 =1/D7 =FB+E7
|=A772  =1/A3 =C7+B8 B4 0015625 1984375 7 014285714 259285714 =D7+1 =1/D8 =F7+E8
|=AB2  =1/A3 =CB+ES 128 00078125 19921875 B 0,125 271785714 =DE+1 =1/09 =FB+E9
[=A972  =1/A10 =C5+B10 256 000350825 199609375 9 01111111 282896825 =D9+1 =1/D10 =F9+E10
[=A1072 =1/A11 =C10+B11 512 000195313 1,99804668 10 00 282896825 =D10+ =1/D11 =F10+E11
=A1172 =112 =C11+B12 1024 000097656 1,99902344 11 009090509 301987734 =D11+1 =1/D12 =F11+E12
=A1272 =1/A13 =C12+4B13 2048 000043828 193951172 12 008333333 3.10321068 =D12+1 =1/D13 =F12+E13
=A132 =1/A14 =C13+B14 4096 000024414 193975586 13 007692308 3,180133768 =D13+1 =1/D14 =F13+E14
=A1472 =1/A15 =C14+B15 8192 000012207 199987793 14 007142857 325156233 =D14+1 =1/D15 =F14+E15
=A15"2 =1/A16 =C15+B18 16384 6,1035E05 199993095 15 0,066G8667 331822889 =D15+1 =1/D16 =F15+E16
=A1B2 =1/A17 =C16+B17 32768 3051BE-05 1,99996943 16 00625 338072899 =D16+1 =1/D17 =F16+E17
=A17"2 =1/A18 =C17+B18 B5536  15259E-05 199995474 17 005802353 343955252 =D17+1 =1/D18 =F17+E18
=A18%2 =1/A19 =C18+B19 131072 7 B294E-06 199999237 18 0055656556 349510808 =D18+1 =1/D18 =F18+E13
=A1972 =1/A20 =C13+B20 262144 3 B147E-06 199999619 19 005263158 354773966 =D19+1 =1/D20 =F18+E20
=A2072 =1/A21 =C20+B21 524288 19073E-06 199999803 20 005 359773966 =D20+1 =1/021 =F20+E21
=A2172 =1/A22 =C21+B22 1048576 95367E-07 139399905 21 004761905 364535687 =D21+1 =1/022 =F21+E22
=A2272 =1/A23 =C22+B23 2097152 47684E-07 199999352 22 004545455 359081325 =D22+1 =1/023 =F22+E23
=AZIT =1/A24 =C23+B24 4194304 2 3842E-07  1,99999576 23 004347826 373429151 =D23+1 =1/D24 =F23+E24
=AZ42 =1/AD05 =C24+E25 5386608 1,1921E-07 1,99999288 24 0D416BBE7 377595818 =D24+1 =1/D25 =F24+E25

L’outil de calcul utilisé, si perfectionné soit-il, ne nous permet pas de
déterminer si E3 et/ou Eg représentent des nombres. Dans les deux
cas, les termes ajoutés deviennent de plus en plus petits. Les sommes
calculées dans la colonne Ej5 atteindront-elles 2 .. .dépasseront-elles 27
Et dans la colonne FEj, atteindront-elles 3,8 ou 47 dépasseront-elles
ce(s) nombre(s) 7

Il faut disposer de résultats théoriques pour étayer les tatonnements
numériques. Par exemple, dans le cas de E3, Arit a invoqué les résultats
relatifs aux Progressions Géométriques pour affirmer a priori que la
somme existe, ce qui valide le résultat 2 trouvé par nos amis.

Au contraire, la colonne Ejy de notre tableur donne les premiéres va-
leurs d’une série divergente célébre en mathématique : la « série har-
monique ». Bien que les termes ajoutés soient de plus en plus petits,
il suffit de calculer « suffisamment loin » pour dépasser n’importe quel
nombre, aussi grand qu’on le choisisse. (Voyez & ce sujet la rubrique
Jeuz, page 27.)

La série harmonique di-
verge

4 2
s T —

3 4 1

TEFE I
Ieshs o5 g ©

56 "% @ 8

1, 1 11 8
9 10 15 ' 16 16
Des blocs de 2, 4, 8, ... 2"

termes donnent chaque fois
une somme supérieure a 0,5
et les sommes partielles dé-
passent successivement 2 ;
2655 8 3,5+ 1000000-.--
n‘importe quel réel arbi-
trairement grand.

Solutions des exercices de la rubrique « Olympiades mathématiques » :
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Prérequis
Les nombres
premiers

Un nombre naturel est
premier s’il admet ezac-
tement deux diviseurs :
lui-méme et 1.

Le crible d’Eratosthéne
de Cyréne, (environ
—276 & environ —194)
est une méthode de
recherche des nombres
premiers. Il suffit d’écri-
re, par ordre croissant,
tous les naturels, de bar-
rer 1, d’entourer 2, de
barrer tous ses multiples
stricts, de recommencer
cette opération avec
puis avec le premier non
barré (5) et ainsi de
suite.

Les mnaturels entourés
sont premiers.

/ N
/
<71 T B
o k’-uk Z k’vl
3

X OO O
DD

Pour savoir si un na-

turel n est premier, il

suffit de tester comme

diviseurs éventuels les

nombres premiers p tels
2

que p© < n.

Math-Jeunes n°109S, 16-18, 2004

Ver par recurrence

Nicole Lambelin

Thomas : Choisis un naturel plus petit que 20, ajoute-lui son carré et
augmente ton résultat de 41.

Loic : C’est fait.

Thomas : Je parie que tu obtiens un nombre premier.

Loic : Tu as raison, 71 est premier. Est-ce vrai pour tous les naturels
plus petits que 207

Thomas : Oui, regarde.

n 01|23 |4|5|6|7]|8]9]10
n*+n+41|41[43 )47 |53 61| 71|83]97[113[131|151
n 111121314 15|16 |17 |18 1920

n®+n+41(173(197|223|251[281|313|347(383|421|461

Loic : Et pour les autres naturels 7

Thomas : Oh, si c’est vrai pour les naturels de 0 & 20, c’est stirement,
vral pour tous les naturels.

Loic : Pas siir, essayons.

n 21122123 |24 |25)|26 |27 |28|29]|30
n? +n +41|503|547|593|641|691|743|797|853]911]971

Thomas : Tu vois que c¢’est vrai.

Loic : Persévérons.

n 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

n? +mn+41[1033|1097|1163[1231[1301|1373|1447|1523|1601 | 1681

1681 est le carré de 41 :

407 + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 40 x 41 + 41 = 41(40 + 1) = 41°
Ta propriété est donc fausse puisqu’il y a au moins un naturel pour
lequel elle est fausse.

Thomas : Heureusement que ce premier naturel était 40 et pas

2823459!

Loic : Nous aurions aussi pu voir, méme sans calculatrice, que n?-+n-+41
n’est pas premier lorsque n = 41 car 412 + 41 + 41 est divisible par 41.

Justine : Moi aussi, j'al une propriété & vous proposer :
« Pour tout naturel n, 4" + 2 est un multiple de 3 ».

Loic : Essayons.

n |0[1|2]3| 4 5 6 7 8 9 10
4" +2|3|6]18|66|258 (1026|4098 (16386 |65538 (262146 | 1048578
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Thomas : Ils sont tous divisibles par 3. Mais maintenant je me méfie, comment vérifier pour des
valeurs plus grandes ? On va rapidement dépasser les capacités de la calculatrice.

Loic :
tester une infinité de valeurs, ce qui est impossible.

Thomas : Comment faire ?

Justine : Réfléchissons, nous avons vérifié la propriété pour les naturels
inférieurs ou égaux a 10; il suffirait de prouver que dés que la propriété
est vraie pour un naturel alors elle est vraie pour le naturel suivant.
Notre propriété serait alors vraie pour 11, 12... pour tout naturel.

Thomas : Pourquoi?
Justine : Pense & un domino qui, en tombant, entraine la chute du
domino suivant. C’est un peu le méme principe :

e La propriété est vraie pour n = 0.

e Comme elle est vraie pour n = 0, elle est vraie pour n = 1
puisque si la propriété est vraie pour un naturel, alors elle est
vrale pour le naturel suivant.

e Comme elle est vraie pour n = 1, elle est vraie pour n = 2... et
ainsi de suite, indéfiniment.

Thomas : J'ai compris, mais encore faut-il démontrer cette « hérédité ».

Loic : Je pense avoir trouvé.

Meéme si notre calculatrice pouvait afficher un plus grand nombre de chiffres, il faudrait

« Quoique cette proposi-
tion ait une infinité de cas,
j'en donnerai une démons-
tration bien courte en sup-
posant deux lemmes. Le
premier, qui est évident de
soi-méme, que cette pro-
portion se rencontre dans
la seconde base. [...] Le
second, que sl cette pro-
portion se trouve dans
une base quelconque, elle
se trouvera nécessairement
dans la base suivante. »
(Pascal, Traité du triangle

arithmétique, 1654)

1. 49 4+ 2 = 3 est un multiple de 3. Donc la propriété est vraie pour le plus petit naturel.

2. Si 4™ + 2 est un multiple de 3 alors 4"*t! + 2 'est aussi car :
Il existe p € Ny tel que 4" + 2 = 3p (hypothese de récurrence).

Donc 4" 42 =44"4+2=4.(3p—2)+2 = 12p—8+2 = 12p — 6 = 3(4p — 2) est multiple de 3.

Thomas : Si j’ai bien compris, le principe est le suivant :

Soient Pn: Pl. vie Pn- "
paramétre naturel n.

. des propriétés mathématiques dépendant d’'un

F, est vraie

VneN:F,= P, } — Yn € N : P, est vraie.

Loic : Il y a donc deux phases :

e « l'initialisation » qui est la vérification de la propriété pour la
plus petite valeur ng (le plus souvent 1o = 0 ou 1),

e « 'hérédité » ot on prouve que si la propriété est vraie pour un
naturel n, alors elle est vraie pour le naturel suivant n + 1, et
cette preuve doit étre valable pour n’importe quelle valeur de n
supéricure ou égale a ny.

DEBOLE, MAIS

La récurrence selon Franquin

Extl_‘,ait de

Le symbole V signifie (et
se lit) « Pour tout », ou
« Quel que soit ». La phrase
«¥Vn € N : P, est vraie. »
signifie donc « Quel que
soit le mnaturel n, la pro-
priété P(n) est vraie ».

¥ est appelé le « quantifica-
teur universel ».



109 S/ 18

Prouver par récurrence

Indications pour la dé-
monstration de la pre-
miére proposition.
1 Prouve la propriété pour
n=-1.
2 Prouve que :
Vn € Ny :
Si
14243+ 4n = 2t
Alors

142434 wstntl=
(n+1)(n+2)
2

Giuseppe Peano (1858-
1932) a défini l’ensemble
des naturels non nuls par
cing axiomes, puis 'addi-
tion et la multiplication
dans N par récurrence.

« Le caractére essentiel du
raisonnement par
rence c’est qu'il contient,
condensés pour ainsi dire
en une formule unique, une
infinité de syllogismes »
Henri Poincaré (1854-1912)
La Science et 'hypothése

récur-

Thomas : Entrainons-nous sur les propositions suivantes :

-VneNm1+2+3+”.+n=nﬁm

.VHGNO:12+22+32+"'+R2:M%2”—+])

Vn€Ny:12+23+34+ -+ (n—1).n = 0000
Vn € N : 3#+2 _ 9n+l egt divisible par 7.

La somme des cubes des n premiers naturels impairs est :
n?(2n% — 1)

Justine : Si nous n’y arrivons pas, nous demanderons de 'aide & notre
professeur.

Loic : J'ai trouvé des pseudo-démonstrations par récurrence qui sont
fausses et je ne trouve pas l'erreur.

Justine : Explique.

Loic : Les crayons de couleur sont tous de la méme couleur.

En effet,

Initialisation :

P, est vrale car un crayon est de la méme couleur que lui-méme.
Hérédité :

Soient n 4+ 1 crayons. Retirons un crayon, les n crayons restants sont
de la méme couleur (par hypothése de récurrence). Reposons ce crayon
et retirons un autre crayon, les n crayons restants sont a nouveau de
méme couleur (par hypothése de récurrence). Le premier crayon retiré
était donc bien de la méme couleur que les autres et donc les n + 1
crayons sont de la méme couleur.

Thomas : C’est faux.

Justine : Oui, mais je ne vois pas ot le raisonnement est incorrect.

Loic : Voici une autre démonstration. Pour tout naturel n supérieur ou
égal & 2 : n points distincts du plan sont toujours alignés.
Initialisation :

P5 est vraie car deux points distincts sont toujours alignés.

Heéréditeé :

Prouvons que si n points distincts du plan sont alignés alors n-+1 points
distincts du plan le sont aussi. Soient A;, As,...A,.1 n + 1 points
distincts. Ay, Ay... A, sont alignés (par hypothése de récurrence),
ils appartiennent & une droite d. A, Aj,... A, sont alignés (par
hypothése de récurrence), ils appartiennent & une droite d’. Les droites
d et d’ ayant n — 1 points communs (As, A3... A,) sont confondues et
donc Ay, As... A,4q sont alignés.

Justine : Ha! Maintenant, j’ai trouvé.

As-tu, comme Justine, trouvé l'erreur ?



A quell

L’Anglais John Wallis, in-
venteur du symbole oo,
serait bien étonné d’ap-
prendre que bon nombre de
touristes portent ce sym-
bole en bandouliére. En
fait, tous ceux qui dis-
posent d'un appareil pho-
tographique muni des trois
réglages traditionnels de la
distance, du diaphragme et
de la vitesse.

Mais que vient faire ce
symbole sur I'objectif d'un
appareil photographique ?
Il n'est pas question de
photographier un objet
placé a cette « distance » !
Alors?

Recherchons la réponse sur

1

Sur la photographie ci-
dessus, les distances sont
indiquées (en métres et en
pieds) sur une bague mo-
bile.

La distance sélectionnée est
celle qu
d’'un losange blanc, 4 | si-

amenée en face

tué sur une bague fixe pla-

cée juste sous la bague des
distances.

Math-Jeunes n°109S, 19-23, 2004

distance est I'infini?

Guy Noél

De part et d’autre de n, on trouve 1’échelle des indices de diaphragme.
Etant placée sur une bague fixe, cette double échelle ne peut servir &
s¢lectionner I'ouverture du diaphragme. Mais les indices de diaphragme
figurent aussi sur une seconde bague mobile placée encore en-dessous
et vers laquelle n pointe également. C'est cette bague qui sert a la
sélection du diaphragme.

Petite digression concernant les indices de diaphragme

Les valeurs indiquées sur l'objectif sont des valeurs approchées au
dixiéme prés. Les valeurs (les plus courantes) approchées au centiéme
prés sont les suivantes :

[1.41]2]2,82]4]5,65[8]11,31]16]22,62]

Avez-vous déja eu la curiosité de les élever au carré?

[1,99]4[7.95[16]31,92[64]127,69]256 511,66

Vous avez compris : les valeurs exactes des carrés sont 2, 4, 8, 16. .. Les
valeurs des indices de diaphragme constituent donc (aux approxima-
tions prés) une suite géométrique de raison V2. D’aprés vous, pourquoi
a-t-on choisi cette valeur 7 En ouvrant le diaphragme d’un cran, I'in-
dice est divisé par v/2 et le rayon du diaphragme est multiplié par
V2. L’aire du diaphragme est donc multipliée par 2 et la quantité de
lumiére pénétrant dans l'objectif est doublée.

L’indice de diaphragme est le rapport i, o f est la distance focale

d

et d le diamétre du diaphragme.

Le carré du rapport inverse ¢ mesure
la « luminosité » de l'objectif, c’est-a-
dire la quantité de lumiére recue par un
cm? de pellicule. L’exposition est donc
d’autant plus intense que 'indice de dia-
phragme est petit.

Parlons un peu du réglage de la distance.

Pour photographier un ohjet @, placé & une distance donnée p de
I'appareil, on doit régler celui-ci sur la distance p, & 1’aide de la premiére
bague mobile dont il a été question plus haut. Ce réglage a pour objet
de déplacer légérement 'objectif par rapport au plan de la pellicule
de maniére que I'image de l'objet se forme exactement dans ce plan.
Comment détermine-t-on 'amplitude de ce déplacement ?
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C’est le moment de rappeler la lot fondamentale des lentilles.

Loin d’étre une lentille Conformément aux habitudes, limitons-nous a considérer des lentilles
mince, l'objectif d'un minces : leur épaisseur est petite par rapport a leur rayon de courbure.
appareil  photographique|  De plus, elles sont utilisées dans ce qu’on appelle les conditions de
est constitué de plusieurs Gauss : les rayons lumineux sont peu inclinés sur l'axe de la lentille et
lPTnt-illes épaisf"es' Celles- ne frappent celle-ci qu’en des points proches de son centre.

¢l sont  soigneusement

choisies de fagon que
la déviation des
lumineux passant a travers
I'objectif soit
celle qui

rayoils

proche de
serait due a
une lentille mince. Nous
pouvons donc considérer la
formule des lentilles minces
comme une approximation

suffisante pour nos besoins.

Dans le cas de l'appareil
photographique, seule la fi-
gure de gauche présente
un intérét : l'objet @ est
forcément a l'extérieur de
I’appareil ! Cependant il est
bon de noter que la formule
qui permet de déterminer
la position du point P’ en
fonction de celle du point P
est la méme dans les deux

cas de figure.

D’aprés le théoréeme de Thalés, on a
Introduisons des coordonnées : l'origine des abscisses
est placée en C, I'axe est orienté dans le sens des
rayons lumineux (ici, de gauche a droite). Les abs-
cisses des points P et P’ sont notées respectivement
pet p'. Celles de I et F' sont —f et f. Dans les deux

rac de Aonire an AA
cas Qe Iigure, ¢n e

Tracons le graphique de la fonction p’ =

courbe est une hyperbole d’asymptotes paralléle aux
axes. L’ordonnée de 'asymptote horizontale est f :
quand l'objet s’éloigne & l'infini, son image se rap-

proche du foyer F".

£,
rs
e
2,
)
—

Les foyers F et F’ d’une lentille mince I sont deux points situés sur
I’axe de la lentille, de part et d’autre et & la méme distance f de celle-ci
(la distance focale). Ces foyers ont des propriétés remarquables.

e Les rayons lumineux paralléles & 'axe de la lentille se réfractent
en passant par un fover,

e Les rayons lumineux passant par un foyer se réfractent paralléle-
ment a 'axe de la lentille.

Comme le rappellent les figures suivantes, ces propriétés permettent de
déterminer la position de I'image d'un objet O, symbolisé ici par une
fléeche PA. Dans la figure de gauche, la distance de l'objet a la lentille
est supérieure & la distance focale. L'image, symbolisée par une seconde
fleche P'A’, est réelle et située de l'autre cété de la lentille. Dans la
figure de droite, l'objet est a une distance de la lentille inférieure a
la distance focale. L'image est alors virtuelle et du méme cété de la
lentille que I'objet.
L

A B

T\ c s
P E\\ F’_\: P’ F P
B

|PF| _ |AF| _ |BC| _ |BF'| _ |CF'|
|FC| — |FB'| = |CB'| — |FrA'| T |F'PC

! ka
1
I
1
1
1
1
1
1
:
1
o f\T‘YY\11]D T\T‘éf‘él’]ﬂﬂ‘*‘(\ (17“;1‘ !
a formule précédente (voir Sy
_______________ L
1
1 + —>
=T = S 14
P _ ;
Py |
. La .
P+ f :
1

N’oubliez pas que f est une constante
(la distance focale) et que la variable
est notée ici p plutdt que x.
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Quand & I'abscisse de I'asymptote verticale, elle vaut — f

. si lobjet se déplace de —oo vers le

foyer I, alors p’ tend vers +oc : 'image s’éloigne indéfiniment vers la droite. Lorsque l'objet est
placé en F, peut-on encore parler de son image? On pourrait dire qu’elle se trouve a l'infini, &

l'extréme droite de la lentille.

Mais immédiatement, p devenant supérieur & — f, 'image réapparait. .. & l'extréme gauche de la

lentille puisque p’ est alors « proche de —oo ».

Conclusion :
Nous pouvons tout aussi bien dire qu'un objet situé en F' n’a pas d’image, ou que celle-ci est
située a l'infini. Mais dans ce cas, nous ne pouvons préciser s’il s’agit de +o0c0 ou —oc.

Revenons a la photographie.

Nous venons de voir comment régler 'appareil photo : si l'objet &

photographier est a la distance x de I’appareil, il convient de s’arranger

pour que la distance 2’ du plan de la pellicule a I'objectif soit donnée
1 _1 1

par la formule = = P (voir la remarque ci-contre).

Supposons donc que I'appareil est réglé sur la distance xy. Un point
situé a cette distance de l'appareil apparait comme un point sur la
pellicule. Notons que, quel que soit 'emplacement du point sur l'axe
de I'objectif, I'ensemble des rayons lumineux qui frappent la pellicule
sont ceux qui passent a travers I'ouverture (circulaire) du diaphragme.
Ils constituent donc un céne.

Considérons ensuite un point situé a une distance z, différente de ;.
Son image n’est pas sur la pellicule. Cependant les rayons lumineux is-
sus du point viennent frapper celle-ci. Le point apparaitra donc comme
une tache circulaire : la section du céne de rayons lumineux par le plan
de la pellicule.

L X <Xy, Pellicule L

Remarque : Dans la for-
mule des lentilles, p n’est
pas la distance de l'objet
a la lentille, mais 'abscisse
de 'objet. Dans le cas d'un
appareil photo, cette abs-
cisse est négative. A par-
tir d’ici, nous raisonnons en
termes de distance. La dis-
tance de 'objet a l'objec-
tif de I'appareil photo sera
notée z, celle de son image
a cet objectif sera z’. On a
donc z = —p et ' = p.
La formule des lentilles de-

vient alors & = & — L,
x fa

x>x, Pellicule

Ce n’est pas grave si la tache est trés petite : I'ceil ne verra pas la différence. Le diamétre maximum

que peut avoir une tache circulaire pour étre pergue comme un point dépend de beaucoup de
o : . g -

paramétres (notamment de I'agrandissement & I'impression). Une valeur | arslater db o

raisonnable pour les photos au format 24 mm x 36 mm est 0,01 mm.
Nous noterons dg le diamétre maximum acceptable pour 'image d’un
point. Examinons la question suivante :

Quelles sont les valeurs de xqg telles que tous les points situés a une
distance x de l'objectif supérieure 4 xq aient une image netle, c’est-a-
dire de diamétre inférieur a og ¢

Lorsque 'appareil est réglé sur une de ces distances xy, on pourra
affirmer que la profondeur de champ va jusqu’a 'infini.

correspondant & la distance
xg est lintervalle [z1,z2]
des valeurs de x pour les-
quelles la tache circulaire
est pergue comme un point.
Il est indiqué par la double
d'indices de dia-
phragme située de part et

échelle

d’autre de n
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Calculons le diamétre de I'image d’un point situé % xS Pelliawle
a une distance x > xg de l'objectif. D’aprés le
théoréme de Thalés, on a

|LC| |C'P'|
QFl R P|
Or |LC| est le rayon du diaphragme : . Si nous notons § le diamétre de la tache image du point
& 2 g p
i H !
P, |QP}| vaut 2. De plus |CP'| = 2’ et |P'Pj| = 2}, — 2’ La formule ci-dessus devient ¢ =
= —Ty
On obtient ainsi d en fonc;i%p ii?r}t : Ci-dessous, nous aurons aussi besoin de la valeur de
§=g(z) = g d pour z < zp. Un calcul analogue au calcul ci-contre
: - p log
Par ailleurs, puisque ;} — %k %’ nous connaissons montre que dans ce cas § = ——>. Ainsi, pour tout
2’ en fonction de x : / . 1. |2 — )|
T 2 n_d-|T’ —xy
¢ =h{g)=— 7 d=g(a )—f
T — =
¢ N , Graphique de x’ = hi(x)
Le graphique de droite montre que pour = = o, *

on a f < 2’ € xy. Pour que 'image de tous les
points avec x > 1 soit nette, il suffit donc que la
fonction g soit inférieure a dy sur tout 'intervalle
[f.xp]. Cette fonction étant décroissante sur cet
intervalle, la condition se raméne & g(f) < d.

Graphique de 5 = g(x’)

0 f Xy X’ 0 f X, x

0 . d(zh—f) o Jxo : 3 §5 3

rg(f) = =52 et xp = o F Un petit calcul raméne alors la condition g(f) < dy a
Ty = —d}f L f

Derniére question : Quelle est la profondeur de champ si nous réglons la distance sur oc ?

Cela revient a faire tendre z, vers I'infini. Dans ce cas, z{, tend vers f et, puisqu’on a cette fois
r < g, le diametre J de I'image du point situé a distance = de 'objectif peut étre assimilé a
@ Vous vérifierez sans peine que cette expression vaut If de sorte que la condition § < dy
devient

S dF
== %

5 N - - 2 . .. . i
Cette formule s’écrit généralement sous la forme ?f 5. ou n est l'indice de diaphragme.

Ezemple : Considérons un objectif de distance focale de 50 mm, un indice de diaphragme de 8
et prenons ﬁ mm comme valeur de dy. Le diameétre du diaphragme vaut alors d = % mm. La
différence entre les résultats fournis par les deux formules encadrées vaut exactement la distance
foocale f- D’aprés la deuxiéme formule, si on régle la distance sur oo, 'image est nette a partir de
nf_(;o = 8?(50981 mm = 31,25 m. En utilisant la premiére formule, on trouve 31,3m.

Pour cet objectif, cette ouverture de diaphragme, et cette valeur de dy, nous pouvons dire que

l'infini commence a 31,25 m!

L’auteur remercie vivement C. Villers et P. Tilleuil dont les suggestions ont permis d’améliorer sensiblement le présent texte.
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/John Wallis (1616-1703) T

Whallis est souvent considéré comme le plus important parmi les mathématiciens
anglais, prédécesseurs de Newton. A Uécole, il étudie le latin, le grec et I'hébrey,
mais pas les mathématiques. Fn 1651 il apprend les régles de ['arithmétique et, dés
lors, il se passionne pour cette science. fn 1632, il entre au collége & Cambridge
ot il étudie l'éthigue, la métaphysique, la géographie, l'astronomie, la médecine
et Panatomie! En 1640, il est ordonné chapelain. Lors de la guerre civile entre
les Royalistes et les Parlementaires, Wallis s’exerce a la cryptographie. Quoigue
Parlementaire, il se prononce contre Uexécution du roi Charles I. Le roi Charles
1T le confirme dans son emploi et le nomme Royal Chaplain.

En 1647, la lecture du Clavis Mathematicae de Qughtred convaine Wallis de se vouer aux mathématiques.
Il étudie Kepler, Cavalieri, Roberval, Torricelli, et Descartes et prolonge leurs travauz. Dans I’Arithmetica
infinitorum (1656), il développe le traitement analytique de la géoméirie dans le style de Descartes. C’est
lui qui utilise pour la premiére fois le symbole oco. Griace o Wallis, puis a Newton, UAngleterre allait
jouer un role majeur en recherche mathématique, jusqu’au moment ot Leibniz, les Bernoullis et Euler
ramenérent le foyer sur le continent.

S. Trompky




Le

En grammaire les régles
comportent trés souvent
des exceptions (les pluriels
en x, 'accord des participes

passés, les verbes irrégu-

liers, etc).

Les mathématiciens n’ap-
précient pas les exceptions.
Il leur déplait de devoir
dire que
distinctes

« deux droites
plan se
coupent en un point
excepté si elles sont pa-
ralleles ». lls préférent
« deux droites
d’un

d’un

dire que
distinctes
coupent en un point »
point peut étre a

plan se

finie (droites sécantes) ou a

I'infini (droites paralléles).

Comme notre vue de rails,
ou d’arbres le long d’une
route nous donne I'impres-
sion qu'ils se rejoignent trés
loin, cette idée ne devrait
pas nous choquer.

Math-Jeunes n°109S, 24-26, 2004

oints a l'infini

Cependant, il v a un probléme : si nous nous retournons, nous les
voyons se rejoindre de I'autre coté. Y aurait-il deux points a U'infini sur
ces droites paralléles 7 Cela ne nous arrangerait pas du tout ; remplacer
une exception par une autre n’était pas notre but! Nous dirons donc
qu’il s’agit du méme point, et nous pouvons méme invoquer des argu-
ments physiques a 'appui de cette idée (voir I'article A quelle distance
est oo ? dans ce numéro).

Mais le mathématicien a-t-il le droit de décréter qu’une droite a un
point a l'infini 7 Pouvez-vous imaginer qu’un physicien affirme qu’un
pot de fleurs laché au premier étage se dirige vers le deuxieme? S'il
batissait une mécanique sur ce genre de propositions, il décrirait une
science « fausse ». Il n’est pas « vrai » qu'un objet qui tombe s’éloigne
du centre de la Terre.

Est-il « vrai » qu’'une droite a un point a I'infini ?

Cette question ne se pose pas. La géométrie n’est ni vraie ni fausse : elle
est cohérente, sans contradiction avec les postulats(axiomes) posés au
départ et avec les théorémes qui en ont découlé. Bien stir, ces postulats
ont d’abord été choisis dans I’Antiquité, en accord avec l'expérience de
tous les jours et le bon sens. Ils ont été réexaminés et complétés a la fin
du dix-neuviéme siécle. Mais nous verrons dans un prochain numéro
qu’on peut en choisir d’autres et qu’on obtient alors des géométries dif-
férentes, parfois choquantes pour notre esprit, mais tout aussi valables,
4 condition de ne contenir aucune contradiction.

Nous pouvons donc accepter que chaque droite a un point & 'infini et
un seul.

Quelle ligne ces points constituent-ils dans le plan ?

Pagsons a trois dimensions :

« deux plans distincts se coupent suivant
une droite, excepté s’ils sont paralléles ». Supprimons cette exception
et nous trouvons que « deux plans se coupent suivant une droite ».
S’ils sont paralléles, cette droite est a 'infini. Chaque plan a, dés lors,
une droite a U'infini et la ligne des points a l'infini d’un plan est une

droite.

Jouons un peu avec ces nouveaux points.

Que leur arrive-t-il lorsque le plan subit une transformation ?

Passons en revue les transformations que nous connaissons :
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e Les translations

- Nous voyons et savons que l'image de
droites paralléles est formée de droites pa-
ralléles. L'image du point a I'infini est un
point a I'infini. Mieux encore : puisque les
images des droites leur sont paralléles, il

s'agit du méme point & I'infini.

e Les rotations

(
Les images de droites paralléles sont pa-
ralléles, mais dans une direction diffé-
rente, sauf si 'angle de la rotation est de
0° ou 180°. Dans le cas général, 'image
du point & l'infini est un point & l'infini,

mais un autre.

e Les homothéties

Mémes conclusions que pour les transla-
tions.

Meémes conclusions que pour les rotations

e Symétries centrales

W Meémes conclusions que pour les transla-

tions.
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On dit que les points & I'infini sont invariants pour les translations, les homothéties et les symétries
centrales. La droite de l'infini est invariante aussi.

Les points & I'infini ne sont pas invariants pour les rotations et les symétries axiales (sauf les cas
particuliers mentionnés), mais comme ils restent a 'infini, la droite de I'infini est globalement
invariante

Les transformations qui appliquent toute droite sur une droite et laissent la droite de l'infini
invariante (notamment toutes celles qui précédent ) sont dites transformations affines.

Est-il possible d’envoyer un point a I'infini & distance finie et inversement ?

Envisageons la projection centrale d’une droite d sur une
droite d’ & partir d’un point P. Les points A, B, C, D de d
ont pour image A’, B', C', D’. Pour le point £, tel que le
segment PE est paralléle a d', la rencontre ne se fera qu’a
I'infini. L’'image du point P, a distance finie, est a l'infini.
D’autre part, le point & U'infini F' de d, a comme image F”,
a distance finie.

On peut, de méme, projeter un plan 7 sur un autre, 7', & partir d’'un point P et transformer ainsi
sa droite de I'infini en une droite UV & distance finie pendant que I'image d’une de ses droites a
distance finie, £F, part & 'infini.

Nous voyons ainsi que la différence entre les
points 4 l'infini et les points « ordinaires »
peut étre effacée par certaines manipula-
tions et que le mathématicien travaille sans
trop de difficultés, dans le plan et dans l'es-
pace, avec ces nouveaux points.

/Richard Dedekind (1831-1916)

Mathématicien allemand. Il entre d ['université de Gottingen a 17 ans. Il y
suit principalement des cours de mathématique et de physique. A partir de
1850, il suit les enseignements de Gauss dont il sera le dernier éléve. En
1854, il devient professeur a l'université et donne des cours de probabilité
et de géométrie, tout en suivant lui-méme des lecons de mathématiques plus
avancées. A partir de 1858, il enseigne au Polytechnikum de Ziirich.

En cherchant comment enseigner le calcul différentiel et intégral, il s’inter-
roge sur la définition des nombres irrationnels et introduit l'idée de coupure.
En 1874, Dedekind rencontre Cantor et discute avec lui de la théorie des ensembles. Il a eu une
influence particulierement tmportante sur les mathématiciens de son époque grice a son habileté
a formuler ses idées et a la clarté de ses exposés.

\ 8. Tromply
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1. Avec les chiffres de 1 a 9.

1.1 Le cent milliéme, (Championnat de France des Jeux mathématiques et logiques 1987.)

On dresse la liste des nombres qui s’écrivent avec les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9, chacun pris
une seule fois. On classe ces nombres par ordre croissant.

e Combien de nombres obtient-on ?
e Quel est le 100 000° nombre de la liste ?

1.2 A propos de carrés parfaits.

e Quel est le carré de 1111111117
e Le nombre 98 765432 123 456 789 est-il un carré parfait ?

1.3. Des multiples de 11.

En utilisant les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9, chacun pris une seule fois, écrire
e le plus grand multiple de 11 possible,
e le plus petit multiple de 11 possible.

2. Des produits & décrypter.

Chacun des symboles ', L 2 Q, # représente un entier compris entre 1 et 10. A droite et sous la
grille sont indiqués les produits par ligne et par colonne. Retrouve la valeur de chacun des symboles.

Grille facile Grille difficile
V| s & & ¢ 30 V 9V &6 ¢ 25
S| b b A A 8000 L I B N N A REE
VYV & | & |9 | & 26 b | b ¢ & ¢ |4008
¢ YV & ¢ 4 640 ¢ | & | d & S 6l
S | A& | S| A M 230 | ¢ ¢V & 334

100 1280 5000 1280 16384 576 768 T68 1536 T68
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3. Vitesse de croissance

La série harmonique
QISP S B
2 3 4 5 6
est signalée comme étant divergente dans ’article « Des écritures sans fin » : les valeurs des sommes

Sp=1+ % + % g e i deviennent aussi grandes que ’on veut.

Une trés bréve ébauche de démonstration y est donnée en marge de la page 15. Cette ébauche peut
vous aider & trouver une valeur de n pour laquelle

a) sy >».3,5 b) sy =4 c) s, > 10

Si un ordinateur exécute une opération en 1 microseconde, combien de temps mettra-t-il pour
additionner suffisamment de termes de la série 1 + = + % + i e % 4 % + -+ - pour que le résultat soit
supérieur a 1007

4. Des symétries « miroir »

Placez le miroir inséré dans ce numéro de
Math-Jeunes sur la figure ci-dessous de maniére
a créer les figures de la page suivante.

Attention : conservez précieusement le miroir,
nous le réutiliserons dans le prochain numéro de
Math-Jeunes !

D'aprés Ph. Geluck

Solutions des jeux, page 3 de couverture.
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A chacun de ces dessins, on peut en associer un autre (éventuellement dessiné & une autre échelle
et orienté autrement) qui lui est en quelque sorte complémentaire : il s’obtient en plagant le miroir
au méme emplacement sur l'image de la page 28, mais en inversant les deux faces du miroir.
Pouvez-vous reconstituer les associations ? (Les dessins 15 et 17 ont le méme complémentaire.)
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Math-Jeunesn® 109, 30-31, 2004

Cette année scolaire aura lieu la trentiéme
édition de 1'Olympiade Mathématique Belge
(OMB). En voici le calendrier : éliminatoire, le
19 janvier 2005 ; demi-finale, le 2 mars 2005 ; fi-
nale, le 20 avril 2005 ; proclamation, le 14 mai
2005.

Si tu souhaites te préparer a cette épreuve,
tu trouveras ci-dessous quelques exercices po-
sés dans le passé. Les solutions se trouvent a la
page 15. Ne les regarde pas tout de suite. Pour
peaufiner ta préparation et évaluer ton poten-
tiel olympique, tu peux acquérir les tomes 4 et
5 des OMB, ils contiennent toutes les questions
posées de 1994 4 2002, demande & ton professeur
comment on peut se les procurer.

S’exercer!

1. Valeur d’une fonction (demi-finale — 1991)

Sif(m%l)=%pour3:7é(),$7élet0<a}<g,

alors f ( !

cos? :c) -

@ sin? cos? x
® 7

2. Simplifions ! (demi-finale — 1993)
310 1 410
V 8t 4t —
@v2 ®16 ©32 O®128 ® 5125

3. Nombre naturel (éliminatoire — 1993)

© tg2 T @ cotg2 T

Quel est le plus petit nombre naturel qui soit non
nul, multiple de 90 et cube parfait ?

@A 90 125 (© 300 (D) 27000 (E) 243000

4. Divisibilité (éliminatoire — 1991)
La différence des carrés de deux entiers impairs

Claudine Festraets

@ est toujours divisible
par & mais pas toujours

@ peut étre impaire
est toujours divisible

par 2 mais pas toujours Par 16
par 4 @ est toujours divisible
@ est toujours divisible par 16

par 4 mais pas toujours
par 8

5. Reste d’une division (éliminatoire — 1988)
Le reste de la division de 3198 1 6 par 11 est
@ o 4 ©7 ©O®9 ® 10
6. Des sommes (demi-finale — 1990)

Quatre nombres entiers, additionnés trois & trois,
donnent 180,197, 208 et 222. Quel est le plus grand

des quatre 7

77 83 (©s8 D 9%

@ sa valeur n'est pas déterminée par les données
7. Suite d’entiers (demi-finale — 1992)

La suite croissante d’entiers positifs a1, ao, as, ...

satisfait apyo = an + apq1 pour tout n = 1. Si

a7 = 120, alors ag est
©193 O®194 ® 210

@A) 128 168

8. Polygone (éliminatoire — 1989)

Dans un plan, un certain polygone convexe posséde
n cotés et 2n diagonales (joignant deux sommets

non conséeutifs). Que vant n?7
Dw ®u

@Ws ®7 Os
9. Aire du triangle (demi-finale — 1989)
Un triangle est inscrit dans un cercle. Les sommets

du triangle divisent le cercle en trois arcs de lon-
gueurs 3, 4 et 5. Quelle est 'aire du triangle 7

@6 ®F ©Ox(vi-1) @I+
® %(V3+3)

10. Cordes d’un cercle (demi-finale — 1991) Le
point p se trouve & la distance 9 du centre d'un
cercle de rayon 15. Combien de cordes de ce cercle
contiennent p et ont aussi une longueur entiére 7

@11 ®12 ©13 O ® 29
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_proeblemes

Nicole Miewis

Les 2 vainqueurs ex-aequo du rallye problémes de Math-jeunes senior 2003-2004 sont Francoise
Bemelmans, en 5° au Collége St-Louis de Liége et Thierry Caebergs, en 6° & I’Athénée Royal
de Thuin. Leurs prix leurs ont été remis lors de la cérémonie de proclamation des Olympiades
Mathématiques Belges & Namur. Toutes nos félicitations a ces amateurs de problémes.

Le rallye problémes 2004-2005 comportera deux
étapes publiées dans les numéros 109 et 110 de cette
revue. A chaque étape, cing problémes seront propo-
sés & votre sagacité : 4 vous de trouver le bon raison-
nement et d’avoir U'esprit logique. Veillez & rédiger
les solutions des différents problémes sur des feuilles
séparées. Sur chacune d’elles, indiquez vos nom, pré-
nom, age, adresse personnelle, classe et école.

La réponse finale ne suffit pas; il faut que vos solu-
tions soient soigneusement expliquées et justifiées.
Par contre vous pouvez nous envoyer des solutions
partielles, par exemple si vous n’avez résolu qu'une
partie du probléme et estimez que la suite est trop
difficile pour vous ou si vous aboutissez a des équa-
tions dont vous ne trouvez pas la solution parce que

(3 points)

L’avion étant arrivé en avance sur 'horaire
prévu, on confia le courrier urgent a un cy-
cliste, pour qu'il le portat a la poste centrale
sans attendre le motard qui devait venir spé-
cialement le chercher.

Le cycliste roulait depuis une demi-heure,
lorsqu’il rencontra le motard ; celui-ci prit le
courrier et, faisant demi-tour, arriva a la poste
centrale 20 minutes plus to6t que prévu.

Avec combien de minutes d’avance 'avion

&st—il posé”? /

vous n’avez pas étudié ce type d’équation en classe.

Certains problémes rapporteront plus de points que
d’autres car ils demandent un raisonnement un peu
plus long. Il n’est pas nécessaire d’avoir pu résoudre
tout un probléme, ni tous les problémes, pour étre
primé. L’essentiel est de participer : plus vous aurez
résolu de problémes, plus vous aurez de chances de
gagner un prix.

Vos solutions & ces cing premiers problémes doivent
étre envoyées & N. MIEWIS, avenue de Péville, 150,
4030 Grivegnée, muni de la mention « Concours Ral-
lye Math-Jeunes Senior » pour le 15 décembre 2004.
Les meilleures seront publiées dans votre Math-
Jeunes.

~

On numérote de 0 a 25 les lettres de l'alpha-
bet dans 'ordre habituel. Pour coder un mot,
on remplace chacune de ses lettres, numérotée
x par la lettre obtenue de la facon suivante :

1. on multiplie x par 29;

2. on soustrait du résultat obtenu un mul-
tiple de 26 permettant d’obtenir un
nombre ¢ compris entre 0 et 25;

3. on code par la lettre de numéro y.

Décoder le message
MCQTM ZMCFM YGY MF CM ZMTQCM

o /
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-

(5 points)

On apporta un jour & un fourreur un manteau d’astrakan qui avait été brilé sur une petite
surface triangulaire. Prenant une piéce de fourrure de méme couleur et de méme qualité, il y
découpa un morceau triangulaire égal a la surface endommageée, mais, dans sa héte, il commit
une erreur regrettable :

Le morceau découpé ne coincidait avec le trou qu’a l'envers.

Que faire 7 Ce serait dommage de laisser perdre un précieux morceau de fourrure. N’y avait-il
pas moyen de le refourner a l’endroit tout en conservant la forme triangulaire désirée?

Notre fourreur se rendit bien vite compte qu’il suffisait de découper le triangle en plusieurs
parties susceptibles d’étre retournées sans se trouver déplacées pour autant.

\Comment procéda-t-il pour réparer son erreur ? /

- N

(10 points)

Considérons toutes les configurations de quatre points distincts A, B, C, D du plan dont
les distances mutuelles |AB|, |AC|, |AD|, |BC|, |BD| et |CD| ne prennent que deuz valeurs
exactement, notées a et b.

Lorsque 'une des distances vaut a et que les cing autres valent b, la configuration sera (1,5).

A\l’ordre des points preés, dessiner au moins une des configuration(s) (1,5), (2,4) et (3,3).

.

4 D

(10 points)

Pour lancer sa nouvelle marque de jus d’orange,
un fabricant souhaite utiliser une nouvelle

forme d’emballage dont tu trouveras ci-dessous
un patron. /\

Quelle doit étre au mm prés la longueur |AB|
pour que le volume de ce nouveau conditionne-

@Ht soit d'un demi-litre 7 7 /




Solutions des jeux

1. AVGC leS Chiﬂ;l“eS de 149 Le nombre 98 765 432 123 456 789 n’est pas un carré
. parfait car
1.1 Le cent milliéme.

o2 = qc e 1920 ee12
La liste comprend 362 880 nombres et 3568 926471 3142696807 < 98765432123 456 789 < 314 269 681

occupe la 100 000° place.
1.3 Des multiples de 11.

1.2 Des carrés parfaits. . ) i
Le plus grand multiple de 11 qui répond aux condi-

1111111112 = 12345678987 654 321 tions est 987 652 413 et le plus petit est 314 256 789.

2. Des produits a décrypter.
AEIE LS AEIE]
1 6

- Grille difficile
4|5 |8 1|4

QGrille facile

| M

3. Vitesse de croissance

Généralisons la remarque formulée dans la note en marge de la page 15.

Quel que soit le naturel n > 1, la somme ﬁ 4 ﬁ tfrioe = o 27,—1“ comprend 2"t — (2" + 1) + 1 =
27+l 97 = 2" termes tous au moins égaux 2,,1—41 Par conséquent

1 1 1 on L
2-7?,+1+2n+2+”.+2n.+1> .2n,+1_§
Ce résultat permet d’obtenir le tableau suivant :
Nombre
de termes| 1 2P = PR = POt | 2R || 2R g
Somme |s;=1|ss=1,5| s4>2 58 > 2,5 S16 >3 |S32 > 3,5 - +|Sqnt1 > 1,5+ 0.5n| --

Ainsi, nous dépasserons certainement 10 si nous calculons la somme des 2!® premiers termes. . .soit une
somme de 262 144 termes ...

2197

Dans le méme contexte, la somme des premiers termes donnerait une somme supérieure & 100.

Pour additionner un terme %, I'ordinateur effectue deux opérations (d’abord I'inversion de k, puis ’addition
elleeméme). A raison de 1 microseconde par opération, I'ordinateur additionne donc chaque terme en 2
microsecondes. Tenant compte de ce que 210 est proche de 10%, le temps nécessaire au calcul est de Iordre

de 10% microsecondes, soit 1(31_[’]2’ heures, soit % années ... soit une durée de I'ordre de 3.10%7 années
(c’est-a-dire des milliards de ... de milliards d’années) !

Commentaire

Les minorations effectuées en groupant les termes de la série par 2, 4, ...2" termes sont un peu grossiéres.

L’usage d’un tableur le montre puisque, si nous affichons les sommes successives jusqu’a s19gg, nous voyons
que 511 > 3, 531 > 4, Sg3 > 5, Sa97 > 6_. Ssg16 > 7.

Une approche plus fine est possible a partir d'un résultat que vous n’avez probablement pas encore ren-
contré.

Lorsque le naturel n tend vers Uinfini, la différence s, — Inn tend vers une constante v ~ 0,577 215 664
appelée « constante d’Euler ».

Partant de s,, =~ In n++, nous remplagons la condition 100 < s, par 100 < In n++ ou encore 100—~ < Inn.
Il « suffit » donc de calculer la somme jusqu’au premier terme I,l avec k > e'%% Comme 2x e!%ys ~ 1,7.10%°
années, le temps requis pour effectuer le calcul est encore supérieur a l'age de 'univers!

4. Des symétries « miroir »
Les dessins associés sont : 1 et 6, 2 et 12, 3 et 9, 4 et 15 (ou 17), 5 et 14, 7 et 13, 8 et 11, 10 et 16.
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