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» » L)
Les géométries
Le premier article de ce dernier n
(déja!) de I'année 2004-2005 est cons
Albert Einstein. Pour bien situer !’a;

celui-ci, il n’est pas mauvaisige Bs
expériences de P'américain A CHEL-

SON (1852 — 1931), gui furent ibase de la
révolution einsteinienne. 3

Michelson, avait mesuré la vi e de la lu-
miére dés 1878 et trouvé 299 Fkm/s (a
50 km /s prés). Mais un problém Lposait :
dans quel milicu la lumiére se ' lle ?
La nature ondulatoire de IRICT C du
[A18" si le son ne

son ¢&tait alors reco
peut se déplacer d
chit sans probléme
Aussi certains a
espaces étaient _
baptisée « & ont les vibrations assu-
raient le dépiace: de la lumiére. Michel-
son @itEepiillide vérifier cette hypothése. Se

_ £, la lumiére fran-
espaces interstellaires.
it-ils 'idée que ces

311s d’une « substance »

disant ™% 1 1<l lumww se déplagait dans
I’éther &% -C

§ son tour était parcouru

. par des « verltSENtcsse de la lumiére de-

vrait étre plus gra
le sens du vent d’é
déplagait en sens co
rie d’expériences ne I pec

8i clle se déplagait dans

lus petite si elle se

Une nouvelle sé-
1it de détecter
aucune variation. N el gnt on deys
en déduire que I’hypothese d’exist
éther ne se confirmait pas, mais en plus 11 ap-
paraissait que la vitesse de la lumiére était la
méme par rapport a des objets se déplagant
dans des directions différentes, ce qui remet-
tait en question les théories de Newton.
C’était bien de cela qu’il s’agissait, et ce fut
le mérite d’Einstein, d’oser le faire. Raison-
nant axiomatiquement, il créa la théorie de la

relativité restreinte. D’un point de vue ma-

thématique, le cadre naturel de cette théorie
est constitué d’un espace-temps de dimension
quatre, un espace dont P'allemand Hermann
MINKOWSKI (1864-1909) étudiait la géomeé-
trie dés 1908. Etrange géométrie que celle-

ou la distance entre deux points peut étre
lle sans que les points soient confondus, et
cette distance peut méme étre négative.

début du vingtiéme siécle, une géo-
ngkrie ente de celle a laquelle nous
SOMIIIgE ffies se révélait jouer un role im-

portant” Pexplication des phénoménes

physique e telle conception n’était envi-
sageable ace aux mathématiciens des

nts. Leurs travaux, destinés a
ostulat d’Euclide, avaient dé-
nstatation que des géomé-

siécles prgh

démontug
boucl
trieS9on S . est faux, étaient parfaite-

ment valables des géométries non

euclidiennes est ; s les articles de
Guy Noél et Simo#e “I'tgmpler.

e « classique »,
ressants sub-

Méme en géométrie ey
des problémes nombre
sistent. Claude Villers

métrie des empilements;
est donc la fagon la plus .
ger des oranges dans une boite
pédique 7 Quant a FrancigbDuek

crit des polyédres ayant e
abrication de
et de pouvoir
« Iles de Paix »

d’étre a la fois utilisés p
certains matériaux noj

étre construits a paré

u pére Pire.

qix gcométries au-
_let sans un article consa-
cré aux fractals, ces objets, extraordinaires
par leur beauté, par leur dimension fraction-
naire et leurs propriétés. Popularisés par Be-
noit MANDELBROT (1924 ), I’ensemble
de Mandelbrot est reproduit en filigrane
ils é¢taient néanmoins connus dés le début du
vingtiéme siécle grace aux travaux de précur-
seurs dont nous ne citerons ici que le fran-
¢ais Gaston Juria (1893-1978). C’est Nicole
Lambelin qui nous présente un des objets
fractals, le pentagone de Sierpinski, qui par
la présence du nombre d’or, nous renvoie
aux mathématiciens de DPantiquité grecque.

[La boucle est bouclée.

PR il
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Albert Einstein

Cette année, on célébre
un double anniversaire
concernant Einstein : le
centenaire de la théorie
de la relativité et le cin-
quantenaire de sa mort.

Albert Einstein est né
allemand, d’une famille
juive. La sévérité et
le rigorisme des écoles
prussiennes le
taient et il suivit ses parents en Suisse, renon-
gant & sa nationalité allemande, pour acquérir
quelques années plus tard la nationalité suisse.
Il obtint un dipléme de professeur de physique
et de mathématique, mais sans trouver de si-
tuation. Il devint alors employé a I'Office des
Brevets & Berne et y resta de 1902 a 1909, mon-
trant beaucoup de conscience professionnelle.
Cela ne 'empécha pas de publier de trés nom-
breux articles en physique théorique.

Albert Einstein
(1879-1955)

révol-

Il y a exactement 100 ans, & 26 ans, il publia un
articie qui révolutionna la physique. ii y expo-
sait la théorie de la relativité restreinte. Il n’est
pas le seul & avoir contribué a ’élaboration de
cette théorie mais il a 0sé pousser les conclusions
jusqu’au bouleversement des idées adoptées par
tous, depuis toujours.

Jugeons-en : ni le temps, ni 'espace ne sont ab-
solus. Deux personnes ne peuvent plus affirmer
que deux événements sont simultanés, si elles
sont en mouvement 'une par rapport a l'autre
et il leur est impossible de donner la distance
entre deux points, car elle n’a pas la méme va-
leur pour tous.

Simone Trompler

I est impossible de se déplacer plus vite que la
lumiére et plus la vitesse d'un mobile se rap-
proche de celle de la lumiére, plus sa masse aug-
mente jusqu’a devenir infinie.

Einstein établit aussi I’équivalence de la masse
et de I'énergie par la relation £ = mc? (c est
la vitesse de la lumiére, soit approximativement
300 000 km/s). C'est sans aucun doute la for-
mule la plus célébre dans le monde, sinon la
mieux comprise !

Tout cela est trés dérangeant et heurte profon-
dément notre bon sens. Une question vient tout
de suite & I'esprit : si c’est vrai, pourquoi ne s’en
est-on pas apercu plus tét ?

La réponse est simple : il faut atteindre des vi-
tesses tres élevées, proches de celle de la lumiére
pour que ces phénoménes soient mesurables. A
I’heure actuelle, grace aux rayons cosmiques, no-
tamment, de nombreuses vérifications ont été
réussies et plus aucun doute ne peut subsister
sur la validité de la théorie de la relativité res-
treinte, (restreinte parce qu’elle ne s’applique

qu’aux mouvements rectilignes uniformes).

g T AL aaaT

La méme année 1905, Einstein publia quatre
autres articles, eux aussi trés importants. L’un
d’entre eux, consacré a l'effet photoélectrique,
établit l'aspect corpusculaire de la lumiére,
alors qu’elle était considérée comme une onde &
I’époque. Il recevra le prix Nobel, en 1921, pour
ce travail.

Entre-temps sa renommée scientifique était bien
établie et il devint professeur & 'université de
Prague, puis a Zurich pour enseigner finalement
a 'université de Berlin, en 1914. C’était un pa-
cifiste convaincu et 4l ne prit aucune part a la



Albert Einstein

1118/ 3

premiére guerre mondiale, travailla avec achar-
nement et mit au point, aprés une longue pé-
riode d’essais et de corrections, sa théorie de la
relativité générale, publiée en 1916.

La relativité générale envisage tous les types de
mouvements et, en particulier, ceux dus a la gra-
vitation.

Einstein montra que les lois de Newton ne sont
qu'une approximation, excellente tant que les
vitesses ne sont pas trop grandes. Selon Ein-
stein, a cause de 1’équivalence entre I'énergie et
la masse, la lumiére devrait étre déviée quand
elle s’approche d'une masse telle que le soleil,
par exemple.

11 fallut attendre une éclipse totale de soleil pour
qu'une expédition britannique confirme ses pré-
dictions d'une maniére indiscutable.

Einstein était maintenant connu mondialement,
invité partout, notamment aux U.S.A. En 1932,
il quitta I'université de Berlin pour 'université
de Princeton; il s’installa dans cette ville, non
sans voyager partout en Europe. Il visita sou-
vent notre pays, car des liens d’amitié¢ 'unis-
saient 4 la Reine Elisabeth et au Roi Albert.
Trés musicien, il jouait du violon avec la Reine.
Il ne remit plus les pieds en Allemagne ou 'arri-
vée au pouvoir des Nazis avait fait éclater I'an-
tisémitisme toujours latent et ol sa vie était
menacée malgré sa célébrité. Hitler fit interdire
d’enseigner les théories d'Einstein!!

Dans les années 30, la physique nucléaire avait
fait un grand bon en avant. La radioactivité
artificielle avait été découverte, de méme que
la fission de l'uranium par bombardement de

neutrons. On était encore loin de la bombe
atomique, mais les physiciens, tant les Alle-
mands que les autres Européens et les Améri-
cains entrevoyaient la possibilité d'une réaction
en chaine qui pourrait étre catastrophique.

En 1939, des physiciens réfugiés aux U.S.A, qui
avaient fui le nazisme, Szilard et Teller, trés in-
quiets de la situation mondiale, essayérent sans
succés de prévenir 'administration ameéricaine
du danger. Ils décidérent finalement de profiter
de la renommée d’Einstein et lui demandérent
d’écrire une lettre au président Roosevelt pour
que les U.S.A. prennent de vitesse les Allemands
et empéchent Hitler de disposer de cette bombe
qui lui donnerait la victoire aprés un massacre
sans précédent. On connait la suite : entamé en
1941 sous commandement de ’armée, le projet
Manhattan conduira a la mise au point de la
bombe A qui, larguée sur Hiroshima et Naga-
saki contre l’avis des scientifiques, provoquera
effectivement un massacre sans précédent.

Il peut paraitre étonnant que le pacifiste Ein-
stein ait pu pousser & la fabrication de cette
bombe, mais les horreurs nazies lui avaient fait
prendre conscience que le pacifisme est parfois
insuffisant pour combattre le mal.

Einstein ne prit pas part au projet Manhattan
et continua ses travaux, dans la voie de l'uni-
fication de la physique. Dans les années sui-
vantes, il s’écarta de plus en plus des autres phy-
siciens qui élaboraient la mécanique quantique,
née d’ailleurs en partie de ses travaux, mais qui
ne lui plaisait pas. Sa santé se dégrada et il mou-
rut, il y a cinquante ans.

Rappelons-en le sommaire :
— 8. Trompler, La double hélice

Math-Jeunes a consacré son numéro 107 & un autre théme géométrique : Les Courbes.

— C. Carleer, L’ADN, une molécule a la fois biologique et mathématique
— C. Randour, Des représentations d’une hélice circulaire

— C. Villers, La parabole du bon téléspectateur!

— J. Opsomer et P. Tilleuil, Le déroulement de la spirale d’Archiméde

— G. Noél et P. Tilleuil, Peano, Hilbert. .
Ce fascicule est encore disponible pour le prix de 0,5€, plus frais de port. S’adresser
au secrétariat de la SBPMef (voir au verso de la couverture).

. et le Minotaure
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C’est  une longue his-
toire que je veux conter
ici. Elle débute 300
ans avant Jésus-Christ
et ne s’est achevée
qu’a la fin du xI1x°
siécle. C’est I’histoire
du postulat d’EUCLIDE.
De cet auteur, on ne
sait pas grand-chose.
Seulement qu’il a vécu
aux alentours de —300,
et qu’il habitait la ville
d’Alexandrie, dont il
pouvait certainement
fréquenter la fameuse
bibliothéque. FEUCLIDE
est DPauteur d’un des
ouvrages les plus lus de
I’histoire humaine : les
Eléments.

Dans les Eléments, Eu-
CLIDE présentait ’essen-
tiel des mathématiques
de son temps sous une
forme cohérente, orga-
nisée, déductive. Peut-
étre le premier ouvrage
de ce genre, ce traité a
fait autorité jusqu’il y a
peu. Les Eléments sont
divisés en 13 « livres »

Q - )

les 5 autres d’arithmeé-
tique.

Ce sont surtout les 8
livres de géométrie qui
influence
considérable, au point

ont eu une

de devenir finalement
une espéce de texte sa-
cré, intouchable. Méme
non démontrée, une af-
firmation d’EUCLIDE ne
pouvait qu’étre vraie.

Math-Jeunes n°111S, 4-7, 2005

tangles existent-ils?

Guy Noél

Cette attitude non scientifique a eu pour conséquence qu’il fallut at-
tendre 1829 pour que quelqu’'un ose présenter une géométrie non-
euclidienne, alors que d’autres mathématiciens auraient pu le faire dés
le siécle précédent.

Euclide

Au tout début de ’histoire des mathématiques, la vérité d'une affirma-
tion se jugeait uniquement par référence a la réalité physique : des
constatations expérimentales suflisaient pour affirmer qu’une proposi-
tion était vraie.

Une telle conception ne nécessite pas d’organiser ’ensemble de la géo-
métrie en un systéme cohérent.

A Tépoque de THALES DE MILET (~ 600 av. J.-C.), un premier progrés
est fait : on comprend que 'expérience peut étre trompeuse, et qu'un
raisonnement convaincant est préférable. La géométrie s’organise de
facon déductive.

Pour EUCLIDE, un exposé déductif de la géométrie part nécessaire-

ment d’un certain nombre de propriétés affirmées sans démonstration.

Il énonce explicitement ces propriétés, de fagon que chacun sache ce qui

peut étre, ou ne pas étre, utilisé. Bien siir ces propriétés doivent avoir

P’air vraies. EUCLIDE les choisit donc aussi simples et naturelles que

possible. Il les répartit en deux groupes. Le premier (les axiomes) ras-

semble des énoncés qui sont plutét des régles logiques. Le second (les !
postulats) est constitué des propriétés géométriques de base.

En lisant les énoncés des postulats, nous pouvons constater d’impor-
tantes différences entre le vocabulaire d’EUCLIDE et le nétre :

igne droite d’un point quelconque

er continueliement en direction une

" On demande de déerire un cercle d’un centre et avec une dis-
tance quelconques.

4 On demande que tous les angles droits soient égauz entre euz.

Ces propositions sont suffisamment proches de ce que nous montrent
nos sens pour ne pas donner lieu & discussion. Elles figurent encore dans
les exposés modernes, soit en tant qu’axiomes, soit comme théorémes.

Il en va autrement pour le cinquiéme postulat. Pour comprendre la
situation, il faut savoir que les 28 premiéres propositions démontrées
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par EUCLIDE ne dépendent pas de cet énoncé. Or la 27° et la 28° sont
les suivantes (avec le vocabulaire et les notations modernes) :

Y B
P27. Si la droite A coupe les droites B et C de fagon que les angles o
alternes-internes «v et 3 soient de méme amplitude, alors les droites B
et C sont paralléles.
B C

P28. Si la droite A coupe les droites B et C de facon que les angles
correspondants 3 et v soient de méme amplitude, alors les droites B
et C' sont paralléles.

Ces propositions P27 et P28 ne sont guére difficiles & démontrer. In-
tuitivement, il est clair que la proposition réciproque P29 devrait aussi
étre vraie :

P29. Si la droite A coupe les droites paralléles B et C, alors les angles
alternes-internes o et 3 sont de méme amplitude, ainsi que les angles
correspondants 3 et .

Nous pouvons supposer qu'EUCLIDE a essayé de démontrer cette réci-
proque. . . sans jamais y parvenir. Plutét que de renoncer & son projet,
il introduisit un 5° postulat, qui n’est autre que la proposition P29
elle-méme énoncée sous une forme équivalente :

On demande que, si une droite tombant sur deux droites fait les
\angles intérieurs du méme coté plus petits que deuz angles droits,
ces droites, prolongées a Uinfini, se rencontrent du cété ou les
angles sont plus petits que deux droits.

Clest évidemment la somme des angles intérieurs d’'un méme c6té qui

doit étre inférieure & deux droits!

A partir de 14, EUCLIDE démontre sans difficulté la proposition P29 et il poursuit son ceuvre
I’ame tranquille. Il a, sans le savoir, déclenché un processus qui ne s’arrétera qu’au XIX® siécle,
avec notamment Nicolas LOBACHEVSKI (1793-1856), Janos BOLYAI (1802-1860) et Carl Friedrich
Gauss (1777-1855).

Car, pour l'époque, la situation n’est pas satisfaisante. Sept cents ans plus tard, PROCLUS DE
LyCIE (412-486) s’indigne encore :

Comment ne serait-il pas ridicule d’assigner comme indémontrables des théoremes dont les réci-
proques sont démontrables ?

La vérité de ’énoncé n’est pas mise en doute. Mais la nécessité d'une démonstration est évidente
4 tous : on connait des courbes qui se rapprochent aussi prés qu'on le veut I'une de l'autre,
sans jamais se toucher. Il convient de démontrer qu'un tel comportement est impossible pour
deux droites. Ne pas démontrer une affirmation que 'on voudrait pouvoir démontrer, est ressenti
comme une atteinte a la rigueur. Le 5° postulat I’EUCLIDE est ainsi devenu le point faible de son
exposé.

KHAYYAM et SACCHERI

Pendant des siécles, les tentatives de démonstration du 5° postulat vont buter sur divers obs-
tacles. Des progrés sont réalisés cependant, des géométres prennent conscience de ce que beaucoup
d’énoncés sont équivalents au 5° postulat. Ils obtiennent des résultats intermédiaires pouvant étre
considérés comme des étapes dans la démonstration.
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? ?
1 []
c

Des énoncés équi-
valents au 5° pos-
tulat

Le lieu des points silués
distance donnée
d’une droite est constitué
de deuz droites.

a une

La somme des angles d’un
triangle vaut deuz droits.

Par tout point extérieur
@ une droite passe une et
une seule paralléle a cette
droite.

Cet énoncé, introduit par
I’écossais John PLAYFAIR
(1748-1819), a remplacé
la formulation d’EUCLIDE
dans les manuels scolaires.
Il est connu sous le nom
d’axiome de Playfair.
Trois points non alignés
appartiennent a un et un
seul cercle.

Il existe deuzr triangles
semblables.

Les médiatrices d'un tri-
angle se coupent.

EUCLIDES
AB OMNI NEVO VINDICATYS:

CONATUS GEOMETRICUS
QUO STABILIUNTUR
Prima ipG voiverfz Geomeuiz Principia,
AUCTORE
HIERONYMO SACCHERIO
SOCIETATIS JESU
Ta Ticizeal Univerficare Matheleos Profeffore.

OPUSCULUM

EX.* SENATUI
MEDIOLANENSI

Ab Aulors Digatum.
MEDICLANI, MDCCXXXIIL
Superioras poenig

Ex Trpegeaphis Pali datooii Moatasis

Ainsi, le persan Omar AL KHAYYAM (1024-1123) considére le

quadrilatére ci-contre, ou les angles abc et bed sont droits et ou les
cotés [ab] et [cd] ont méme longueur.

En utilisant le 5° postulat, on montre que les angles bad et adc sont
droits, de sorte que le quadrilatére est un rectangle. La réciproque est
sl on sait que ce quadrilatére est nécessairement un rectangle,
alors on peut démontrer le postulat. Il reste donc & démontrer que les
angles bad et adc sont droits sans utiliser le 5 postulat.

vrale :

Sans utiliser le postulat, KHAYYAM montre que les angles bad et adc
ont méme amplitude. De plus, ils sont aigus si et seulement si |bc| >
lad|, ils sont droits si et seulement si |bc| = |ad]| et ils sont obtus si et
seulement si |be| < |ad|.

Ainsi apparaissent trois possibilités connues sous les noms d’hypothéses
de l'angle aigu, de l'angle droit et de l'angle obtus. Démontrer le 5¢
postulat revient & prouver que les hypothéses de 'angle aigu et de
I’angle obtus sont impossibles.

Six cents ans plus tard, le Jésuite italien Girolamo SACCHERI (1667
1733) s’intéresse aux quadrilatéres étudiés par KHAYYAM, qui depuis
lors portent le nom de « quadrilatéres de Saccheri », et montre que
I'hypothése de I'angle obtus est fausse. Sa démonstration est correcte,
il ne lui reste plus qu’a en faire autant pour 'hypothése de I’angle aigu.

Essayant une démonstration par 'absurde, SACCHERI suppose que les
angles aux sommets d’un quadrilatére de Saccheri sont aigus et en tire
toute une série de conséquences.

Il montre par exemple que si deux droites ont une perpendiculaire
commune, la longueur |pp’| est minimum

lorsque pp’ est la perpendiculaire com- 4 2 L4
mune, et tend vers linfini lorsque p
s’¢loigne sur A dans n’importe laquelle des L -
deux directions. B P

E

Ces déductions sont irréprochables. Mais SACCHERI interrompt sou-
dain son exposé en déclarant

L’hypothése de l'angle aigu est absolument fausse. car elle est contraire
a la nature de la droite.

Cependant, il se rend compte que c’est 14 un argument bien faible car
il enchaine :

Je pourrais m’arréler tranquillement la-dessus; mais je ne veur pas
renoncer & la tentative de démontrer que cette opinidtre hypothése de
l'angle aigu que j'ai déja extirpée se contredit elle-méme.

Il recommence donc une nouvelle série de déductions (toujours cor-
rectes). Il étudie notamment le lieu des points équidistants d’une droite.
SACCHERI commet alors une erreur qui lui permet de rejeter ’hypo-
these de 'angle aigu. Cependant il n’est pas satisfait :
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Je ne puis passer sous silence la différence entre les démentis apportés auz deux hypothéses. Dans
Uhypothése de 'angle obtus, tout est simple comme bonjour. .. Quant & réfuter Uhypothése de
Uangle aigu, je ne puis y parvenir autrement qu’en montrant que cette longueur est égale a celle
de sa base rectiligne.

SACCHERI était aveuglé par sa volonté de prouver & tout prix le 5° postulat. Il ne pouvait accepter

ni méme envisager 1'idée que cet énoncé ne soit pas démontrable.

BoLYAI, LOBACHEVSKI et GAUSS.

Au début du XIxe siécle, la situation parait bloquée. Beaucoup comme
Adrien-Marie LEGENDRE (1752-1833), cherchent encore a démontrer
le 5¢ postulat dont on connait alors de nombreuses propositions équiva-
lentes. D’autres, plus pessimistes, renoncent & s’occuper du probléme.
Lisez ci-contre ce que le hongrois Farkas BOLYAI (1775-1856) écrit en
1820 & son fils Janos.

Janos BOLYAI n’écouta pas son pére, ce en quoi il eut raison puisqu’il
est aujourd’hui considéré comme un des fondateurs de la géométrie non
euclidienne. Dés 1825, il en avait établi les principes. Il les publia en
1832, en annexe & un manuel scolaire de mathématiques rédigé par. ..
son pére. En fait, il avait été devancé par le russe Nikolai LOBACHEVSKI
qui avait indépendamment élaboré la méme théorie et I'avait publiée
deés 1829 dans une revue confidentielle : le Messager de Kazan.

Au départ, LOBACHEVSKI et BOLYAI essayent aussi de démontrer le
5° postulat par 1’absurde. Ils développent donc I'hypothése de 'angle
aigu mais ils finissent par se convaincre que cette hypothese peut tres
bien étre vraie. Une fois débarassés de l'obsession euclidienne, ils ob-
tiennent des résultats étonnants. Ils montrent en particulier que dans
cette nouvelle géométrie, dite hyperbolique, 'espace admet une cour-
bure constante négative, alors que I'espace de la géométrie euclidienne
admet une courbure nulle. Il existe aussi des espaces dits elliptiques, a
courbure constante positive : la sphére en est un exemple. Le géométre
a deés lors le choix entre plusieurs géométries reposant sur des systémes
axiomatiques différents.

Signalons encore que GAUSS avait obtenu lui aussi des résultats ana-
logues & ceux de LOBACHEVSKI et BOLYAI, mais sans les publier.

En guise de conclusion

Je ten supplie, garde-toi
de tenter toi ausst de ve-
nir & bout de la théorie
des paralléles. Tu y perdras
tout ton temps, mais tous
tant que vous €étes, vous
n'arriverez pas 4 démon-
trer cette proposition. Ne
cherche pas @ avoir raison
de cette théorie ni par le
procédé que tu me commu-
niques, ni par aucun autre.
J’ai exploré a fond toutes
les voies possibles : je n'al
pas laissé une seule idée
sans l'étudier. J'ai traversé
cette nuit noire et jy ai
enseveli toutes les joies de
la vie. Pour lamour de
Dieu, je t’en supplie, aban-
donne ce théme, crains-le
autant gque les passions, car
il peut te dérober tout ton
temps, ta santé, ta tran-
quillité, tout le bonheur de
ta vie. ..

La construction de la géométrie hyperbolique est une longue histoire, étalée sur plus de 2000
ans. Cest une collaboration, a travers le temps et l'espace, de nombreux hommes cherchant a
rationaliser leurs connaissances. Elle a débouché sur la mise au point de la méthode axiomatique,
permettant les énormes progrés réalisés par les mathématiciens du XX* siecle.

Tant en mathématique qu’en physique, elle a remis en cause les idées regues. Vivons-nous dans
un espace euclidien, elliptique ou hyperbolique ? Avec les théories de la relativité générale et de la
gravitation, cette derniére question a sans doute changé de sens. Néanmoins, & I’échelle ot nous
vivons, il ne nous est pas possible de distinguer ’espace euclidien d'un espace hyperbolique dont
la courbure serait trés faible.



Des geo

Vous avez lu les mésa-
ventures du cinquiéme
postulat d’Euclide et
vous savez maintenant
qu’il peut étre nié et
remplacé par un autre.
Evidemment, les résul-
tats obtenus de cette
maniére ne sont plus in-
tuitifs et leur COl’Ialpl‘é-
hension demande un sé-
rieux effort d’abstrac-
tion. Les dessins qui les
illustrent choquent nos
yeux « euclidiens » et
nous devons a tout mo-
ment nous méfier de
ce que nous considérons
comme évident depuis
toujours.

Jugez-en admettons
que toute droite com-
porte deux points a 1’in-
fini : un « de chaque
coté », et considérons
un point P extérieur
a4 une droite AB. Si
on appelle « paralléles »
deux droites qui « se
coupent a l’infini », on
obtient deux paralléles
a AB passant par P en
« joignant » P aux deux

[ points A Pinfini de AL
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etries non euclidiennes

Simone Trompler

En géométrie euclidienne, ces deux droites coincident (ce qui entraine
qu'une droite ne comporte qu'un seul point & l'infini : sinon, deux
droites paralléles auraient deux points différents en commun!). En géo-
métrie de Lobachevsky, elles sont différentes.

Dans cette géométrie, I'angle o entre une des paralléles & AB passant
par P (par exemple PR..) et la perpendiculaire & AB passant par P
est ce qu'on appelle un « angle limite ou angle de parallélisme ». Il
dépend de la distance PQ et décroit lorsque |PQ| augmente.

Les droites passant par P qui font
avec la perpendiculaire 3 AB un
angle inférieur a ’angle limite, sont
sécantes 4 AB. Celles pour les-
quelles 'angle est plus grand (par
exemple PS) ne coupent pas la
droite AB. Il v a donc trois pos-
sibilités : deux droites d’'un plan
peuvent étre sécantes, étre paral-
léles ou ne pas se couper.

Peut-on concrétiser les géomeétries non euclidiennes ?

Il a été démontré que le cinquiéme postulat est équivalent a ’affirma-
tion que la somme des angles d’un triangle est égale a 180°. Si on nie ce
postulat, la somme des angles d'un triangle sera toujours soit inférieure,
soit supérieure 4 180°. Sur le plan, nous ne pouvons pas représenter
un tel triangle. Pour concrétiser les géométries non euclidiennes, nous
remplacons le plan usuel par d’autres surfaces, en appelant « droite »
(d’une de ces surfaces) toute courbe qui réalise le plus court chemin
entre deux points (une telle courbe est appelée une géodésique).

La géométrie elliptique

Peut-on par exemple imaginer une surface telle que la somme des angles
d’un triangle soit supérieure a 180° ? Sur la sphére, les géodésiques sont
les grands cercles, c’est-a-dire les sections de la sphére par les plans
passant par le centre. Comme la droite, ils sont définis par deux points
(excepté si les deux points sont les extrémités d'un diamétre).

Un triangle sphérique est formé de trois « segments de droites ». La
somme des angles de ce triangle est toujours plus grande que 180°.
Visualisons la situation sur la Terre : choisissons un sommet au péle, le
coté opposé sur I'équateur et deux méridiens quelconques pour les deux
autres cotés. Les angles 4 la base sont deux droits, donc en ajoutant le
troisiéme angle, on dépassera nécessairement 180°.
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Qu’en est-il du parallélisme de « droites » 7 Par un point extérieur a
un grand cercle, impossible sur une sphére de tracer un autre grand
cercle qui ne coupe pas le premier! Cette fois des droites ne peuvent
étre paralléles.

La géométrie de la sphére est une géométrie non euclidienne. Ce type de
géométrie, étudié par Riemann, a regu le nom de géomeétrie elliptique,
parce que, comme l'ellipse, elle n’a pas de point a linfini.

La géométrie hyperbolique Une sphére

Peut-on imaginer une surface sur laquelle la somme des angles d'un
triangle est plus petite que 180°7 Il y en a plusieurs, parmi lesquelles
une qu’on appelle pseudo-sphére. Elle ne ressemble pas du tout a une
sphére, mais elle a, comme elle une courbure constante, négative au
lieu d’etre positive (voir 'encadré page 10.)

La pseudosphére est obtenue par la rotation d'une tractrice autour de
son asymptote (la tractrice est une courbe telle que la longueur du
segment de tangente |PB|, limité & la courbe et a une droite fixe OY,
est constante (pour tout B, |PB| = |OA]). Cette courbe fut considérée
par Newton.)

Les géométries hyperbolique et elliptique semblent sortir de I'imagina-
tion des mathématiciens, sans aucun rapport avec la réalité. Pourtant,
la théorie de la Relativité Générale d’Einstein montre que 1’'Univers
n’est pas euclidien. On hésite encore sur sa géométrie : si elle est ellip-

NG

et une pseudo-sphére.

xr =acost
y=a (IHM —sint)

cost

La tractrice

tique, 'Univers est fini; si elle est hyperbolique, I'Univers est infini.

Mais, de toute fagon, & notre échelle, sur notre tout petit coin de Terre,
elle-méme minuscule dans 'Univers, c’est la bonne vieille géométrie

euclidienne qui s’observe!

Janos BoLyAl (1802-1860) N

Mathématicien hongrois. Son pére, Farkas Bolyai, ami de Gauss, prit son
éducation en main. Il était professeur de mathématiques, physique et chimie.
1l souhaitait que son fils devienne mathématicien. Heureusement, Janos avait
les dispositions voulues pour atteindre ce but. C’était un éléve brillant, non
seulement en sciences mais aussi en langues (il connut 9 langues, dont le
chinois et le tibétain!) et en musique (il jouait du violon, suffisamment bien
pour donner des concerts & Vienne).

A 13 ans, il maitrisait le calcul différentiel et intégral. Entre 1820 et 1823 il prépara un systéme
complet de géométrie non euclidienne, indépendamment de Gauss qui n’avait jamais publié ses
recherches.

La famille n’ayant que de petits moyens financiers, la seule solution pour lui de se procurer
une formation avancée en mathématiques était de passer par l'armée et de suivre les cours de
I’ Académie pour ingénieurs de Vienne. Il passa ainsi 11 ans a 'armée, tout en faisant des recherches
en mathématiques. Outre sa contribution & la géométrie non euclidienne, il développa 'aspect
géométrique des nombres complexes. '

A sa mort, on trouva prés de 2000 pages manuscrites mais il ne publia que les quelques pages de
@éométrie non euclidienne, en appendice a une ceuvre de son pére.
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Points elliptiques ou hyperboliques et courbure
Pour les courbes planes, on connait la notion de « point d’inflexion » :
c’est un point ot la tangente a la courbe traverse celle-ci. Un des
exemples les plus simples est la courbe ci-contre, d’équation y = z3. Sur
une surface un phénoméne analogue peut se produire : il arrive que le n
plan tangent traverse la surface.
Un tore est engendré par la rotation d’un cercle autour d’une droite de son plan qui ne le
coupe pas. Tout point du tore est a I'intersection d’un « paralléle » et d’un « méridien ».
Le plan tangent en un point est celui qui passe par les droites tangentes a ces deux cercles.

Au point P, le plan tangent ne traverse pas Par contre, en (2, la tangente au « paralléle »

le tore : on dit que P est un point elliptique. perce le tore et le plan tangent traverse celui-
ci. La section du tore par ce plan tangent
est une courbe appelée « lemniscate de Ber-
noulli ». () est un point hyperbolique.

La notion de courbure d’une surface a été définie par Carl-Friedrich GAUSS au Xix® siécle.
Les surfaces a courbure positive sont celles dont tous les points sont elliptiques. Quant aux
surfaces a courbure négative, ce sont celles dont tous les points sont hyperboliques. Tous
les points du plan euclidien sont paraboliques : la courbure y est nulle.

e Nikolai Ivanovich LOBACHEVSKI (1792-1856) \
Ce savant russe est né dans une famille pauvre. Son pére meurt quand il a sept ans et sa mére s’installe
avec ses trois fils & Kazan, une ville proche de la Sibérie. Grace & des bourses du gouvernement, les trois
fils suivent les cours du gymnase de Kazan. Nikolai est diplomé en 1807 et entre & I'Université de Kazan
pour y étudier la médecine, mais il change vite d’avis, pour se consacrer aux sciences.

L’Université n’a ouvert ses portes que deux ans plus t6t. Des professeurs allemands de grande envergure
ont été invités & y donner cours. Lobachevski regoit un enseignement de grande qualité, notamment en
mathématiques. L’un de ses professeurs, Martin Bartels, est un ami de Gauss. Lobachevski est un étudiant
brillant, dans tous les domaines. Tl devient professeur a 1'Université.

C’est une période difficile : le Tsar Alexandre Ier se méfie de I'influence exercée par la Révolution fran-
Gaise sur les intellectuels et les considére comme une menace pour la religion orthodoxe. De nombreux
professeurs étrangers quittent I’Université, dont Bartels. Malgré ces conditions défavorables, Lobachevski
arrive & maintenir et méme a améliorer le niveau des études.

Ein 1828 Nicolas ler a remplacé Alexandre et le régime est plus tolérant, I’atmosphére s’améliore. Loba-
chevski devient recteur et le restera pendant 19 ans. Sous son rectorat, I'Université devient florissante : la
bibliotheque est bien fournie, un observatoire astronomique, des laboratoires de physique, chimie et ana-
tomie sont construits. Lobachevski encourage aussi la recherche dans les arts, notamment en littérature.
Sa capacité de travail est incroyable. Malgré ses lourdes taches administratives, il enseigne de nombreuses
branches mathématiques et physiques, trouve le temps de faire des conférences pour un large public, et,
bien entendu, poursuit ses travaux originaux en géométrie et en algébre.

Aprés sa mise a la retraite, sa santé se détériore, la perte d’un de ses fils, les soucis financiers l’accablent.
Il meurt aveugle en 1856. De son vivant, ses recherches en mathématiques n’ont pas été reconnues comme
elles le méritaient. Lobachevski n’a jamais su 4 quel point son ceuvre allait marquer la géométrie et n’a
u)a.s imaginé la célébrité qu’il allait atteindre.




Il est assez courant de
rencontrer des empile-
ments d’objets du type
de celui représenté sur
le croquis ci-dessous.

C’est le cas par exemple
dans des
la présentation
de marchandises, fruits,
conserves. . .

Chaque élément d’une
couche repose sur plu-
sieurs éléments de la
couche immeédiatement
inférieure.

Ce genre de construc-
tion n’est certainement
pas récent. Il était ap-
plicable, par exemple,
pour des empilements
de boulets de canon
dans des forteresses.
En voici quelques illus-

commerces
pour

trations.

Une

vation
empilements nous fait
constater qu’ils
formés de couches,
ayant chacune la forme

obser-

premiére
rapide de ces

sont

d’un carré.
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SalzRelzlometrie des empilements

Claude Villers

Combien d’éléments ces empilements contiennent-
ils ?

Il est immédiat que la premiére couche (celle du dessus) comporte 1
élément, la deuxiéme 4 (deux rangées de 2 éléments), la troisiéme 9
(trois rangées de 3 éléments), la quatriéme 16 (quatre rangées de 4
éléments)... et la n°® (celle du bas) en compte n®. Le nombre total
d’éléments est alors

P+22+3 4. +n?
Ainsi, s'il y avait 100 couches, le nombre serait donné par
12422437 + 4% + 52 + 6% + - - - + 987 + 997 + 100> =77

(Je vous laisse le soin d’effectuer ce calcul... si vous le souhaitez).
Il serait certainement plus efficace d’utiliser une loi (ou formule) qui
donne le résultat d’un tel calcul, de maniére générale pour n couches
(n étant, bien entendu, un nombre naturel non nul). Pour information,
la formule est :

n(n+1)(2n + 1)

6
Le nombre d’éléments dans I'empilement proposé de 100 couches est
donc

24224824 .t (m—1)2+n?=

100 x 101 x 201
6

I1 est évident qu’il existe bien d’autres maniéres d’empiler des sphéres
de méme rayon que celle qui a été présentée ci-contre. On peut, par
exemple, ranger ces sphéres dans des contenants de formes diverses
comme des parallélépipédes rectangles, des cones. ..
Un probléme d’optimisation
Une préoccupation de ceux qui sont chargés de conditionner ces spheéres
est d’obtenir une optimisation de leur empilement en couches succes-
sives.

= 338350

Dans le cas de la pyramide & base carrée qui a été le point de départ
de notre réflexion, les centres des sphéres (de méme rayon) de cha-
cune des couches sont des éléments d’un méme plan. Nous dirons plus
simplement que chaque couche est « une partie d'un plan de spheéres ».

Les sphéres d’'un méme plan peuvent étre
disposées de maniére anarchique ce qui
n’est certainement pas économe d’espace.
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La disposition de ces sphéres — donc de leurs centres — peut étre plus compacte ce qui permet
de densifier la structure.

Une premiére idée est de considérer que ces centres peuvent étre les sommets de carrés ou de
triangles équilatéraux puisque ces deux figures peuvent paver le plan.

A
SRR

, Il n’est pas utile de considérer le cas ou les centres des sphéres d’un

plan de sphéres sont les sommets de pentagones réguliers car ceux-ci ne
peuvent paver le plan. En effet, ’angle intérieur formé par deux cotés
consécutifs du pentagone régulier convexe ABCDE mesure 108° qui
n’est pas diviseur de 360°.

(¢

Bien que des hexagones réguliers pavent le plan (I’angle intérieur de
deux cotés consécutifs est de 120°, diviseur de 360°), ce cas peut étre ra-
mené au cas du triangle équilatéral dans ’'optique d’une recherche d’oc-
cupation optimale de I'espace disponible puisqu'une septiéme sphére
peut venir prendre place dans I’'espace compris entre les six autres.

Superposition de deux couches

@

Nous utiliserons les vo- Comment est-il possible d'organiser des empilements de deux plans de
cables de « plan de sphéres sphéres de méme rayon r 7

orteuses » et de « plan de i . .
P I Commencons par définir la notion de distance de deux couches suc-

sphéres portées » qui ne de- . . . , . .
P B ; cessives. Nous dirons que c’est la distance qui sépare les deux plans

mandent pas d’explication.

) auxquels appartiennent respectivement les centres des sphéres compo-
% sant un plan et les centres des sphéres composant l'autre.

z Nous allons maintenant envisager différentes situations selon que
% chaque sphére de la couche portée est mise en contact avec une seule
sphére, avec deux sphéres, avec trois sphéres ou avec quatre sphéres de

la couche porteuse.

Premier cas : Chaque sphére d'une couche est en contact avec une
seule sphére de la couche inférieure.

Les denx conches sont directement superposées. Comme r est le
rayon de toutes les sphéres alors d = |0'0"| = 2r-.

Deuxiéme cas : Chaque sphére d'une couche est en contact avec deux
sphéres de la couche inférieure. Elle est, en quelque sorte venue
se nicher dans le creux des deux sphéres inférieures. La couche
supérieure est décalée par rapport a la couche inférieure.

B et C sont les centres des sphéres porteuses et A
est le centre de la sphére portée. A, B, C sont les ”
sommets d'un triangle équilatéral de coté 2r. Deés _ ‘k

lors JAAN
d=|AD|=+/(2r)2 =2 = rv/3 7 1,73205 - r
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Troisiéme cas : Chaque sphére d’une couche est en contact avec trois
sphéres de la couche inférieure. Elle est venue se nicher dans le
creux de trois sphéres tangentes deux & deux.

Si A, B et C sont les centres des trois sphéres « porteuses » dans
la couche inférieure alors le triangle ABC' est équilatéral de coté
2

Le centre D de la sphére « portée » est aussi & distance 2r de Vue du dessus
chacun des points A, B et C. D n’appartient donc pas au plan des '
centres A, B, C. ABCD est alors un tétraédre régulier de coté 2r

car |DA| = |DB| = |DC| = |AB| = |BC| = |AC| = 2r. .
Soit M le milieu de [BC]. On a |AM| = r/3 (Cfr. deuxiéme cas) 44
M
Soit G, le i:/e_ntre de gravité du triangle équilatéral ABC. On a donc A -
AC| = =48 s

G est la projection orthogonale de D sur le plan ABC' d’ou, en

appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle | — DG i 2rv/3 -
DGA, nous obtenons d = |DG|= |4~ 3
2r\/6 2 127
d= T{ ~1,63200 -7 = |4 - —5
_2rv6
-3

Quatriéme cas : Chaque sphére d'une couche est en contact avec
quatre sphéres de la couche inférieure.

Les centres A, B, C' et D des quatre sphéres porteuses sont les
sommets d'un carré de coté 2r (et de centre O).

On a donc |AC| = 2rv/2 et |[IJ| = 2rv2 — 2r = 2r(v/2 — 1) < 2r.
Si une sphére de la couche supérieure peut venir se loger dans le

« creux » des quatre sphéres, elle ne peut toutefois devenir une
sphére de la couche inférieure.

Si E est le centre de cette sphére portée alors EABCD est une
pyramide & base carrée dont les arétes ont toutes la longueur 27.
[EO] est perpendiculaire au plan ABCD. En considérant le tri-
angle rectangle EOA, nous avons :

|EO| = rv/2 = 1,41421 - r

Pour ne pas clore le sujet : reprenons le cas ot les centres des sphéres
porteuses sont les sommets d’'un maillage de triangles équilatéraux de
cotés 2r. 11 est intéressant a plus d'un titre.

Vue du dessus
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La figure précédente laisse peut-étre croire que les quatre sphéres de centres A, O, B et F laissent
deux « creux » disponibles pour loger deux sphéres.

Si c’était le cas, la distance des centres de ces deux spheéres serait celle de I et de J qui désignent
les centres de gravité des triangles équilatéraux OAB et OAF.

Comme |BP| =73, on a |BF| =2r\/3 et |I.J| = %3

De 2’—3‘/5 < 2r (puisque ? < 1) découle qu'il n’est pas possible de placer simultanément une
sphére dans chacun des deux « creux » voisins.

Les spheéres portées peuvent trouver place de facon alternée dans un
creux sur deux de la premiére couche. La figure suivante illustre cela.

En outre, il est immédiat que |PQ| = |AF| = 2r, |QR| = |ED| = 2r
et |PR| = |[BC| =25

Les sphéres de centres P, ) et R sont tangentes comme le sont des
sphéres voisines de la couche inférieure.

Une couche de sphéres portées peut donc étre posée dans les creux
d’une couche de sphéres porteuses mais un creux sur deux reste inoc-
cupé.

Pour clore ce sujet : le probléme des empilements de sphéres est ancien. Il continue & faire 1'ob jet
de recherches et d’études poussées.

En 1611, Johannes Kepler émet la conjecture que c’est empilement présenté dans le quatriéme
cas qui permet d’atteindre la plus grande densité de sphéres. Les creux qui existent dans chaque
plan de sphéres y sont utilisés au mieux. Kepler trouve que la densité de sphéres atteint alors
74%. Mais il a fallu attendre 1998 pour qu'une démonstration validée & 99% soit présentée par
Thomas Hale de I'Université de Michigan.

Mais ce qui précéde n’a d’autre but que d’ouvrir des perspectives, sans plus. Si votre curiosité est
éveillée et si vous voulez en savoir plus, vous pouvez consulter divers sites Internet en utilisant
un moteur de recherche et en lui demandant de trouver, p. ex., Sphéres + Empilements. Alors ...
bonnes investigations.

Compléments

De nombreux corps chimiques simples forment des cristaux pouvant étre modélisés par l'empi-
lement de sphéres. Par exemple les atomes de magnésium, de zinc et de cadmium s’assemblent
suivant un empilement compact de symétrie hexagonale.

Les atomes d’aluminium, de nickel, de cuivre et d’or s’empilent plutét en
choisissant une symétrie identique au cube, mais toujours de la maniére
la plus compacte.

Cependant certains métaux adoptent une troisiéme méthode d’empile-
ment qui n’est plus strictement le plus compact mais qui s’organise comme
un cube centré. C’est le cas du fer, symbolisé par un des édifices les plus
célebres de Belgique : I’ Atomium.




Je veux vous conter
une histoire peu banale.
Celle d’une authentique
découverte d’un objet
mathématique nouveau
et intéressant accom-
plie par quatre rhéto-
riciennes de I’Athénée
d’Uccle 2 le mercredi 4
février 2004. Elles s’oc-
cupaient du Module de
Paix. Vous avez rencon-
tré ce petit bonhomme
plat en plastique possé-
dant 4 membres écartés
en extension et une téte
soit 5 appuis ot il lui est
possible de se joindre a
un ou plusieurs autres
modules.

Le module est produit
par l’ceuvre humani-
taire Iles de Paixz basée
a Huy en prolongement
de ’action du Pére Do-
minique Pire, prix No-
bel de la Paix en 1958,

un authentique grand

homme Wallon.

Dominique Pire,
1910-1969
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a boule d’Uccle

=i8[2s axiomes de Falek

Francis Buekenhout

Le module posséde un « look » intermédiaire entre un véritable per-
sonnage et une figure géométrique. Il a été créé par 'artiste bruxellois
Paul Gonze en 1987. II s’inspire d’un dessin célébre dit 4 Léonard de
Vinci (1452-1519). C’est ce qu'on appelle I’ Homme de Vitruve en rai-
son du fait que Léonard s'était inspiré d’'un texte de Vitruve (vers 50
avant notre ére), grand ingénieur militaire et architecte romain qui a
rédigé le Traité d’Architecture le plus fameux de I’Antiquité. Soit dit
en passant, ce livre ne comporte aucun dessin. A mes yeux, il peut
étre considéré comme une ceuvre de mathématique appliquée. Il peut
prétendre au titre de seul texte mathématique original rédigé en latin
durant I’Antiquité. Le suivant est dit & Alcuin (c. 735-804) qui fut le

% s
L’homme de Vitruve par
Léonard de Vinci

L’homme de Vitruve figure sur
la piéce italienne d’un euro.

Revenons aux modules. D’abord, il serait excitant que vous réussissiez
4 en rassembler un nombre assez élevé en unissant les fonds de tiroir de
chacun dans la classe et quelques forces familiales ou autres. Le mieux
serait d’en avoir soixante. Vous verrez pourquoi.

Une des idées de Paul Gonze imprégnées dans son module est qu'il
permet de constituer des chaines de personnages se tenant par la main.
A vrai dire, ils peuvent se joindre aussi par les pieds et une jonction
téte-pied est également possible parmi d’autres encore.
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La Boule d’Uccle et les axiomes de Falek

Voici quelques traits de
la boule de Gonze.

La boule de Gonze est
constituée de soixante mo-
dules. On distingue des
cycles de cing modules se
tenant par la main et en
cercle. A leurs pieds, il y a
des cycles de trois modules
se tenant par le pied.

La boule posséde un
groupe de 120 symeétries,
la méme symétrie que le
dodécaedre et I'icosaédre.

Si vous en avez le courage,
lancez-vous dans un inven-
taire de ce groupe.

Pour vous aider, il y a 15
demi-tours ou rotations de
180° dont I'axe passe par le
milieu de deux arétes op-
posées du dodécaédre. Le
nombre total de rotations
est 60. 11 y a 60 retour-
nements comprenant des
symétries bilatérales mais
aussi des anti-rotations.

Une autre idée était celle de personnages se tenant par un appui et
couvrant le monde. Paul Gonze a dii découvrir ce que nous appelons la
« boule » que je préfére désormais appeler la « boule de Gonze » car il
y en a d’autres. C’est un objet fabuleux. Je veux bien le décrire mais a
contrecoeur. Il est si excitant de le découvrir. Quelle émotion pour mon
ami géometre Edmond Dony de voir entrer la boule de Gonze, accom-
pagnée, dans un restaurant le 13 janvier 2001. Il I’acheta et construisit
bient6t un polyédre en carton pour le modéliser. La création de artiste
venait de rencontrer un mathématicien.

L’objet fut transmis et commenté 4 moi-méme, puis & Claudine Da
Conceicao Silva et Alain Gottcheiner. A quatre, nous en avons fait une
étude mathématique liée & la notion de polyédre. Un article résume
notre ¢tude. Il est possible de télécharger librement cet article sur le
site du CeDoP. En voici la référence :

F. Buekenhout, E. Dony, C. Da Conceigao Silva, A. Gottcheiner. Polyédres
de Paiz, CeDoP-ULB. 2004, 12 pages.

Il y a désormais des « Polyédres de Paix ». Des animations en classe
ont été accomplies par divers professeurs de mathématiques a divers
endroits notamment par Claudine Da Conceigao Silva, Stéphanie Ory,
Liliane Falek et Francis Buekenhout. Un des buts est chaque fois de
faire découvrir la boule de Gonze par des éléves ravis. Il est possible
de réaliser cette animation dans votre classe en me contactant (fbue-
ken@ulb.ac.be ou falek@europe.com).

Brilons les étapes pour en venir a Uccle. Je me référe & un rapport
écrit excitant rédigé par Liliane Falek, professeur de mathématique a
I’Athénée d’Uccle 2. Une classe de rhétorique enthousiaste constituée
de 8 filles et 16 garcons ignorant tout des polyédres de Paix et des
modules. Ils ont cours de math de 9.05 & 9.55 puis de 11.00 & 11.50.
Madame Falek doit s'absenter de 9.10 & 10.30. Elle confie la clé du

local aux éléves et donne des consignes :
— constituer 4 groupes de 5 éléves et un groupe de 4;

— chaque groupe recoit un sachet contenant des modules de Paix:

— tous les sachets ont le méme nombre de modules.
Il faut relier les modules en respectant certaines régles. Ces régles sont

ce que J'appelle les Axiomes de Falek. Les voici.

— Construire une boule, utiliser tous les modules du sachet.

— On ne peut relier que deux mains ou deux pieds entre eux, jamais
un pied avec une main, jamais plus de deux mains (ni pieds).

Ne jamais laisser un pied ou une main libre.

— Ne jamais relier les tétes.

|

A la fin de I'heure, ils devaient laisser leurs constructions sur le banc,
fermer le local et se rendre au cours suivant. Les retrouvailles furent
chargées d’émotion. Quatre groupes avaient construit une boule de
Gonze. Des effets de couleur avaient été obtenus, notamment une boule
patriotique dont chaque module était noir, jaune ou rouge. Un des
groupes fixa ’événement par une photo.
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Surprise pour Liliane Falek. Un groupe de filles avait, sans le faire
exprés comme elles disent, construit une boule tout a fait différente par
sa structure. Je fus consulté quelques jours aprés et je fus en mesure de
confirmer Poriginalité de la découverte. La Boule d’Uccle était née. Un
tout grand bravo & ses mamans Pauline de Wurstemberger, Coline Van
der Vorst, Audrey Verbaeys, Anne-Liv Myren sans oublier les mérites
du professeur Liliane Falek. La Boule d’Uccle posséde le méme groupe
de 120 symétries que la Boule de Gonze.

Voici une description de la Boule d'Uccle. Elle est constituée de
soixante modules. On distingue & nouveau des cycles de cing modules
se tenant par la main et en cercle. Aux pieds de chaque module s’at-
tache un autre module par les pieds. Ceci est la brillante trouvaille des
rhétoriciennes.

Un modéle polyédrique simple apparait rapidement a I’observateur : il
s’agit de l'icosaédre tronqué ou [5,5,6] découvert par Archimede dans
I’ Antiquité.

Ce polyedre comporte deux sortes d’arétes : celles, au nombre de 60
qui séparent un pentagone et un hexagone et celles, au nombre de. .. (&
vous de trouver) qui séparent deux hexagones. Je dirai que les premiéres
sont simples et les deuxiémes sont doubles. En tout sommet, vous voyez
deux arétes simples et une double. Sur la Boule d’Uccle, un sommet
du polyédre correspond a un module et une aréte double correspond
aux deux jambes liées de deux modules.

Un autre rapprochement s’impose en passant : I'icosaédre tronqué re-
présente un ballon de football ou plus exactement I’assemblage des
piéces pentagonales et hexagonales constituant le ballon. Il y a mieux!
Cest la molécule de carbone Cgg découverte en 1985. Elle valut le Prix
Nobel de Chimie en 1996 & l’anglais Harold KROTO (1939- ) et aux
américains Robert CURL (1933~ ) et Richard SMULLEY (1943- ).

Cette molécule a donné lieu a une foule de nouvelles molécules de
carbone de plus en plus allongées qui sont appelées Fullerénes ou Na-
notubes. Ces molécules sont appelées & révolutionner la chimie et 'in-
dustrie de notre siécle notamment dans le domaine des fibres et des
cables. Ricanez si vous le voulez mais une compagnie américaine étu-
die la construction d’un ascenseur Terre-Lune sur cette base.

Un modeéle de Carbone 60 est fait de 60 boules représentant des atomes
de carbone. Chaque atome est lié & deux autres par une liaison simple
et & un autre par une liaison double ou covalente. Quel rapport avec
la Boule d’Uccle ? Le lien m’est apparu clairement le 21 octobre aprés
une longue et intense séance de travail la veille avec Liliane Falek : la
Boule d’Uccle et la molécule de Carbone 60 sont ISOMORPHES.

Partant d'un modéle de Cgp, on pose un module sur chaque atome.
Les jambes sont orientées selon la liaison atomique double. Les bras se
mettent bien et accrochent un voisin.

Harry Kroto

Quelles merveilles et
que de perspectives! Il
existe d’autres Boules
et déja un Tube de
Paix.
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SR ZIntagone » de Sierpinski

Nicole Lambelin

1. Introduction

La géométrie

Observons la construction du « pentagone » de Sierpinki.
fractale

Le premier objet fractal
qui intrigua les mathéma-
ticiens fut, sans doute, la
baderne d’Apollonius de
Perge, trois siécles avant

Le premier pentagone est régulier. A chaque étape, on remplace chaque
pentagone par cing pentagones semblables, ayant chacun un angle com-
mun avec le pentagone initial et un sommet commun avec deux des
autres petits pentagones.

Ce n’est qu’a la fin du
XIX® siécle que débute
Pétude de la géométrie
fractale, avec notamment En appliquant cette transformation un nombre infini de fois, on obtient
Georg CANTOR (1845- e B

le « pentagone » de Sierpinski.

1918), Giuseppe PEANO ] '
CELEETED )RR LRVl Notre but est de calculer les aires et les périmétres de ces différentes
KocH (1870-1924). figures.

Elle est ensuite étudiée
ar des mathématiciens

e 2. Pentagone et pentagramme

PINSKI (1882-1969), Félix | )

HAUSDORFF (1868-1942) Soient ABC' DE un pentagone régulier, ACEBD le pentagramme (po-

CANEeE7 N (N W YNGR 1ygone étoilé) correspondant. Soient A’B'C'D'E’ le pentagone régu-

1978). ' lier délimité par les cotés du pentagramme. Tracons DM // CB et

I1 faudra cependant at- C'N // DE. On a aussi BE // CD.

LEETRE s DUV PRI Sl D’aprés le théoréme de Thales,

BROT (1924—) et les

progrés.de informatique |AM| . |AD" o JAO’I _ |AN| _ |chﬂl

pour que cette géométrie |[AB| — |AC| |AD| |AE| |CD|

prenne un réel essort et se

vulgarise. de sorte que les pentagones ABCDE et

AMD'C’N sont semblables. Nous allons cal-

culer le rapport de similitude.
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Supposons que les cotés du pentagone A'B'C'D'E" mesurent 1. Calcu-
lons les longueurs |AD'|, |AB| et |AC.

e ]
C'DA=—2_ =
cos [AD'| ~ 2[AD|
D'ou :
; 1
2cosC'D'A

Or la somme des angles d’'un pentagone vaut 3 x 180° = 540" et donc

e ———

chaque angle vaut 108° : E'D'C" = 108" et C'D'A = 72°. Et donc :

1

\AD’| =
2cos72°

Une calculatrice nous fournirait une valeur approchée de cos 72° mais
nous pouvons trouver une valeur exacte. Celle-ci est %‘/—g. Le calcul
est fait dans Pencadré ci-dessous. Il peut étre passé car il nécessite la
connaissance de trois formules étudiées en cinquiéme.
Ainsi

1 2 1++v5

= — d
2. 718 1445 2

|AD'| =

A quol servent les

fractals 7

— A construire, stocker ou
comprimer des images
simulant le réel (mon-
tagnes, fougeére. . .).

A modéliser le décou-
page des cOtes marines,
la propagation de
la  foudre, Il’appareil
respiratoire, le réseau
sanguin, la structure
de l'univers, des méca-
nismes boursiers. . .

— A concevoir des élec-
trodes poreuses pour la
catalyse, des murs anti-
bruits.

A aider & la création
d’ceuvres d’art en pein-
ture et en musique.

Calcul de cos 72°
Remarquons que :
cos 144° = cos(—144°) = cos 216°
cos(2i5602°) = cos(83 X 727)

Comme
cos2a = 2cos’a—1
sin2a = 2sina.cosa
cos(a+b) = cosa.cosb—sina.sinb
il vient,

cos3z = cos(2z + z)
= cos2z.cosx — sin2z.sinx
= (2cos’x — 1) cosz — 2sinz. cos . sin

— 2cos®z — cosz — 2sin® z. cos T
= 2cos’z —cosz — 2(1 — cos” z).cosx
= 4cos®z — 3cosx

Ainsi cos(3 x 72°) = 4 cos® 72° — 3 cos 72° et cos(2 x 72°) = 2 cos? 72° — 1
Donc
2cos? 72° — 1 = 4cos® 72° — 3cos 72°

dcos® 72° — 2¢c0s272° — 3cosT2° +1 =0
(cos72° — 1)(4cos® 72° +2¢0s72° — 1) =0

cos 72° étant différent de 1 :
4cosT2° +2c0s72°—1=0
Wte L a0 5
cos72° = 3 == 1

Le nombre d’or
b = 1—+ZL¢’ est le nombre
d’or (phi).

37 = (Liyaye
_ 142545
2

= 14148

- 140

Notons aussi 'égalité

VE=28 -1

Sierpinski (1882-1969)
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Le « pentagone » de Sierpinski

Le « pentagone » dit
« de Diirer » ne differe
de celui de Sierpinski
que par la présence du
pentagone central.

Calculons maintenant |[AB| et |AC].

|AB> = &+ ®* — 28%cos 108°  |AC| = |AD'| + |D'E'| + |E'C|

= 20%(1 + cos 72°) = P+1+®
_ , = &+’
= 2§32 1+ﬂ
4 = (1 + P)
2
d_1 = 0.0
. 2
= ®*(2+® 1)
= (P +1) = !
|AB| = ®*

Les égalités |AB| = @2, et |AC| = ®* montrent que la longueur de la
diagonale d'un pentagone régulier vaut celle du cété multipliée par .

Puisque les cotés des pentagones isométriques AMD'C'N et
A'B'C'D'E’ mesurent 1 et que le coté du pentagone ABCDE mesure
@2, le rapport de la similitude qui applique ABCDE sur AMD'C'N
vaut é

3. Le « pentagone » de Sierpinski

Par analogie, on dessine les quatre autres pentagones de la premiére
étape de la construction du « pentagone » de Sierpinski.

A chacune des étapes de la construction de ce dernier, chacun des
pentagones déja construits est remplacé par cing pentagones qui lui
sont semblables avec un rapport de similitude égal & é. A la limite, le
« pentagone » de Sierpinski est semblable & une infinité de ses parties
propres qui peuvent étre de taille aussi petite que ’on veut.

Soit ¢ la mesure du cété du pentagone initial. Calculons les périmétres
et aires a chacune des étapes.

Périmétres Aires

i — o A
Pg = §. (5651'7) AQ = Alq%_
P3 = 5C(é)2 A3 — Al(gz)z
i = 5c.(§)”_1 A, = Al.(‘_ﬁ%)”“l

(Pr) est une suite géométrique|(A,,) est une suite géométrique
de raison % > 1. de raison% < 1.

lim P, =+o0 lim A, =0
n——+o00 n—-+o0o

Le « pentagone » de Sierpinski a donc un périmétre infini et une aire
nulle.

J

¥
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4. Dimension du « pentagone » de Sierpinski.

En géométrie euclidienne élémentaire, un point est de dimension 0,
une ligne de dimension 1, une surface de dimension 2, un volume de
dimension 3. .. Quelle pourrait étre la dimension du « pentagone » de
Sierpinski ?

Lui attribuer la dimension 1 serait peu compatible avec le fait que son
périmeétre est infini. Lui attribuer la dimension 2 serait peu compatible
avec le fait que son aire est nulle. On peut aussi penser a changer la
définition de dimension. La nouvelle définition doit, évidemment, étre
compatible avec les situations familiéres.

HausdorfT fut le premier 4 proposer une nouvelle définition. Nous en
présentons ci-dessous une variante appelée dimension de similitude in-
terne. Elle est valable pour des ensembles qui, comme le « pentagone »
de Sierpinski, sont la réunion d’au moins deux parties propres qui lui
sont semblables (les rapports de similitude étant égaux).

Notons N le nombre de parties constituant ’ensemble, et r le rapport
de similitude. Dans le cas du « pentagone » de Sierpinski, N = 5 et
= é. Remarquons que les formules donnant le périmétre et l'aire
aux différentes étapes de la construction sont les suivantes :

Périmétre : P, = 5c. (%)n_l = P.(Nr)™ 1

Aire : An = Al (%)n_l = Al.(j\rf'z)n—l.
La longueur du « pentagone » est infinie du fait que N7 > 1. Son aire
est nulle du fait que Nr? < 1. La suite (N79)"~! ne converge vers un
réel non nul que si Nv% = 1 (et la limite de la suite est alors 1).

La valeur de d déterminée par cette condition est prise comme défini-
tion de la dimension de similitude interne. Ceux qui ont déja rencontré
la notion de logarithme peuvent calculer la valeur de d :

log(N7r?) = log 1

d’ot
log N +dlogr =0 o

Le « pentagone » de Sierpinski est la réunion de cing parties qui lui

sont semblables dans le rapport é ou de vingt-cing parties qui lui

Des dimensions de
similitude interne
Un segment

Quel que soit le naturel N,
tout segment est la réunion
de N petits segments N
fois plus petits. Dans ce cas

f = % et l'exposant d tel
que Nrd =1 vaut 1.
Un carré

De fagon analogue, un
carré est la réunion de N2
petits carrés qui lui sont
semblables avec un rapport
de similitude 7 = 4. Ainsi
I’exposant d vaut 2.

La courbe de von Koch
Voici les cing premiéres
étapes de sa construction.

i

Pour cette courbe : N = 4

etr= % D’on

log 4
~ logl1/3
~ 1,26185951

0

sont semblables dans le rapport é ou ...

log5  logh log 5
%60 _ OBY _ 989 1,67227504
log 3z log @2 10g%ﬁ

Les n-gones de
Sierpinski.

par fimporte quel polygon
réguliera n cotés. Le rapport 7y
de la similitude sera égal a
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Gauss a 33 ans
(1777-1855)

Simone Trompler

Il y a cent cinquante ans mourait Carl Friedrich Gauss, un des plus
grands mathématiciens de tous les temps. Trés jeune, il montre de stu-
péfiantes dispositions pour les mathématiques. Par exemple, a 7 ans,
il calcule la somme des 100 premiers nombres naturels en quelques
instants, en les groupant par paires. La suite de sa vie ne démentira
pas les promesses de l'enfant. En 1795 il entre & 'université de Got-
tingen. Parmi les étudiants, son seul ami est Farkas BoLyar (1775-
1856) dont le fils Johann sera un des fondateurs de la géométrie non
euclidienne et avec lequel il correspondra pendant des années.

En 1798 il a déja fait une de ses découvertes les plus connues : la
méthode de construction d’un polygone & 17 cétés, avec la régle et

le compas. En 1801, il publie le livre Disquisitiones Arithmeticae, presque entiérement consacré a
la théorie des nombres. Il y prouve notamment qu’un polygone régulier ayant un nombre premier
impair p de c6tés est constructible & la régle et au compas si et seulement si p est du type 22" 4+ 1.
Pour £ =0, 1, 2, 3 et 4, on trouve p = 3, 5, 17, 257 et 65537. Pour k = 5, le nombre p = 22° + 1
n’est pas premier. On ignore s’il existe d’autres nombres premiers de cette forme.

Comment construire a la régle et au compas un polygone régulier de 17 cétés ?

e Tracer un cercle de centre O et deux diamétres perpendi-
culaires I'T et J'J.

Sur le segment [OJ], placer un point A tel que |QA| =
1
710J].

Sur le segment [OI], placer un point B tel que OAB =
TOAL
Soit C le point du segment [I'O] tel que CAB = T ra-

4
dians.

-

Iracer le cercie de diameétre [CT]. Noter D Ie point d’in-
tersection de ce cercle et de [OJ].

Tracer le cercle de centre B passant par D. Noter P et Q
les points d'intersection de ce cercle avec [I']].

Tracer les perpendiculaires a [I'I] en P et Q. Noter M
. et N-les points d’intersection de ces droites avec le demi-
cercle supérieur.
4T

=0

Le segment [AM N] est la corde d'un arc de 77 radians. Si K est le milieu de 'arc M N, la longueur du
segment [M K] est celle du cété du polygone régulier 3 17 cotés.

Sources : J.-C. Carrega, Théorie des corps, la régle et le compas, (Ed. Hermann, 1981),
J. Miewis, Dis Monsieur, dessine-moi un heptadécagone, Math-Jeunes n® 36, (1987).
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Gauss est aussi trés intéressé par l'astronomie et calcule des prévisions
excellentes sur la position des planétes. Il est nommé directeur de I'ob-
servatoire de Géttingen en 1807 et publie un livre, Theoria motus cor-
porum coelestium, sur le mouvement des corps célestes en 1809. Mais il
travaille également sur beaucoup d’autres sujets que ’astronomie, par
exemple le traitement des séries, les problémes de géodésie, ainsi que
'application d’une surface sur une autre, la mathématique statistique,
etc. .. » o

Dés 1820, il s’intéresse & l'existence possible d’une géométrie non eu- .
clidienne, mais il ne publie pas ses travaux pour ne pas faire tort & sa ooy Nee,
réputation. Il publie, par contre, de nombreux articles sur la géométrie ~Croquis de la main de
différentielle ainsi qu’un ouvrage fondamental sur ce sujet : Disquisi- Gauss relatif a la trian-
tiones generales circa superficies curvas. I y définit notamment la cour-  gulation du royaume de
bure d’une surface. Les recherches de Gauss en géométrie différentielle Hanovre.

furent le début d’un processus qui, via ’apport important de Riemann (18707,‘;‘3;9770%’;F’;ﬁ‘i’;"cﬁaﬁgz::
(voir ci-dessous), eut ultérieurement un impact décisif sur la théorie de  Bonn-Bad Godesberg, 1977.)

la Relativité Générale. Gauss ne néglige pas pour autant la physique, particulierement lorsque
le physicien William WEBER arrive & Gottingen. Avec lui, il étudie le magnétisme terrestre et
découvre les lois dites de Kirchhoff. Ensemble, ils construisent méme un télégraphe électrique.

Jusqu’a la fin de sa vie, Gauss continue ses travaux, mais sans éprouver le besoin de publier ce
qu'il trouve. Il suit de trés prés les recherches d’autres mathématiciens, comme LOBACHEVSKY.
Son influence sur la mathématique de ’époque est trés importante et il a été reconnu par ses pairs
de son vivant, avec tous les honneurs.

Georg Friedrich Bernhard RIEMANN (1826-1866)

Mathématicien allemand, fils d’'un pasteur luthérien, Riemann fut un bon
éléve, mais sans briller, excepté en mathématiques. Il montra trés tot un
intérét particulier pour cette branche et des aptitudes exceptionnelles, ca-
pable de lire en quelques jours un livre de 900 pages du mathématicien
LEGENDRE sur la théorie des nombres! A 20 ans, Riemann entre a 'uni-
versité de Gottingen a la faculté de théologie, mais il demande rapidement
a son pére la permission de se consacrer plutdt aux mathématiques, ce qui
lui est accordé. Il peut alors suivre les cours de GAUSS, notamment.

En 1847, Riemann part a l'université de Berlin. Il y continue ses études avec des maitres de tout
premier ordre. Retourné a4 Gottingen en 1849, il retrouve Gauss qui aura une influence primordiale
sur sa pensée, de méme que le physicien Weber. Il acquiert ainsi une connaissance approfondie de
la physique mathématique.

La méthode de travail de Riemann est basée sur I'intuition, évitant les longs calculs dés que possible.
Tl contribue entre autres a la théorie des variables complexes et a 1’étude des surfaces, appelées
depuis surfaces de Riemann. 11 s’intéresse aux propriétés locales des surfaces, c'est & dire a ce qui se
passe sur de trés petites distances autour d’un point, par le procédé de la géomeétrie différentielle.
Mais les travaux de Riemann sont mal compris par les mathématiciens de son époque, excepté par
quelques-uns comme Gauss.

Tl faudra attendre plus de 60 ans, lors de application de ses surfaces & la relativité générale, pour
que leur importance soit enfin reconnue. Riemann était de santé fragile et il contracta la tuberculose
4 ’age de 36 ans. Il en mourut 4 ans plus tard avant que ses mérites aient été reconnus.
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Yolande Noéi—Roch

1. Des cubes patriotiques

On dispose de 27 cubes de bois blanc de 2 cm d’aréte et de trois pots de couleur : noir, jaune
et rouge. Comment peindre les faces des 27 cubes pour avoir la possibilité d’assembler de trois
maniéres différentes les petits cubes peints :

— en un grand cube (6 cm d’aréte!) dont I'extérieur est entiérement noir ?

— en un grand cube dont I'extérieur est entiérement jaune ?

— en un grand cube dont I'extérieur est entiérement rouge ?

2. Un triangle trirectangle ! g
o e T

Dans le cube abede f gh, [eb] et [eg] sont deux diagonales de faces, les angles

bef et feg sont des angles de 45°. Ainsi, ’angle beg est un angle droit. De

maniére analogue, les angles egb et gbe sont droits ... et le triangle ebg

est trirectangle! Trouver 'erreur ! .

3. Trouver l'intrus

A. Parmi les polyédres suivants, quel est I'intrus ?
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B. Parmi les cing polygones suivants, quel est le seul qui ne peut pas étre obtenu en coupant un
cube par un plan?

OO LIV

C. Parmi les polyédres suivants, quel est I'intrus 7
.

D. Parmi les assemblages de six carrés, quel est l'intrus?

L L1 J [ ]
L] [ ]
000 ®
e 0|0 [ ] ® 0|0 0 ® o000
[ ] ] @
[ IR [ ] o|le oj0o @ o @o|00e
[ ] L ] ® 0 e o|® ® LI ] 00 L N
] L] L] L] L] L]
[ ] ol @ ® 0 ® e|e @ 00 L
LR o o000 |0 [ L 1] [ ] L]
L ] [ ] L ] ®
o o o000 L] 00 ] L ]

4. Des symétries « miroir »

Placez le miroir fourni dans le numéro 109 de Math-Jeunes sur le bonhomme de Gonze (voir l'article
de F. Buekenhout dans ce numéro) de maniére & créer les figures de la page suivante.

D’aprés Gonze

Les huit premiers dessins peuvent étre associés en paires complémentaires : deux dessins complé-
mentaires sont obtenus en placant le miroir au méme emplacement sur le bonhomme, mais en
inversant les deux faces du miroir. Les deux dessins d’une paire ne sont pas nécessairement a la
méme échelle, ni avec la méme orientation. Pouvez-vous reconstituer les associations 7
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Les figures suivantes ne sont pas appariées. Pour les réaliser, vous avez besoin de DEUX miroirs, 4 placer
ensemble sur le bonhomme de Gonze. Vous pouvez découper selon une médiane celui dont vous disposez.
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Claudine Festraets

Au moment ot tu lis ce texte, les demi-finales de 'Olympiade Mathématique Belge ont déja eu lieu
et tu y as peut-étre participé. Pour prolonger 'intérét que tu apportes certainement a I’Olympiade
et pour t'exercer en vue de ta prochaine participation, voici quelques-unes des questions des demi-

finales « midi » et « maxi ».
Midi 2 - Maxi 5
A

D E c

Les cotés du carré ABC'D ont 1 cm de longueur.
Le point E est le milieu de [DC] et le point F’
est le milieu de [AFE]. Quelle est, en centimétres
carrés, l'aire du triangle DEF'?

@ i . © 3 Dy ®j3
Solution

Le triangle ADE est rectangle, sa base [DE]

mesure + cm et sa hauteur [AD] mesure 1 cm,

D)
donc son aire en cm? vaut i

Dans le triangle ADE, [DF| est une médiane
et divise ce triangle en deux triangles de méme
aire. D’ot, en cm?, aire[DEF] = faire[ADE] =
1

5
Midi 6

Sans réponse préformulée — Dans un trapeze, la
longueur de la plus grande base vaut 97 et la lon-
gueur du segment joignant les milieux des dia-

gonales vaut 3. Quelle est la longueur de l'autre
base?

Solution

Soit z la longueur de la petite base. Soit MQ la
médiane du trapéze; elle est paralléle aux deux
bases et coupe les diagonales en leurs milieux N

et P.

On sait que la longueur du segment qui joint les
milieux de deux coétés d’un triangle vaut la moi-
tié de la longueur du troisiéme c6té. Donc dans
le triangle AC'B, |PQ| = § et dans le triangle
CBD, [NQ| =12

Ce qui donne 3+5 = %7 etdela xz =97—-6 = 91.
Midi 11 - Maxi 11

Quel est le nombre de solutions réelles de ’équa-
tion

B2+ 4+z+1=0
d’inconnue réelle x 7
@Wo ®1 ©2
Solution
P4+’ 4+724+1=0e 22(z2+1)+(z+1)=0
& (a:+1)(:c2+1):0
& z+1=00uz’+1=0.

O 3 (E) 4

L’¢quation 22> = —1 n’admet aucune solution
réelle, la seule solution réelle de I’équation don-
née est r = 1.

Maxi 12

Sans réponse préformulée — Quel est le plus pe-
tit naturel de la forme n?+n+1 qui est aussi la
somme d'un carré parfait et d'un cube parfait,
n étant un naturel non nul?

Solution

Pour n = 1,2,..., passons en revue les carrés
parfaits inférieurs a n®2 +n+1:
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n=1:n?4+n+1=3=12+42.
n=2:n"+n+1=7=12+6=22+3.
n=3:n24n+1=13=124+12 = 2249 = 3244,
n=4:n24+n+1=21=12420=224+17=
32 +12=4%+45.
n=>5:n"+n+1=31=12430=22+27 =
22 + 33,

Conclusion : le plus petit nombre naturel de la
forme n? +n + 1 qui est la somme d'un cube
parfait et d'un carré parfait est donc 31.

Midi 16

Quelle est la fraction dont I'écriture décimale est
0,1251257

% ®% 05 0¥ ® 0
1001 999 8 8
) 24000
3
Solution
i _ 125125 o 125x1 001 — 1001
0,125125 = 1000000  1000x1000 — 8x1000 —
3003
24000
Midi 25

La factorisation réelle de z* + 2 est

® (@2 +VD(a2+v2) B (2°+ V) —vI)
© (22 -2z +v2)(2?+22+v2) O z%*(22+2)
® (2% + V24 2v/8)(2? + V2 — 2¥/8)
Solution

' +2 = 2* 4+ 2v22% + 2 — 2v272

= ($2+\/§)2—2\/§I2
= (*+v2) - (V&)
= (:c2+\/§+2:\4/§) (562—&-\/5—3:\‘%)

Maxi 14

Pour tout réel z, v/1 —sin 2z =
@1 —sinz |sinz — cosz| (C) cos2z
@ tgx

= cos®z +sin’z — 2sinzcosz

D) cosz —sinz

Solution

1 —sin2z

= (cosz — sinx)?

Or on sait que vaZ est égal & a si a est positif et
égal & —a si a est négatif, ce que 'on exprime par
Va? = |a]. D’oti /1T —sin2z = |cosz — sinz| =
|sinz — cos z|.
Midi 27 — Maxi 18
Sans réponse préformulée - ABCDEF est un
hexagone régulier inscrit & un cercle de centre

0.

Le petit cercle est tangent au
grand cercle et tangent aux
droites OA et OF. Que vaut
le rapport de l'aire du grand
disque & celle du petit disque?

Solution
0 Soit X le centre du petit cercle.
VAAN Tracons la droite OX, elle coupe
Y \, le grand cercle en 7 point de

\ % )\ tangence des deux cercles. Me-
A\\JT_)/F nons par X les droites XY et
X7 perpendiculaires respective-
ment & OA et OF,Y et Z sont les points de tan-
gence du petit cercle et des droites OA et OF.
Soit r le rayon du petit cercle et R celui du grand
cercle : | XY | =|XZ| =|XT|=ret |OT| = R.
L’angle YOZ est de 60°, donc dans le triangle
rectangle OY X, | XY| = |0OX]|sin 30° ou encore
r = 3|0X|. De la, |OT| = |OX]| + |XT| =
2r + 1 =3r.
L’aire du grand disque vaut 7R? = 97r? et I’aire
du petit disque vaut 7r?: le rapport des deux
aires est donc 9.

Midi 30 - Maxi 20
Les médianes issues des sommets des angles ai-

gus d'un triangle rectangle mesurent /20 et
v40. Quelle est la longueur de ’hypoténuse ?

@23 ®4F © ML ©) ya+2

() Une autre valeur
Solution

Soit BAC' le triangle rec-
tangle en A, M et N les
milieux respectifs des co-

o2 tés [AC] et [AB]. Les lon-

roriratien Aao vemAdiasas oA +
v puibuin Ao iclialies SOl

|IBM| = v20 et |CN| =

™M m

A b2 M b2

V/40.

Avec les notations habituelles (voir figure), on a
dans le triangle rectangle CAN :
2
b+ < = |CN|? =40;
dans le triangle rectangle BAM -
¢+ % = |BMP? =20

Doit 4b% + ¢ = 160 et 4¢® + b2 = 80. Addition-
nons ces deux égalités : 50° + 5¢2 = 240 d’ou
5a? = 240, a® = 48 et a = /48 = 4/3.
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1. Le courrier urgent

Le motard a roulé 20 minutes en moins que d’ha-
bitude. Il aurait employé ce temps pour aller
de son point de rencontre avec le vélo jusqu’a
l’aéroport et retour. Il aurait donc mis 10 mi-
nutes pour parcourir ce trajet. Lorsqu’il a ren-
contré le cycliste, avion avait atterri depuis
déja 30 minutes : ce dernier était donc en avance
de 40 minutes sur son horaire.

2. Alphabet secret

Le nombre y est le reste de la division entiére
de 29z par 26. La lettre A est associée & x = 0.
Le quotient entier de 29 x 0 par 26 vaut 0 et le
reste y vaut 0. La lettre B est associée & z = 1.
Le quotient entier de 29 x 1 par 26 vaut 1 et le
reste vaut 3.

Le quotient entier de 29z par 26 vaut x si 26z <
29z < 26(z + 1) c’est-a-dire si 0 < 3z < 26 ou
encore 0 < x < 8 (lettres A a I). Dans ce cas le
reste y vaut 29z — 26x = 3z.

Le quotient entier de 29z par 26 vaut x + 1 si
26(z + 1) < 29z < 26(z + 2) c'est-a-dire si 0 <
3z —26 < 26 ou encore 9 < z < 17 (J aR). Dans
ce cas le reste i vaut 29z — 26(x + 1) = 3z — 26.

Le quotient entier de 29z par 26 vaut z + 2
si 26(z + 2) < 29z < 26(z + 3) c’est-a-dire si
0 < 3r —52 < 26 ou encore 18 < r £ 25
(lettres 8 a Z). Dans ce cas le reste y vaut
29z — 26(z + 2) = 3z — 52.

On peut présenter le codage par un tableau :

BaLVL

-probleme

Solutions des problémes proposeés
dans les numéros 109 et 110.

.

Nlcole Miewis

Lettre A|B|C|D|E|F|G|H|I]|J M
T olt|2|3|4|5|6|7|8|9]|10]11|12
Yy o|3|6|9|12|15(18|21|24| 1| 4 | 7 |10
Lettrecodée| A | D |G| J | M| P V|Y|B|E|H]|K
Lettre N|O|P|Q S|{T|U|V|W|X|[Y]|Z
T 13|14|15|16|17|18|19|20 (212223 |24 (26
Yy 131619 (22|2 5|8 |11|14|17 (20|23
Tettrecodée | N [ Q| T |W|[Z|C|F|I|L|D Ul X

Le texte
MCQTM ZMCFM YGY MF CM ZMTQCM

se décode en
ESOPE RESTE ICI ET SE REPOSE

3. Les soucis du fourreur

Soit ABC' le morceau de fourrure qu’il s’agit de
retourner & I’endroit tout en conservant la forme
triangulaire désirée. Plusieurs découpages sont
possibles. En voici deux.

Dans la figure de gauche, on a tracé le cercle
inscrit au triangle ABC. Il est tangent aux c6-
tés du triangle en L, M, N. Les quadrilatéres
ALIN, BMIL et CNIM sont des cerf-volants
qu’il suffit de retourner autour de leur axe de
symétrie.

Dans la figure de droite, on a mené BD 1L AC et
noté E et F les milieux des cotés BC et AB.
La médiane DF du triangle rectangle ABD me-
sure la moitié de ’hypoténuse AB puisque F’
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@ le centre du cercle circonscrit au triangle. On
peut donc retourner le triangle isocéle AF D au-
tour de sa médiane F'G. De méme, on retourne
le triangle DEC autour de sa médiane FH.

Le quadrilatéere BEDF est un cerf-volant —
puisque |FB| = |FD| et |EB| = |ED| - que

I'on retourne suivant son axe de symétrie F'E.

Le fourreur peut donc aussi découper ABC sui-
vant les droites DE et DF', puis retourner les
parties obtenues sur elles-mémes et les recoudre.

4. Les quatre points

e Configuration (1,5)
Une distance a, cinq distances b.
On place les trois premiers points au sommet
d’'un triangle équilatéral, ce qui donne trois
distances b. Le quatriéme point doit étre placé
de maniére a donner deux distances b et une
distance différente a. Ce quatriéme point est
le sommet du losange formé de deux triangles
équilatéraux. B

|AB| = |BC| = |CD]
=|DA|=|BD|=1b

e Configuration (2,4)
Deux distances a, quatre distances b.
Il'y a deux situations suivant que les deux seg-
ments de longueur a ont une extrémité com-
mune ou non.

S’ils n'ont pas d’extrémité b A
commune, notons-les [AC] et m
[BD]. Les quatre segments de b P
longueur b sont [AB], [BC], C b

[CD] et [DA], de sorte que les deux trianglJeDs
ABC et ADC sont isocéles et ont une « base »
commune [AC|. Les points B et D étant dis-
tinicts et & I8 distance b de A comme de O,
ne peuvent étre que de part et d’autre de AC
et le quadrilatére ABC'D est un losange. De
plus, les diagonales [AC] et [BD] de ce losange
ont méme longueur, et ABCD est un carré.

Siles deux segments de longueur ¢ ont une ex-
trémité commune, notons celle-ci D et A, B
les deux autres extrémités. Le triangle ABC
est alors équilatéral. Le quatriéme point D
doit se trouver sur le cercle de centre C' et
de rayon b, et a la distance a de A et B.
Deux figures sont possibles selon que a < b

ou a > b. En particulier, si a < b, le q@
drilatére ABCD est un cerf-volant dont ’axe
de symétrie a la méme longueur que les deux
grands cotés.

Configuration (3,3)
Trois distances a, trois distances b.

Si les trois segments de longueur a sont les
cotés d'un triangle équilatéral ABC, le qua-
triéme point D ne peut étre que le centre de
gravité de ce triangle, situé a la distance b des
trois sommets.

Les trois segments de longueur a peuvent ne
pas constituer un triangle : si extrémité du
troisiéme ne coincide pas avec l'origine du
premier. Dans ce cas, nous pouvons les no-
ter [AB], [BC] et [CD]. Le point D est alors
sur la médiatrice de [AB] et le point A sur
celle de [C'D]. Le point O intersection de ces
deux médiatrices est a égale distance de A,
B, C et D. Le quadrilatére ABCD est donc
inscriptible.

Puisque |AB| |BC’| |CD| les angles
mscrlts BAC C’AD ZB‘E BDC ACB et
CBD sont égaux. Notons a leur valeur eur_com-
mune. On _a aussi Eﬁ‘c‘ 20 = ACD
DBA = DAB - Enfin ABC = ABD+DBC =
3a et ABC +ADC = 5a.

Or, dans un quadrilatére inscriptible, la
somme de deux angles opposés vaut 180°.

Par conséquent o = 36° et ABC = 7355_5 ==
108°. 1l en résulte que les points A, B, C et D
sont quatre sommets consécutifs d’un penta-

gone régulier. /
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/5. Le berlingot

M

Plions un demi-patron et observons la forme
du demi-berlingot obtenu en ajustant les som-
mets M et Q. Puisque |[MN| = |OP| et que
INO| = |PQ)|, le quadrilatéere M NOP est un
parallélogramme.

Puisque SOLON et ON|MP, on a SOLMP.
Mais M P est aussi orthogonal & SP, donc M P
est orthogonal au plan SOP. Dés lors M P 1L PO
et le parallélogramme M NOP est un rectangle.
Ce demi-berlingot est
ainsi une pyramide 2a
base rectangulaire; sa
hauteur est la hauteur
h du triangle SOP issue
de S puisque le plan de
ce triangle est orthogonal au plan de ]]Da base
MNOP de la pyramide.

L’aire de la base est zy et le volume du berlingot
entier est % X zyh.

Puisque le triangle ABC est rectangle isocéle ,
onay=axv2eth= :t:£ le volume du berlin-
got est 2z°. Si le volume est de 5 dm?, alors, &
1 mm pres =91 mm.

6. Le cochonnet
Vue parallélement a la

table
B, By B;

Vue
ment a la table.

perpendiculaire-

Les centres C, Cs et Cs des trois boules By, B>

et Bs sont les sommets d’un triangle équilaté-

ral. Si 'on projette Cy, Co, C3 et le centre C

du cochonnet sur la table, perpendiculairement

a celle-ci, on obtient & nouveau un triangle équi-

latéral A;A;A; dont le centre de gravité G est
a projection de C.

Le rayon des boules de pétanque est 4,5 cm. S%
r le rayon du cochonnet et = la longueur du seg-
ment [A;G]. Soit M la projection orthogonale de
C sur C,A;. Remarquons que la médiane A,GZ
est aussi une hauteur du triangle A;A;A3; le
point G étant situé au tiers de A;Z & partir de
Z,ona|GZ|=£

Dans le trian01e C,C' M rectangle en M, on peut
= (4,5+r)* —

écrire : IE

(4,5 —7)* =18r.

2

Ch
4.5—r
M

Az

9 As
Dans le triangle A; A3Z rectangle en Z, on peut
écrire : (z + %)2 =02 —4 52; d'otr 22 = 27.

Finalement, 18r = 27 et r = 1,5. Le diamétre
du cochonnet est de 3 cm, soit exactement le
tiers du diamétre des boules de pétanque.

7. Le tableau
Ligne 0 : f(0,n)=n+1

Ligne 1 : f(1,0) = f(0,1) = 2 et f(Lin) =
£(0, f(1,n—1)) = 14+ f(1,n—1). D’on (1,1} =

3, £(1,2) =4, ... f(1,n) =2 +n.

Ligne 2 : f(2,0) = f(1,1) = 3 et f(2, n) =
F(L, (2, n—1)) = 24 f(2n—1). Dot f(2,m) =
3+ 2n.

Ligne 3 : f(3,0) = f(2,1) = 5 et f(3,n) =

£(2, f(3,n-1)) = 3+2f(3,n—1). Do f(3,1) =
13, f(3,2) = 29, f(3,3) = 61, f(3,4) = 125,
f(3,5) = 253... On remarque qu’en augmen-
tant tous ces nombres de 3, on obtient la suite
géométrique 8, 16, 32, 64, 128, 256... On peut
donc conjecturer la formule f(3,n) = 2" —3.

Vérifions par récurrence : on a bien f(3,0) =
20+3 _ 3 et si f(3,n — 1) = 2"7*3 — 3, alors
F(3,n) =2(22 —3) +3 =2+ -3,

Par conséquent f(3,2004)

_ 92007 _ 3.

/
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8. Les calissons

Les calissons sont des losan- P
ges dont les angles sont de ty
60° et 120°.

Pulsque l'aire d’un triangle équilatéral de coté
z est £ ‘/_ le volume d’un calisson est 2 ‘F

2%y = \/_ Puisque les 216 cahssons oc-
cupent exactement un volume de 972 cm?, on
a 108y2%v/3 = 972, ot y = &,
Si 216 calissons sont disposés sur 8 couches,
chaque couche est constituée de 27 calissons.
L’aire d'une base de la boite est donc

B =233 x 9 x 27 = 27,233
Or Paire d’'un hexagone de cété z est six fois

l'aire d’'un triangle équilatéral de coté z. Donc
”\f % G = 27t ‘/3 : Deill 1 = 3z,

La surface laterale de la boite se compose de 6
rectangles d’aire z x 8y = Ti—‘/g : I’aire latérale L
vaut donc 4‘522—‘/5

L’aire totale de la boite vaut 7' = 2B + [ =
23 | 43243 27234432 234432
2 X 272 + 2208 — QU AT _ 3, /300448

Il nous faut chercher la valeur de z > 0 qut rend
minimum cette fonction f(z) = 3,/32%432 +432 Ga
dérivée f'(z) = 6\/_:” =216 g’annule en z = 6.
Cette valeur conduit blen 4 un minimum comme
on peut le voir en représentant la fonction, en
étudiant le signe de la fonction dérivée ou en
calculant la valeur en ce point de la dérivée se-
conde.

Ainsiz =6,z =2 ety = %g ~ 1,29904. Au
mm preés, ¥ = 13 mm.

9. Drole de nombre

Notons N = abede fghi le nombre cherché et C,,
(1 <n<9) la condition

Il y a plusieurs facons de parta-
ger un hexagone régulier en 27 lo-
sanges isométriques. En voici une.

« Le nombre formé des n premiers chiffres de N
est divisible par n. »

Les conditions C; et Cy sont satisfaites quel que
soit 'ordre des chiffres 1, ... 9. La condition Cj
impose e = 5. Les conditions Cy, Cy, Cy et Cg
Nmposent que les chiffres b, d, f et h sont pairs.

Les conditions C3 et Cy imposent que les trois
nombres abc, def et ghi sont multiples de 3.

Puisque def est multiple de 3, que d et f sont
pairs et que € = 5, ou bien d et f valent (& 'ordre
prés) 2 et 8, ou bien ils valent 4 et 6. Mais cd
devant étre multiple de 4, et ¢ impair, d ne peut
valoir ni 4 ni 8. Il nous reste deux possibilités :
N = abc258¢ghi ou N = abc654ghi.

Si N = abc258¢hi, h peut valoir 4 ou 6. Mais
8gh doit étre multiple de 8 et g est impair. Donc
h =6 (d’otb=4) et g vaut 1 ou 9. Comme ghs
doit étre multiple de 3, g = 1 ne convient pas,
et si g = 9, alors ¢ = 3. Ceci nous laisse deux
nombres candidats : 147258 963 et 741 258 963.
Aucun des deux ne vérifie la condition C-.

Si N = abc654ghi, h peut valoir 2 ou & Mais
4gh doit étre multiple de 8 et g est impair. Donc
h =2 (d'ou b =8) et 4gh = 432 ou 4gh = 472.
Mais ¢2i doit étre multiple de 3. Si g vaut 3, i
peut valoir 1 ou 7; si g vaut 7, ¢ peut valoir 3
ou 9. Ainsi 654ghi peut valoir 654 321, 654 327,
654723 ou 654729. Dans chacun de ces cas, b
vaut 8 mais a et ¢ peuvent encore prendre deux
valeurs. Nous avons donc cette fois huit nombres
pour lesquels il reste & vérifier la condition CY :

789654321 ; 987654 321 ; 189654 327 :
981654327 ; 189654 723 ; 981 654 723 :
183654729 ; 381 654729 :

Seul le dernier vérifie la condition C-. Ainsi

N = 381654729.
10. Les gaufrettes

En percant un trou, le fabricant enléve deux la-
melles de chocolat ayant chacune la forme d’un
rectangle d’aire (50 — 2z) x (22 — Qx) Mais il

s s Ty e %
PT'Q.D un +rn" ’qont 1\,».7 f&\_,\./o 011t UIi€ aire totale ue

[6 % (50 — 22) + 6 x (22 — 22)] x 2.

La quantité de chocolat utilisée ne change pas
lorsque

(50—2z) x (22—2z) = [6x (50—2x) +6x (22— 22)] X 2
d’on1 I'on tire 'équation z? — 30z + 167 = 0.
Cette équation a deux solutions z; = 154+1/58 ~
22,616 et o = 15 — /58 ~ 7,384.

Comme x ne peut étre supérieur & 11, seule la
valeur 7, 384 est acceptable.




Solutions des jeux

1. Des cubes patriotiques
Si deux petits cubes ont trois faces de méme couleur, ces

trois faces ont un sommet commun ; s'ils ont deux faces de |Nombre de cubes|1|1|11313|3]3|3|3 6
méme couleur, elles ont une aréte commune. Noir 3(3|2|2(1|1|2
Exemple de lecture du tableau : d’aprés la premiére co- |Jaune 31 13]1211(3|1(2|3|2
lonne, un seul cube doit avoir trois faces jaunes et trois |Rouge 313 [11211(3|3|2/|2

faces rouges.
2. Un triangle trirectangle!

La mesure de ’angle l;;; n’est pas la somme des angles g-é_f et }’EE qui sont situés dans des plans différents.
3. Trouver l'intrus

A. Cing des six polyédres sont les cinq polyédres réguliers : cube (hexaédre), tétraédre, icosaédre, dodéca-
adre et octaédre. L’intrus est le deuxieme polyédre, qui n’est pas régulier. Il s’agit du rhombicuboctaedre.

B. L’intrus est le cinquiéme polygone : si un plan coupe quatre faces d'un cube, au moins deux cétés de
la section doivent étre paralléles. Les quatre premiers polygones sont obtenus comme suit :

C. Au moins deux polyédres peuvent étre considérés comme des intrus. Le premier est le seul & &tre régulier.
Le troisiéme est le seul qui ne peut étre obtenu & partir d’un tétraédre régulier que l'on ampute de petits
tétraédres en ses quatre sommets.

D. Les cing assemblages sont cing développements d’un cube. Dans le deuxiéme, la somme des points
marqués sur les faces opposées ne vaut pas toujours 7, ce n'est donc pas le développement d’'un dé standard.
4. Des symétries « miroir »

Les dessins associés sont : 1 et 2, 3 et 6,4 et 5, 7 et 8.

David HILBERT (1862-1943) w
Célebre mathématicien allemand, né & Kcenigsberg, il y fait ses études primaires et
secondaires, puis entre & I'université et y devient professeur ordinaire en 1893. En 1895,
il est nommé & l'université de Gottingen ot il se fixe jusqu’a sa retraite, malgré des

offres trés intéressantes, entre autres & Berlin.

Dés le début de sa carriére, il publie des travaux importants, notamment en théorie
, algébrique des nombres. Il est trés connu pour son livre Fondements de la géométrie,
publié en 1899. 1l y fait une étude systématique des axiomes d’Euclide et fournit une axiomatique rigoureuse
de la géométrie euclidienne. Ce livre a eu un retentissement énorme et une influence prédominante dans
I'approche axiomatique des mathématiques qui a prévalu au vingtieme siécle. Méme l'enseignement moyen
a répercuté cette tendance en introduisant ce qu’on a appelé les « mathématiques modernes ».

En 1900, lors d’un congrés international de mathématiciens a Paris, Hilbert fait une allocution qu’il titre
Problémes mathématiques. 11 propose 23 problémes qui représentent & peu prés tous les sujets de recherche

de ses successeurs. Sa préoccupation apparait clairement dans son introduction :

« qui de nous ne serait heureuz de lever le voile derriére lequel le futur est caché; de jeter un regard sur
les prochaines avancées de notre science et sur les secrels de son développement durant les futurs siécles ?
[...] Quelles nouvelles méthodes et quels nouveauw fails les nouveaus siecles vont-ils révéler dans le champ
vaste et riche de la pensée mathématique ? »

Beaucoup de mathématiciens du vingtiéme siécle se sont attelés a ces problémes qui ne sont pas encore

S. Trompley

tous résolus.
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