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Math-Jeunes est en deuil. Nous déplorons en effet le
décés de Michel Ballieu qui assuma la direction de
notre revue durant 10 ans. Licencié en sciences ma-
thématiques (ULB), professeur & I’Athénée Royal
de Binche, chargé d’exercices a 'ULB, directeur de
recherche au Centre de Recherche sur 'Enseigne-
ment des Mathématiques. .. Les titres et fonctions
de Michel montrent & suffisance sa grande culture
mathématique et ses capacités de travail et d’or-
ganisation. Ajoutons que Michel s’intéressait parti-
culiérement aux questions d’histoire des mathéma-
tiques. Il était apte a lire dans le texte original les
auteurs grecs, latins. . . ce qui lui a permis de rédiger
pour Math-Jeunes de nombreux articles bien docu-

" mentés et précis, tant sur le fond que sur les aspects

historiques.

LLes nombres

En hommage a Michel Ballieu, vous trouverez en
téte de ce numéro un article intitulé Tout est
nombre, qu'il avait publié¢ (en trois parties) dans
les numéros 62 a 64 de notre revue. Ce texte s’ins-
crit parfaitement dans le théme de ce numéro et
a conservé tout son intérét. En rassemblant les
trois parties, nous avons été amenés a y apporter
quelques adaptations mineures.

Vingt-huitiéme année

Math-=Jeunes

2007

Mais qu’est-ce quun nombre? Question bizarre,
direz-vous ! Chacun sait ce qu’est un nombre! Pour-
tant. .. Savez-vous que bien des controverses ont di-
visé les mathématiciens a ce sujet 7 On en trouve des
traces dans le vocabulaire. Par exemple, on parle de
nombres rationnels et de nombres irrationnels. Et
le mot rationnel a un double sens : il désigne un
rapport, mais aussi ce qui est accessible a la raison.
Les nombres irrationnels seraient-ils inaccessibles a
la raison ? Et les nombres ¢maginaires qui sont ap-
parus plus tard?

On pourrait aussi rappeler que I'ensemble des en-
tiers, positifs et négatifs est encore parfois appelé
I'ensemble des nombres relatifs, ce qui nous laisse
supposer que les seuls vrais nombres sont les posi-
tifs. Dans Nombre négatif, tu n'es pas un moins que
rien, S. Trompler et G. Delcroix nous expliquent
qu’il a fallu attendre le X1X¢ siécle pour que les néga-
tifs acquierent définitivement le statut de nombres.

Autres nombres qui déclenchent des polémiques :
les infiniment petits. Leibnitz (1646 -1716) et New-
ton (1642-1727) les utilisent, sous I'une ou l'autre
et sans définition... Au
xix® siécle, Cauchy les élimine de fagon que I'on

forme, sans vergogne. ..

croit définitive. Ils réapparaissent au XX® siecle sous
la plume d’un logicien, Abraham Robinson. Valérie
Henry aborde ce sujet dans Il était une fois. .. les
infiniment petits.

Les nombres ont aussi beaucoup de proprictés, cer-
taines plus importantes que d’autres, mals toutes
intéressantes et parfois amusantes. C. Vanaerde et
P. Tilleuil nous proposent dans La période d’une
racine carrée un développement périodique pour
V2, cependant que P. Tilleuil parle des Nombres
qui fonctionnent & l'envers. On vous laisse le plai-
sir de les découvrir, sans devoir retourner votre
Math-Jeunes. Enfin, Y. Noél-Roch compléte sa ru-
brique Jeuz par un inventaire de Quelques curtosités
numériques. Bien entendu, vous trouvez aussi les ru-
briques habituelles, Olympiades mathématiques par
C'. Festracts, et Rallye problémes par N. Miewis.
N’oubliez pas d’envoyer & temps vos solutions aux
problémes proposés.
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Ilout est nombre

Michel Ballieu

La couverture de ce
Math-Jeunes Présente
un « compromis » entre
arithmétique et géo-

métrie : les nombres En fait, un gnomon est un cadran solaire primitif. Si on oriente cette
figurés, une idée qui

« forme » vers l'est, le matin et vers l'ouest, I'aprés-midi, on peut lire
semble remonter aux . 5.0 . :
By thanori i et . les heures sur le bras horizontal ; le principe est le méme que celui de
des affirmations mai I'horloge égyptienne représentée ci-dessous (vue de profil)
tresses était : « Tout est
nombre... »

Un nombre impair était aussi appelé gnomon
(terme emprunté a la géométrie).

C’est 14 un beau sujet de
dissertation mais, pas si
|simple. .. Parles-en a ton
professeur de « philoso-
phie » (religion ou mo-
rale).

Les Pythagoriciens fai- ; . :
¢ AE S i La partie colorée de la figure ci-contre est un gno-
saient une premiére

distinction enfrolnonibie mon. Si n? désigne le nombre de «carrés blancss,
| impairs et nombres alors la mesure du gnomon est 21 + 1 qui est

pairs; sans doute cela effectivement un nombre impair.
leur venait-il déja des
rEgyptiens ou des Babylo-
‘ niens. ..

On voit facilement (cf. figure ci-dessous) que la somme des gnomons

L’une des plus anciennes (nombres impairs) consécutifs, partir de I'unité, est un carré.
superstitions voulait

|

que les nombres im-

|pairs portent chance,

‘tandis que les nombres

|pairs... Cette tradition

se perpétue : on trouve

chez SHAKESPEARE (The I
Merry Wives of Windsor,| @

Acte 5, Se. I) :

. Ceci peut encore s'énoncer :
... I hope good Iluck lies

in odd numbers. Tout nombre carré est la somme des nombres impairs consé-

%\ They say thereisdn. cutifs 4 partir de ’unité.
nity in odd numbers,. . .

5 )
4y n+1)=14+3+.+02n4+1

Cela, tout simplement ( ) ( )

parce que les nombres 1 14 ol L s de . 1

impairs détaiont contidel Y a encore pas mal de « jolies choses » a découvrir concernant les

rés comme « masculins » nombres. Revenons-en donc a la couverture de Math-Jeunes.

alors que les pairs étaient s ; . . ;

dite «qféminirIl)s o Tu t’attends, cher ami lecteur, a ce que Je te parle de nombres trian-

voudrais surtout pas com- gulaires. Eh bien! Tu as entiérement raison. PYTHAGORE aurait (7)

mettre d’« impair » en remarqué des propriétés de cette « classe » de nombres.

m’engageant plus avant

dans cette voie. ..
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On appelle nombre triangulaire tout nombre qui est somme
d’une certaine quantité de jetons disposés en rangées sur un
plan; la rangée du bas en contient n et chaque rangée en

contient un de moins que la rangée située juste en dessous
jusqu’a la rangée qui contient exactement un jeton.

Ainsi, le n® nombre triangulaire I, vaut

n+n—1)+n—-2)+---+2+1
Offrons-nous une petite démonstration :
T. =n+n—-1)+--+2+1
T, =14+2+--+(n—-1)+n
En additionnant ces deux égalités membre & membre, il vient

2Tn = ('ﬂ. + l) B (Tl- = 1) e (‘TL + 1)

- s

2T = nln+ 1]
1
Tnzi-n-(n—l—l)

Le quatriéme nombre triangulaire vaut donc

1
Ti=54:5=10

Ce qui explique le passage sulvant que I’on rencontre chez 'auteur grec
LUCIEN (2° siécle apr. J.-C.), dans son oeuvre Biwv mpaats, littérale-
ment, La Vente des Vies autrement traduit par La Vie aux Encheres :

PYTHAGORE. Je vais t’enseigner comment compter.
AGORASTES (le marchand). Je sais compter.
PYTHAGORE. Et comment comptes-tu ?

AGORASTES. Un, deuz, trois, quatre. ..

PYTHAGORE. Vois-tu! Ce que tu crois étre quatre vaut diz,

. ; 3 : . L’octuple de tout nombre
un triangle parfait, ce qui constitue le lien entre nous. Sl o |\ e 7

triangulaire augmenté de
Pour bien saisir le sens de cette derniére réplique, il faut savoir que 1 est un carré

les PYTHAGORICIENS constituaient un cercle relativement fermeé. A
I’époque, on ne communiquait pas les connaissances a4 n’importe qui.
Les membres de cette espéce de « secte » devaient garder secrétes
leurs déconvertes ; ils ne pouvaient les dévoiler qu'aux autres membres
de 1'« Fcole ». Pour se reconnaitre entre eux, ils utilisaient des « sym-
boles », des « signes » et notamment le triangle équilatéral et le penta-
gramiuue.

Je t’ai annoncé, qu'il y a pas mal de « jolies choses » a découvrir
concernant les nombres. En voici quelques-unes que tu apprécieras —
du moins, je l'espére. Ce qu'on peut encore
Dans le mepl modvydvwy dpifpor ou Traité des nombres polygones e
de DIOPHANTE D’ ALEXANDRIE (mathématicien qui vécut au troisicme 8 xT,+1=(2n+1)? ou
siecle de notre ére), on trouve, comme cas particulier d'une proposition,
le résultat ci-contre.

n(n + 1)
B el

i

1= (2n+1)?
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Teut est nombre

On a aussi

SVE Spdioiy =08 g

}\ :
ou encore

1475 + 275 + 1 = Ty

Démontre ces deux ré-
sultats formellement !!
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Et puis. .. Continuons!

Nous en arrivons & un trés beau résultat qui n’est malheureusement
pas simple a démontrer. 11 utilise le concept de fraction continue(!).

E,e.s seuls nombres qui sont a la fois triangulaires et

‘ carrés sont du type

Lqruz' représente \/2.

o % est une quelconque réduite de la fraction continue

!

Ces nombres sont 1, 36 = 3% . 22, 1225 = 72

Aprés les nombres carrés et les
nombres triangulaires, voici les
nombres pentagonaux.

T

Essaic de prouver que le nombre

) r-(3r—1)
pentagonal de rang r vaut == —!
ce qui donne 1, 5, 12. ..

La couverture de ce numéro te
propose aussi les nombres hexago-
naux.

R

Tout nombre hexagonal de rang r
égale r-(2r—1) et on obtient ainsi
1; 6, 15...

Trouve une formule (rang r) pour
les heptagonaux et les octogonanx
ci-dessous.

RS

LIRS

Il est évidemment possible d’obte-
nir une formule générale pour un
nombre n-gonal. Au boulot. . .

52, 41616 = 172 - 122, ..

Voici, pour terminer, une pro-

priété des nombres hexagonaux :
Quatre fois le triangulaire de rang
r augmenté de r+1, donne 'hexa-
gonal de rang (r + 1).

AT, +(r+1)=H,4,

En unissant » + 1 & un des quatre
triangulaires de rang r, on a en-
core

311? + Tr+1 a Hr—H

Mais alors

ce qui s’énonce

Tout hexagonal est un triangulaire
de coté impair et réciproquement.
prof. de

Discutes-en avec ton

matl. !

(') Voir dans ce numéro I'article La période d'une racine carrée, N.D.L.R.

)
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ENe:Jilelde d’une racine carree

Christian Vanaerde et Philippe Tilleuil

Le défilé des décimales

iIl est bien connu que
| ’écriture décimale d’un
|1‘101‘1‘1b1‘e est périodique
OISR SRl ¢ Commencons par retenir la partie entiere de V2, c’est-a-dire 1,
nombre fini de décimales) : y . L. : o

‘ e inversons ensuite sa partie décimale (la partie décimale de V2 est la

valeur de v/2 moins sa partie entiére), on évalue donc

Partant de la valeur /2 = 1,4142135624 . . ., nous allons « coder » la
succession de ces décimales & partir de 1'algorithme suivant.

si et seulement si ce|

nombre est rationnel.

‘Par exemple : la période 1
1

{de % est de longueur |

3 :

. 1 et égale a 3, puisque 0, 4142135624 ...
N (N33 Rdemmemel)

3 =

ia période de B est de e notons la partie entiére du résultat obtenu, c’est-a-dire 2,
e . - - 12 e ’ = |
|longueur 1 et égale a 6

e recommencons en inversant la partie décimale du dernier résultat

| puisque 55 = 0,41666.. ., obtenu, ce qui donne
et pareillement la pé—‘

— 9. 4142135624 . ..

‘ riode de ,; est de

|longueur 6 et égale
a 571428 puisque = =
| 0,571428571428571428. ..

1

= 2,4142135624 . ..
0,4142135624 . .. il

notons encore la partie entiére du résultat obtenu, c’est-a-dire 2, et

Dés lors, I’écriture déci- | ainsi de suite . ..
male d’un nombre irra-

| tionhel tellque v/2 ne peut La succession des parties entiéres obtenues par cet algorithme est re-
présenter aucune périodi- marquable puisqu’elle semble constante. On résume les résultats de

| cité. Mais pour un tel I'algorithme précédent en notant :
nombre, n’y a-t-il au-|
cune ‘ll'l'cllll()]‘.‘(l de (:()Il‘tl'({" \/§ i [17 2’ 2, 2: 2, . ]
ler néanmoins son ecri-
. ture décimale, et de trou-|
. . " . <1
ver une représentation De plus, on peut appliquer le méme algorithme & d’autres nombres.

REEDE R ORI Par exemple, pour V3 = 1,7320508076 ... et V5 = 2.2360679775 . . .,

on trouve :

On résume ces résultats par v3 +— [1;1,2,1,2,..], et B s
[2:4,4,4,4,...]. Mais est-on bien certain de la périodicité qu’on ob-

serve dans les parties entiéres ainsi calculées ?
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Au coeur de la machine

En fait, la périodicité observée n’a rien de certain. Dés que les calculs sont effectués a la machine,
on observe des différences dans 1’écriture décimale des nombres qul apparaissent a chaque étape de
Falgorithme. Et au fur et 4 mesure de la progression de l'algorithme, ces différences se propagent
vers la gauche, jusqu’a détruire la belle régularité dans I'invariance des parties entiéres.

Les résultats sont détaillés dans le tableau ci-dessous.

o] =L Aise s T
Un petit programme, détaillé ci-dessous (il rang e oerlic
est écrit ‘pour.une CASIO (iRSS—'r, mais se partie décimale Sl
transpose facilement sur n 1m1?0rte quelle 1 T — 0 1142135604 5
machine), permet de poursuivre 1'algo- . S e 5
rithme suffisamment loin pour voir ce qui W G v
Seq(0, X, 1,255,1) —List] N 16 | oreie— = 2,400GB50384... | 3
Seq(0, X, 1,255, 1) —List2 i S S— 1T T D P
"NOMBRE="7—X «— 0.4066650351... ; .
For 1 —I To 30 Step 1 « 18 AT = 2, 17RR24T 2
X-Int (X)— List 1[I] « 14 D = 9, 0014657921 . .. 5
Int (X)—List 2[I] « WD e — bR
(X-Int (X)) A(-1) 5X 21 | somenmie- = 1,0091948054 . | 1
Next — 22 | s=miome = 1, 9638845735 . 1
List 1 & 2 e
Ligo A 24 | s, = 20,6889987523.. | 26
% | comare = 1,4513814381 ... | 1

Ainsi, on devrait écrire :

V21 [152,2,2,2,2,2,2/2,2,2,%,2,9,2,2.2.2.9 6,1,1,1,1,26,1,. . |

Corrigeons les erreurs !

En réalité, la machine & calculer se trompe! Pour s’en convaincre, il
suffit de reprendre I'algorithme, non plus & partir de I'écriture décimale
de v/2, mais bien de sa définition algébrique. Inverser la partie décimale
de /2, c’est inverser v/2 — 1, or on a immédiatement :

1
=v2+1
V2 -1

La partie entiére de v/2 + 1 est manifestement égale & 2, de telle sorte
que la partie décimale correspondante égale (\/5 + 1) —-2=+2_-1.
En inversant & nouveau cette partie décimale, on ne peut que retrouver
le résultat précédent, et ainsi de suite, indéfiniment. L’algorithme est
donc effectivement périodique :

V2 [1;2,2,2,...2,2,2, . ]
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On procéde pareillement pour v/3. On calcule d’abord 'inverse de la
partie décimale de V3

1 v3+1

vV3i—-1 2

dont la partie entiére égale 1 et la partie décimale vau
or

?

t \/Z+1_l - \/52—1

1 2

V3-1
2

2(v3+1)
= L =341
V3-1 2 |

dont la partie entiére égale 2; comme la partie décimale correspondante
vaut alors (\/3 + 1) — 2 = /3 — 1, la périodicité des parties entieres
est établie, et on peut écrire :

3 (151,21, ... 1,21, -

On procéde pareillement pour /5, et on trouve :

VB [2;4,4,4,...4,4,4,. ]

Un empilement de fractions

Tl y a moyen de comprendre la signification de l'algorithme précédent
en termes de succession de fractions :

1
2 + =

3
e

V214

et le membre de droite doit étre compris comme une limite (le nombre
de dénominateurs tend vers U'infini). C’est ce qu’on appelle la fraction
continuée associée a v/2, et les « 2» qui y apparaissent sont les quotients
partiels de cette fraction continuce.

Si on arréte le développement de la succession de fractions a un rang
donné, la fraction obtenue s’appelle la réduite correspondante. Ainsi,

les premiéres réduites de la fraction continuée associée a v/ 2 sont :
1 3
142 = =15
¥ 2 2 ’
IE 7
1+ - =-=14
245 5
I 17
1+—— = -, =1,416666...
2+ P, 12
1 41
1% 5T _1_ ~ 39 = 1.413793103.. . .
JI_ 2+§ﬁ
2
1 99
14 ——F— = —=1,414285714. ..
2t —r— 70
2+ - %

|
1+ (V2 -1)

1

= 14+ T
V2—1

dl:

142

Cette formule signifie que
/2 est un point fize de la
fonction fi(x) =14 5 *

£(V2) = V2.

Il en résulte que le point
de coordonnée (v2,v?2)
est 4 l'intersection de la
droite d’équation y = =
et de la courbe d’équation
el g

Kl

e A e

4
3
2

i

0 ¥z § 4 X

En remplacant V2 au se-
cond membre de la der-
niére équation par sa va-
leur (fournie par le pre-
mier membre), on obtient

1

1

V2=1+
2+1+\/§

et v/2 est aussi un point
fixe de la fonction fa(z) =

i -

2+ 3=

0 12 3 4 X

Pouvez-vous poursuivre
dans cette direction?
Qu’observez-vous 7 Cher-
chez un lien entre les
valeurs des réduites suc-
cessives et les fonctions

\ila f2~--
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La péricde d’une racine carrée

Appliquons ’algorithme
de développement en
fraction continuée a un
nombre rationnel.

Essayons avec £ :

17¢ étape Décomposer
en partie entiére et partie
« décimale » (c’est-a-dire
inférieure a 1)

5 2

=
3 +3

2° étape : Inverser la par-
tie décimale

5 14 1

- -
5 2
3° étape : Retour 4 la pre-
miére étape, appliquée au

dénominateur %
5 1
i i
3 +1+%

L’application de I’algo-
rithme s’arréte ici : ap-
pliquer la deuxiéme étape
a la partie décimale % si-
gnifierait remplacer 1 par
ﬁ, ce qui aménerait 24%0
a Détape suivante et on
serait obligé d’en rester

la!

Analysons un peu plus cet
algorithme.
A la premiére étape, dé-
composer 2 en la somme
de sa partie entiére, et de
sa partie décimale revient
a diviser 5 par 3 :

5=3x1+2
Et a la troisiéme étape, on
divise 3 par 2!
Pour un rationnel quel-
conque, 7, on effectuerait
de méme une suite de di-
visions

a = bg;+m

b = rigz 4+ 7o

On reconnait I’algorithme
d’Euclide qui sert a cal-
culer le pged de deux
nombres naturels! Si la
fraction ¢ est irréduc-
tible, le pged vaut 1 et
I’algorithme s’arréte lors-

qu’on trouve le reste 1.

Tout cela vaut pareillement pour V3, V/5, pour les racines carrées des
autres nombres entiers (non carrés parfaits, évidemment), et méme
pour tous les nombres irrationnels. De plus, il y a toute une série de
regles de calcul qui permettent de calculer rapidement les réduites des
fractions continuées. On en déduit par exemple que les réduites four-
nissent les meilleures approximations rationnelles des nombres irration-
nels, lorsqu’on mesure la qualité de I'approximation a la taille des déno-

minateurs. Il s’ensuit qu’il y a bien égalité entre /2 et 1+ 2?_1]__ !

24— 711_
2+ 5

Si c’est périodique, c’est quadratique ...

Mais revenons-en a la périodicité. Une fraction continuée est qualifiée
de périodique si, & partir d’un certain rang, les mémes quotients partiels
se reproduisent, toujours dans le méme ordre. Il n’est pas difficile de
démontrer qu'une fraction continuée périodique résulte toujours du
développement d'un nombre irrationnel quadratique (c’est-a-dire du
type a—tﬁ avecacetc € Z,c # 0et b € N non carré parfait). Un exemple
mettra en évidence l'idée de la preuve. Supposons qu’on demande de
déterminer le nombre (irrationnel) = associé a la fraction continuée

(13 3; 8,80 ) LBjnimtion

1
B b g = [155,3,3,. .
3+ 3+ 31—
implique évidemment
1
#=1=

; 1
=
Mais au vu de la périodicité dans U'expression de « — 1, Iégalité peut
s’écrire plus briévement sous la forme : :

1
S PP
3+ (x—1)

On en déduit immédiatement la relation 3 (2 — )+ (x — 1)° = 1, clest-
a-dire 2° + 2z — 3 = 0, et il suffit de résoudre cette équation du second
degré pour obtenir z = *H'T‘/ﬁ Vautre racine de cette équation, qui
est négative, ne convenant manifestement pas. En raisonnant tout a
[ait pareillement, on détermine le nombre irrationnel dont le dévelop-
pement en fraction continuée est le plus simple et le plus régulier du

monde, & savoir [1;1,1,1,1, .. J; on trouve ... le célebre nombre d’or
1+v3
e,

... Et si c’est quadratique, c’est périodique!

Il est plus difficile de démontrer la réciprogue de ’énoncé précédent,
savoir : le développement en fraction continuée d’un nombre irrationel
quadratique est toujours périodique. Pour un nombre quadratique
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donné, ca n'est pas difficile a vérifier comme 'ont montré les exemples
de V2, v/3 et /5, mais ¢a peut vite devenir long, par exemple pour
V199, dont la période est de longueur ... 20. D’autre part, il n’est pas
trés difficile d’établir la périodicité d'une infinité de nombres irration-
nels quadratiques, pourvu qu’ils aient certaines propriétés particuliéres.
Ainsi, quel que soit n € N, on a

n? = [n;2n,2n,2n, .. ]

D

+|+
—| ol =
I

= [n;n,2n,n,2n,n,2n,.. |
{n~1;1,2-n—2,1,2ﬂ.f2,1,2n—2,...]
= [3n—1;1,1,1,6n—2,1,1,1,6n —2,1,1,1, 6n —2,...]

n2 —

On2 —

Bo
=

Ces formules couvrent déja les développements de V2, /3, V5, V6,
VT, V8, V10, /11, etc. Malheureusement, elles ne fournissent pas une
démonstration générale, qui puisse s’appliquer a n’importe quel nombre
quadratique de type “—*C‘ﬁ La premiére démonstration de ce genre a
été publiée par Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en 1770.

Il n’y a pas que les racines carreées ...

Pour ce qui concerne le codage des décimales d’un nombre irrationnel,
les fractions continuées ne semblent donc intéressantes qu’en cas de
périodicité, c’est-a-dire uniquement pour les nombres irrationels qua-
dratiques. Néanmoins, les fractions continuées sont utiles dans bien
d’antres domaines des mathématiques : en arithmétique bien sir, mais
aussi en analyse, en géométrie, en astronomie, etc. Et les problémes
non résolus ne manquent pas. En voici deux, bien simples a énoncer,
mais dont la solution n’est toujours pas connue a ce jour.

e La fraction continuée associée a /2 n’est certainement pas pério-
dique, mais ses quotients partiels sont-ils au moins bornés 7 A titre
documentaire, le quotient partiel de rang 620 de ce développement
égale ... T451.

e Le nombre e, base des logarithmes népériens (cfr. par exemple Math-
Jeunes n° 112, novembre 2005), est un nombre transcendant qui pos-
séde un développement en fraction continuée dont les quotients par-
tiels ne sont pas bornés, mais néanmoins parfaitement prévisibles :

e=121,21,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,.. |

Existe-t-il une « loi » qui permette de décrire les quotients partiels de
7?7 A titre documentaire (encore!), voici le début du développement
en fraction continuée de 7 :

r=[37,151,202,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,.. |

Mais attention si vous vous attaquez & ces problémes : les dévelop-
pements en question s’obtiennent par des méthodes beaucoup moins
slémentaires que celles décrites dans cet article. Bon courage!

Bui soit périodique.

Des fractions continué(;‘
généralisées

Les fractions continuées
considérées jusqu’ici ont
ceci de particulier que
les numérateurs successifs
valent toujours 1. Si cette
contrainte est abandon-
née, on parle de « fraction
continuée généralisée ».

Pour des nombres ration-
nels, cette généralisation
n’est guére utile. Pour
certains irrationnels. elle
permet d’obtenir des
représentations simples
Ainsi, William Brouncker
(162041684) établit la
formule suivante :

™ 1
4 Pebie—
+2+_—352A__

24+ B,
24 57

-

Un nombre quadratique
”'—"'cﬂ est racine d’une
équation du second degré

que nous noterons
az?+4+pBx+~v=0
ou
z(az +B) = —
A condition de n’effec-
tuer aucune division par
0, l’équation est équiva-
lente a

= g Y
r=_"1

B+ ax

et a

<
T @ x

Ces formules peuvent ser-
vir de base au calcul
de deux fractions conti-
nuées généralisées et pé-
riodiques, associées aux
deux racines de I’équation
du second degré.

Mais ceci pose des pro-
blémes de convergence
et ne prouve pas que
tout nombre quadratique
posséde une développe-
ment en fraction conti-
nuée (non généralisée)

|




|ste pas dans la nature.

inombre dans des situa-
| tions signifiantes. 9001)
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NelygldiAdnegatif, _
(VNeR=EFDaS un moins que rien !

Geoffrey Delcroix et Simone Trompler

Serions-nous moins intelligents que nos ancétres 7 Les nombres négatifs
sont-ils une évidence pour les mathématiciens? A travers cet article,
2 ; nous tentons de mettre en évidence les difficultés rencontrées par plu-
Dés le premier cycle de ] ) , o . -
Horesh ety e sieurs des plus grands mathématiciens de tous les temps a4 maitriser le
chacur dienrel o sens profond du nombre négatif.
rencontré les nombres né-
gatifs. En effet, souvenez-
vous de votre instituteur
présentant Dactivité de
découverte des mesures

Introduction

1. Origine

| de températures en saison Avant de comprendre la notion de nombre négatif, il faut avoir accepté

1 1t 1 2 = . . ; T = S, e
h_wer 1’1a1e. t! Bien diben au préalable I'idée du zéro. Celui-ci était déja utilisé par les Babylo-
visagée assez tot, ’étude

Sl niens, au I111° siécle avant Jésus-Christ, mais seulement comme signe de
des nombres négatifs est . L L T )
lointd etoe facile A aasini scparation dans I'écriture des nombres (indispensable dans une numé-

ler. ration de position, ici de base 60).

Le nombre négatif n’exi- Au premier millénaire avant notre ére, les Mayas faisaicnt de méme,

o dans leur numeération de position de base 20. A partir du v¢ siécle de
Il est donec impossible de

|le manipuler, de le voir, notre ére, la numération indienne de base 10, emploie le mot sanscrit

de le sentir, etc. Pour- « shimia » (vide) pour désigner la place oti nous mettrions 0.

tant, on voudrait qu’a| sl % a . . P
|’age de 7 ans, un en- Mais il n’est pas encore question de considérer zéro comme un nombre.

| fant soit capable de com- C’est ainsi que la réforme du calendrier, au vi¢ siécle, commence &

prendre concrétement ce I'année 1. (Remarquons que bien des gens, ignorant cette particularité
de notre calendrier, ont fété le troisiéme millénaire en 2000 au lieu de

Au dela de la référence _ _ _ o

REE OO CHICS T [0 628, 1'Indien BRAHMAGUPTA (598 — env. 665) définit le zéro comme
nombre négatifs est éga- le résultat de la soustraction d’un nombre de lui-méme. I écrit aussi
lement un probléme pour « lorsque le zéro est ajouté a4 un nombre ou soustrait dun nombre,

e nombreux éléves. En .o ; 5 c . . ; )
d RSTPSIESE celui-ci reste inchangé. et un nombre multiplié par zéro devient zéro ».
particulier, mettons en

évidence I'usage du méme Cette fois, il s’agit bien du nombre zéro, mais il ne sera introduit cn
Syn]_bole — pour désigne]_‘ Elll'Ope (.111 au XI\]P .‘:siécle.
I'opposé et ’opérateur de

[la soustraction, la justi-

= e | (5] PN P ~ S e, qwriliea s N
T B T AL <Ny i Vers le I*" siécle de notre ére, la civilisation chi

| signes pour la multiplica- | %s noise semble avoir été I'une des premiéres a uti-

|

tion, le fait que la lettre = o=y T liser les quantités négatives. Les Chinois cal-
: : ) =\ 5 L =

Raniexemplofpuisse s ‘ culent avec des baguettes : les nombres positifs
gner un négatif, bien qu’il . 1 B i ; S

A - sont représentés par des baguettes rouges et les
n’y ait pas de signe —, le F s’ A , i i .
fait que —3 soit inférieur b/ nombres négatifs sont représentés par des ba-
a 1, (une dette de 3 € se- f < Vo guettes noires. L1U HUT (220 — 280) fait partie

rait plus petite qu’un gain
d’1 €7)...

des premiers & enseigner 'arithmétique a aide
de ces baguettes.
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(est néanmoins & BRAHMAGUPTA que l'on at-
tribue la découverte des « nombres » négatifs.
Sans justification, il donne des régles de cal-
cul permettant d’expliciter des débits dans les
comptes.

Une dette retranchée du néant de-
vient un bien. Un bien retranché du
néant devient une dette. Le produit
ou le quotient de deux biens est un
bien. Le produit ou le quotient de
deux dettes est un bien. Le produit
ou le quotient d’un bien et dune
dette est une dette.

Les quantités négatives font leur entrée au IX®
siecle en Perse dans la résolution d’équations par
le mathématicien Abu Ja'far Muhammad ibn
Musa AL-KHWARIZMI (env. 790-840).

2. Les quantités négatives en
- Occident

Un obstacle a 'introduction des quantités neé-
gatives en Occident est le zéro. De nombreux
mathématiciens de I'époque distinguent diffici-
lement le zéro relatif du zéro absolu en dessous
duquel rien n’existe. En Europe, les mathémati-
ciens disposent du zéro au XIv® siécle, et il fau-
dra attendre la fin du Xv© siécle pour voir appa-
raitre des étres numeériques non positifs, qui ne
sont pas pour autant acceptés comme nombres
a part entiére.

Le francais Nicolas CHUQUET (1445 — 1500)
isole une quantité négative dans un membre
d'une équation. On retrouve également ces
quantités dans plusieurs travaux de Jérome
CARDAN (1501 — 1576). Il les accepte mais les
nomme « feintes ». Trés vite, les régles d’utilisa-
tion sont établies, et les mathématiciens mani-
pulent les nombres relatifs, mais ils en ont une
compréhension trés partielle, avec d’étonnantes
lacunes. Ils sont longtemps un outil de caleul,
facilitant la résolution des équations, pour les-
quelles, par ailleurs, on ne retient que les solu-
tions positives.

En 1591, Francois VIETE (1540 — 1603) pu-
blie In artem analyticam isagoge dans lequel il

pose les bases du calcul littéral. A cette époque,
les lettres ne représentent que des quantités
positives et les solutions négatives des équa-
tions sont écartées. En 1637, dans La géomeé-
trie, René DESCARTES (1596 — 1650) qualifie
de « moindres que rien » de telles solutions. En
géométrie analytique, Descartes place ses axes
de facon qu’il n’ait pas a faire intervenir de co-
ordonnées négatives. Il faut attendre 'écossais
Colin MACLAURIN (1698 — 1746), puis le Suisse
Leonhard EULER (1707 — 1783) pour voir appa-
raitre des axes aux coordonnées positives et ne-
gatives. Mais MACLAURIN écrit tout de méme :
« 'usage du signe négatif en algébre donne lieu &
plusieurs conséquences qu’on a d’abord peine &
admettre et qui ont donné l'occasion a des idées
qui paraissent n’avoir aucun fondement réel ».
11 faut dire qu’a cette époque les besoins pour
les sciences des quantités négatives sont plutét
rares.

Daniel Gabriel FAHRENHEIT (1686 — 1736)
concoit en 1715 un thermomeétre pourvu d’une
graduation évitant les températures négatives.
En 1741, le physicien suédois Anders Celsius
(1701 — 1744) fait construire un thermomeétre
a mercure dont le 0 est défini par le point de
congélation de l'eau et le 100 son point d’ébul-
lition. Tl faut pourtant attendre le début du
XIX¢ siecle pour que les températures négatives
rentrent dans les meeurs. En 1746, dans FElé-
ments d’algébre, le mathématicien et astronome
francais Alexis CLATRAUT (1713 — 1765) donne
quelques-unes de ces régles et exprime la nuance
entre le signe d’un nombre et celui de l'opéra-
tion :

On demandera peut-étre si on peut
ajouter du négatif avec du po-
sitif, ou plutdét s1 on
qu'on ajoute du négatif. A quoi

peut dire
je réponds que cette expression est
exacte quand on ne confond point
ajouter avec augmenter. Que deux
personnes par exemple joignent leurs
fortunes, quelles qu’elles solent, je
dirai que c’est la ajouter leurs biens,
que l'un ait des dettes et des effets
réels, si les dettes surpassent les el-
fets, il ne possédera que du négatif.
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et la jonction de la fortune a celle du
premier diminuera le bien de celui-ci,
en sorte que la somme se trouvera,
ou moindre que ce que possédait le
premier, ou méme entiérement néga-
tive.

Le mathématicien et ingénieur Lazare CARNOT
(1753 — 1823) précise d’ailleurs :
Pour obtenir réellement une quan-
tité négative isolée, il faudrait
retrancher une quantité effective
de zéro, oter quelque chose de
rien : opération impossible. Com-
ment donc concevoir une quantité
négative isolée 7

3. Le négatif se bat pour son
statut

Au début du XIx® siécle, les négatifs n’ont pas
encore acquis le statut de « nombre ». Un
nombre est nécessairement positif. Une quan-
tité, telle une dette, peut prendre une valeur
negative en la définissant par opposition a une
quantité positive. Mais cette quantité n’est pas
considérée comme un nombre en tant que tel.
En 1821, Augustin Louis CAUCHY (1789 -~ 1857)
définit les nombres relatifs comme une partie nu-
mérique précédée d'un signe + ou — :

Le signe + ou — placé devant un
nombre en modifiera la signification,
a peu prés comme un adjectif modi-
fie celle du substantif.

En fin du x1x¢ siécle, la pensée mathématicaue

1

réussit a bien se détacher de la réalité physique.

En méme temps que les nombres complexes, les
nombres négatifs sont acceptés comme nombres
a part entiére.

L’Allemand Hermann HANKEL (1839 — 1873)
exprime clairement la situation :

Le mathématicien tient pour impos-
sible au sens strict cela seul qui
est logiquement impossible, c’est-a-
dire qui implique une contradiction.
Il n’est pas besoin de démontrer
qu'on peut admettre des nombres
impossibles en Mais si
les nombres considérés sont logique-
ment possibles, si leur concept est
défini clairement et distinctement,
s’ils sont done libres de toute contra-
diction, la question ne peut plus
étre de savoir s’il y a dans le do-
maine du réel, dans ce qui est intuitif
ou actuellement donné, un substrat
pour ces nombres, sil existe des ob-
Jets qui puissent donner matiére aux
nombres en tant qu’ils sont relations
intellectuelles d’un certain type ».

ce sens.

4. Conclusion

A travers cet article, nous mettons en avant la
question du statut et de la représentation men- ;
tale du nombre négatif. Plusieurs siécles ont été
nécessaires pour découvrir son opposition a celui
de nombre positif tout en réfléchissant a l'iden-
tit¢ du zéro. Tout comme les jeunes enfants, les
mathématiciens de I'époque ont essayé de voir
I'aspect cardinal (quantitatif) du nombre néga-
tif, alors que sa compréhension dépasse de loin

+

cette étape.

Pour en savoir plus
C. BoYER, A History of mathematics, 1991.

Sites Internet :
Encyclopédie Wikipedia

L

G. IFRAH, L’histoire universelle des chiffres, Ed. Robert Laffont, 1994,
C. MELIAC, Qui donc a inventé les mathématiques 2, Ed. Louis Audibert, 2003.

www.educa.rcanaria.es/penelope/fr_confboye.htm (30 septembre 2006)
villemin.gerard.free.fr/Biblio/Internet.htm (30 septembre 2006)

Linternet est une mer-
veilleuse source d’informa-
tions, mais... il convient de
les recouper : certains sites
sont fiables, d’autres non!
De plus, le contenu est trés
volatile ; ¢’est pourquoi il est
bon d’indiquer la date de
consultation. (N.D.L.R.)
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eI=el=is curiosités numeriques

Yolande Noél-Roch

1. Des Fractions Egyptiennes aux Nombres
Strictement Egyptiens

Les problémes de partage ont de tout temps préoccupé les hommes.
Ils ont été résolus trés tot de maniére astucieuse, notamment par des
méthodes de fausse position (voir par exemple les 87 problemes du
Papyrus de Rhind, 1650 av. J.-C.). Confrontés a une fraction de nu-
mérateur différent de 1, les Egyptiens la décomposaient en une somme
de fractions de numérateurs 1 (que nous appellerons « fractions uni-
taires » dans la suite). Par exemple

7 1.1 1

15378 120

Bien que 'on exige que tous les dénominateurs soient différents, une

telle décomposition n’est pas unique. On a aussl
Le papyrus de Rhind

7 1

K +1+1
15 4 5 60

. D’une facon plus générale, 1'égalité
L’Algorithme P AR PERE i
Glouton ‘ 1 1 1

o vae ad

: ; - ‘ - = +

Soient g et r le quotient n n+l nn+l)

et le reste de la division ’ ; .

P T I ol permet d’augmenter autant qu’on le veut le nombre de termes d'une
AR UC G LAl <omme de fractions unitaires déja calculée.

r sont les naturels pour ] ‘ Poos ;
lesquels b = ag + r avec L’algorithme glouton permet dL décomposer en une somme de frac-

0<r <a. tions unitaires tout rationnel % comprls entre 0 et 1. Trouvé mais non
a i démontré par Léonard de Plse (plus connu sous le nom de Fibonacci)

e si v =0, alors § =
en 1202, cet algorithme a été démontré par James Joseph Sylvester en

e si r £ 0, alors soit o T ke
s e o 1880. (Voir I'énoncé ci-contre.) _
7’ q L) - N
] @nfate=t - St Appliqué a = 15, I'algorithme glouton produit la premiére somme donnée

ci-dessus.

on repart de l'item i

tial en remplagant a Deux remarques s’imposent :
! 7
a’ et b par b . ) ) ;
e L’algorithme s’arréte parce que les fractions sliccessives 5 oy
vy -+ ont des numérateurs naturels de plus en plus petits . En
effet, on calcule £ — i = a’;? b Sachant que § < nl [ on déduit
an — a < b donc c:m — b < a. On finit ncceqc;alrement par obtenir

.0 comme numérateur.

e Cet algorithme ne donne pas nécessairement la somme faisant

intervenir un nombre minimum de termes. L’application de l'al-

. 9 1 1 1
gorithme donne 55 = + 14 130 alors que 20 = —|—
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En 1963, R. L. Graham a publié des résultats relatifs aux Nombres Strictement Egyptiens.

4 est un nombre Egyptien parce qued=2+2et % + % = 1 mais il n’est pas Strictement Egyptien.
Sont appelés Strictement Egyptiens les naturels qui peuvent s’écrire comme somme
de naturels tous différents dont la somme des inverses vaut 1.

Par exemple 11 et 78 sont Strictement Egyptiens puisque

L I 1
11=2+3+6 et —+-4+-=1
o e 12+13+16 1 1 1
78=24+6 1 124+40 et -+ -4+ -+ —4+—+—=1.
+6+8+4+104+12 + e 2+6+8+10+12+40

Voici un théoréme démontré par R. L. Graham :

Tout nombre naturel strictement supérieur o 77 est strictement égyplien.

Vous pouvez trouver la liste exhaustive de nombres Strictement Egyptiens sur le site
http//perso.orange.fr/jean.paul davalan/arit/egy/index.html

Prodige (CP) s'adresse a un cobaye
'une f‘)&lmﬂatﬁcex Il lui demande d’intro-
i aaia 'éa. calculatrice un nombre de quatre chiffre's
a il communique, de le multiplier par 137 et de mul.t1- |
:,plie_; le résultat par 73. Muni uniquement d’u-n papier |
3.et d’un crayon, CP a noté le résultat sur papier avant
‘que C ne l'obtienne sur sa calculatrice!

2. Nombres et magie

Un peu de mathématique et beaucoup de comédie permettent de faire
croire que l'on est un calculateur prodigieux, que 'on percoit ce qui se
passe dans la téte des autres, dans la calculatrice sans voir ce qu’elle
affiche. La plupart du temps, la magie ne peut opérer qu'une seule fois.

Voici quelques exemples. Nous vous laissons le plaisir d’élucider les
« tours de magie » suivants.

‘te le nombre « douze millions trois cont qua-
| ramte cing mille six cent septante neufs 3 O qui
- Pentre sur sa calculatrice.

~ CP demande a C de choisir en le communiquant un
nombre de 1 4 8, soit a. C doit multiplier le nombre
déja entré par a et ensuite multiplier le résultat par
9. Avant que C ne 'ait obtenu sur sa calculatrice,
CP a noté sur papier le produit final.

=

Lu Ma Me Je Ve Sa Di

ie a C de choisir un nombre de trois chiffres (soit a), de permuter les deux chiffres extrémes pour
‘obtenir un nouveau nombre de trois chiffres (soit b), de calculer le nombre le nombre de trois chiffres égal
a Ja — b| (soit ¢), de permuter les deux chiffres extrémes de ¢ pour obtenir le nombre d et enfin de calculer
¢+ d. Depuis longtemps, CP a deviné le résultat final!

1 2 3 4
5 6 7 8 910 11
12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31

'ﬁxwlﬂiteunepage de.-calendrier} nar exemple colle de marce I
07! 11 donne wn marqueur et demande & un cobaye d’entourer un

ean carré de 16 nombres. Cela étant fait, il tourne le dos au calendrier

‘et donne les consignes suivantes :

— Choisis un nombre parmi les 16, entoure-le et barre tous les autres
nombres de la méme ligne et de la méme colonne.

— Choisis un nombre non barré et recommence la, méme opération.

— Recommence une derniére fois

— Sans annoncer le résultat, additionne les trois nombres entourds au
seul nombre non barré qui reste.

Le magicien, tournant toujours le dos au calendrier, donne la somme

obtenue.
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3. Des nombres trés particuliers

A. Nous avons déja rencontré le nombre 1089
dans la section « Nombres et magie ».
Calculez et comparez les nombres k x 1089
lorsque 1 < k < 9 : les multiples apparaissent
deuz par deuzr comme « nombres renversés ».

Si k x 1089 = "abed",
alors (10 — k) x 1089 = "dcba".

Pouvez-vous trouver d’autres nombres qui pos-
sédent la méme propriété ¢

B. Si9 x a est le « renversé » de a, les nombres
k x a et (10 — k) x a sont-ils nécessairement
renversés l'un de l'autre pour toutes les valeurs
de k comprises entre 1 et 97

C. Calculez le double, le triple, le quadruple,
le quintuple, le sextuple du nombre a =
157 894 736 842 105 263.

Les cing produits s’écrivent en coupant en deux
blocs la suite des chiffres qui permettent d’écrire
a et en permutant ces deuz blocs! Pouvez-vous
trouver un autre nombre b dont quelques mul-

tiples s’écrivent en permutant deur blocs de
chiffres de b ¢

Les questions ci-dessus peuvent étre abordées de
beaucoup de maniéres différentes. Ne lisez pas
la suite avant d’avoir vous-méme cherché a y ré-
pondre. Pour y répondre, nous n’utiliserons que
des connaissances disponibles en fin du premier
degré de P'enseignement secondaire.

Dans ce qui suit, "ajasas - - a,-1a," est Pécri-
ture d’un nombre de n chiffres et a; # 0.

A.519% ”(L](IQU,;}, o a‘n,fla'n” - ”a'na-n.wl Craglan “:

alorsa; =1 et a, =9.

Cette premiére remarque permet de démon-
trer qu'il n’existe aucun nombre de deux chiffres
ni de trois chiffres qui est renversé par multipli-
cation par 9. En effet, 19 ne l'est pas. Quant a la
candidature de "1¢9", le chiffre ¢ serait solution
de I'équation

(109 + 10¢) x 9 = 901 + 10¢

dont la solution ¢ = —1 n’est pas un chiffre!
@ Pour les nombres de quatre chiffres, la condi-
tion "1rs9" x 9 = "9sr1" produit I'équation

(1009 + 1007 + 10s) x 9 = 9001 + 100s + 107

ou encore, aprés réduction et simplification
8 4+ 89r = s.

r et s étant des naturels compris entre 0 et 9,
la seule solution est 7 = 0 et s = 8. Parmi les
nombres de quatre chiffres, 1089 est donc
le seul qui posséde la propriété A.
Continuons la recherche pour les nombres de
cing chiffres, en utilisant le support de la mul-
tiplication écrite : nous recherchons les chiffres
cachés sous ry, 1y et r3 dans

reports‘(] 8
a 1 ry ro 73 9
x 9
9a ~9 s T2 M 1

Le chiffre r; ne peut étre que 0 ou 1.

— Si 7, = 1, tenant compte du report, 9 X 73
doit avoir 3 comme chiffre des unités, donc
rs =7 etona

reports|0 7

8
a 1 1re 7
X
1

9
9
9a 97?"2 1

Aucune solution n’est manifestement pos-

sible!

— Sir; = 0, nous devons avoir 3 = 8, comme
le montre le tableau suivant

reports|0 8 8 8
a 10m 89

X
Oa 98 m 01

Toujours en tenant compte des reports né-
cessaires, o doit étre solution de

S+9x 1y =280+1m

Done 75 = 9 et 10989 est le seul nombre
a de cinq chiffres tel que a et 9a sont
renversés I'un de P'autre. Une calcula-
trice permet de vérifier rapidement qu’il en
est de méme pour 2a et 8a, 3a et Ta, 4a et
Oa.
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La recherche ci-dessus dépasse le cadre des reports | 0

nombres de cinq chiffres : nous avons prouvé que a |1

I TR i

e e R R
‘alors a; = .1, o = O, Ui =% et @, =9

9a |9 8 14 r3 o 1

Pour obtenir le report 8 nécessaire en deuxiéme
Nous vous laissons le soin de vérifier que colonne & partir de la gauche, r, doit valoir 8 ou
B _ 9. Avec ry = 8, il est possible de continuer le pro-
e cessus pour déboucher sur le nombre 10819089
dont le produit par 9 est 98 091 801.
Par contre, si nous le multiplions par 2 et par 8,
les deux produits obtenus ne sont pas renversés
Nous connaissons donc une infinité de nombres I'un de I'autre.
solutions du probléme posé en A. Mais les
nombres cités dans l'encadré ci-dessus sont-ils
les seules solutions du probléme ? Et qu'en est-il
de la question B ?

B. Schématisons la recherche d’un nombre de

Il e o = - A
huit chiffres. Nous recherchons des valeurs pos- e Ién v e;’gp a{skngcess_alremenide iy
sibles pour 7y, 19, 3 et r; dans la multiplication pour ka et (10 — k)a pour tout k compris

écri i " entre 1 et 9. & 47
écrite suivante [ PE _ ntre t

la partie centrale ne contient que des
chiffres 9 ont les propriétés citées en A, quel
que soit le nombre de chiffres 9.

Conclusion :

> Uencadré précédent ne sont
iles solutions au probléme A. )
1 nombre a est tel que 9a est le renversé

-

C. Toujours avec les mémes moyens rudimentaires, il est facile de
. _.conétruire chiffre aprés chiffre un nombre "a ay - - - (y, " dont le produit

par un nombre & est "agas - --a,a;"

Choisissons par exemple a; = 1 et k = 3. On obtient successivement

un chiffre aprés I'autre en appliquant 1’algorithme de la multiplication

écrite (voir ci-contre).

Mais peut-étre le nombre 142857 1

vous met-il sur une autre piste ?

Lorsqu’on divise 1 par 7, il appa-

rait comme la période de I’écriture -

décimale de 1 . ‘ ' (‘,)

Et si on veut obtenir les écritures

décimales des nombres 2, 2, & 1
%, il est inutile de recommencer
une division écrite : la division de
3 par 7 se lit & partir du reste
3 a4 la deuxiéme étape, et la pé- .
riode 428571 de % se lit & partir du ]
deuxiéme chiffre de la période de %

7
0142857

)

b W
o o

il N
s o

Ut D
oD O

SN QTN
o O

0
9

=~

De méme, la période 857142 de 9( se lit & partir du reste 6 a la quatriéme
etape, etc. Sans nouveau calcul, cette lecture de la division écrite donne

1
6 x 5= 6 x0,142857 = s =0,857142, d'on 142857 x 6 = 857 142

De maniére analogue, divisez 3 par 19 pour découvrir le nombre ¢ = 157 894 736 842 105 263 exploité
dans la question C. Parmi les restes successifs, les restes 15, 18, 9, 12 et 6 donnent les propriétés de
oa, ba, 3a, 4a et 2a.

La méthode permet de découvrir de nouveaux exemples & volonté. Il faut remarquer que la multi-
plication ne peut pas modifier le nombre de chiffres de la période!
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I=XNslelsnbres qui fonctionnent
a l'envelgs

Philippe Tilleuil

Les nombres automorphes

Un probléme anodin ad- Quand on n’essaie pas de résoudre une équation, mais qu'on s’amuse
T NSO LI CERC W LRI 1111t6t & chercher autre chose que les solutions évidentes, on observe

inattendues qui, de plus . . . ; T
natte Ul quil y a des nombres qui se reproduisent partiellement par élévation
peuvent donner naissance i

au carré. Par exemple,

A des théories ... indis-
| pensables.

Ve win ol oo 90625% = 82128 90625 ou 109376” = 11963 109376

|ce genre de probléme :
existe-t-il un nombre |
entier qui soit égal a son
carré? Si on se limite a ""Pour quelle valeur du nombre entier n existerait-il des nombres
 entiers naturels dont les n premiers chiffres de 'écriture décimale
se reproduisent par élévation au carré ?

On les appelle des nombres automorphes au rang n.

Et ces exemples suggérent un nouveau probléme :

des essais numeériques,
un peu au hasard, on ne
trouve que 0 et 1.

Mais en algébrisant la
question, on voit bien |
vite qu’il s’agit de ré-|
soudre (en nombres en- A nouveau, des essais numériques peuvent donner quelques idées, entre
- . . Sy AT N ;

CEDRAC LRIl autres celle de raisonner par récurrence sur la valeur de nn. Ou encore, on
c’est-a-dire s N L el

peut remarquer que d’aprés la définition, un nombre 2 est automorphe

22—z =0 B au rang n si 2° — x est un multiple de 10"

dont les seules solutions
I NNl 1.5 chasse aux nombres automorphes : le cas
Le probléme est mort et
enterré! Et pourtant...| COllI't
voyez ci-contre ! :

- sl (Jucl est le chiffre des unités d’un nombre automorphe au rang 17 Pour
Cet article a été inspiré 1 5o W werlilly i Bitive T B d s das A0 : a
|par la rubrique « Jeux e s'avow,l suflit de faire la liste des carres des premiers nombpres
mathématiques » parue | entiers :

dans le n° 104 (juin 1986) le chiffre des unités de x vaut 0, 1,

i T sewae JZeme 5 (T est automorphe au rang 1 < € i
Science. i

Pour simplifier le discours, nous noterons d;(x) le chiffre des unités
de z, 8y(x) le chiffre des dizaines, etc. Par exemple :
' 8, (524) = 4, 8y (524) = 2 et 3 (524
en convenant que, dés que i > 4 : 9; (524) = 0.

Un nombre z est auto-
 morphe au rang n si et ; . e |
seulement si \ B Les opérateurs 0, jouissent de toute une série de propriétés vis-a-
' | et vis de I'écriture décimale des nombres. Par exemple, 03(52400) =
8 (&%) = 8: (x) 95(524-10%) = 9,(524). Plus généralement si M est un entier naturel

quel que soit DPentier i, etsit 2] : 5 o
compris entre 1 et n. (M - 107) = 0;_;{M)
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Les cas 0 et 1 En fait, comme on le montre dans 'encadré ci-contre, les cas o' (z) =
0 ou 1 sont triviaux, et cela indépendamment du rang :
Si 0 (x) = 0, alors = est
un multiple de 10. Donc
z? est un multiple de 100
et 8; (z?) = 0. Dés lors,
si £ est automorphe 4 un :
rang au moins 2 : i d; (:5) =0
0= 82 (332) — 62 (CL‘)

Pareillement, si 8; (z) =

' Si z est automorphe au rang n et d (z) = 0 alors = = 000...0
~ (avec n zéros). Nous pouvons traduire cela par la formule

valable pour tout entier 7, compris entre 1 et n.

Si z est automorphe au rang n et 9, (z) = 1 alors z = 000 . .. 001

02 (x) = 0, alors = est : >
multiple de 100, d’oa x2 (avec n — 1 zéros), ce qui se traduit par la formule
est multiple de 10000 et i jia
85 () = 0. Dong, si z est 0; (z) =0
automorphe a un rang au pour tout entier 7 compris entre 2 et n.
moins 3 :

0= 83 (:122) = 33 (ZE)
Etec. . )

. Ainsi, les seuls nombres entiers qui pourraient étre automorphes de

De méme, si 8, (z) = 1,

sl 1 ats Bn nomibre maniére non évidente se terminent par 5 ou 6.

entier M tel que
c=M-10+1

d’ot1 9;(x) = 81(M) et

x? = M?.102+2M-10+1 Notons z : un nombre entier naturel,

Alors Z, : le nombre formé des n derniers chiffres a droite de z

8, (x? ) =81 (2-M) et remarquons que

La chasse aux nombres automorphes : le cas long

et si z est automorphe
4 un rang au moins 2,
il

O (ch) = d; (x). Donc ? P opo

ition 1. Quel que soit l'entier naturel z, les n derniers

8, (2M) = 8, (M) chiffres a droite de 12 coincident avec les n derniers chiffres &
droite de z2

ce qui n’est possible que si

92(z) = 8, (M) = 0. Mais

alors, il existe un nombre

entier M’ tel que x = M’.

2 , PR ; " o

10% +1, d’ott En effet, il existe un entier M tel que

x? = M210% 4 2M 0% 41 =M 10"+ 2
= ] Ty

et

et par conséquent
ds (mz) =8, (2-M')
Et si  est automorphe
4 un rang au moins 3,
O3 (a:z) = 03 (x), de sorte
que Par exemple :
01 (2M') = 8, (M) T1 =29, xzy=25 1z3=0625,...
ce qui n’est possible que
si 33(.’,6) - 81 (M') =0.

2 A2 2 a7 n .
2= (M2 10"+ 20 - z,) - 107 4 &2

Cela étant, recherchons les nombres automorphes se terminant par 5.

| Etc. | ' Proposition 2. Si z est un nombre automorphe au rang n+ 1 se
terminant par 5, le (n + 1)° chiffre de  égale le (n + 1)° chiffre
) =0 ).
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La démonstration s’établit comme suit. Notons ¢ = Jp41(2).
Puisque x est automorphe au rang n+1, on a aussi ¢ = eyl ). Dong,
d’aprés la proposition 1,
c= 3n+1($i+1)
Mais z,41 = ¢ - 10" + xp,, donc
22, = 10" +2 3, 10" + 2
Puisque = se termine par 5, 2¢ - x, est multiple de 10 de sorte que
¢2.102" + 2¢ - x,, - 10" est multiple de 10", Par conséquent
¢ = Oy (- 10" 4+ 2¢- 2, - 10" + 22) = Oy (22)
On constate alors que, quel que soit le naturel k, il n’existe quun

seul nombre automorphe de k chiffres se terminant par 5. (Encadré
ci-contre)

Recherchons a présent les nombres automorphes se terminant par 6.
Nous noterons cette fois y un de ces nombres et y, le nombre formé
des n chiffres de droite de y. Par exemple :

y1 =6, y» =76, y3=2376,...

le le complémentair

Ont1 (ZU) e M= Ot (yi)

La démonstration suit le méme déroulement que celle de la proposi-
tion 2. Notons d = 9p+1(Y)-

Puisque y est automorphe au rang n + 1, on a aussi d = O (¥?).
Donc, d’aprés la proposition 1,

d= 3n+1(yi+1)
Mais ¥p+1 = d - 10" + y,, donc
2oy =d10°" +2d -y, - 10" + y

Puisque y se termine par 6, 2y, se termine par 2 et le (n + 1)¢ chiffre
de 2d - y, - 10" est le (n + 1)° chiffre de 2d - 10™. Notons b = I
On a alors

d=0,11((2d+b) - 10") = O (2d + b)

ce qui signifie que 2d +b = d & des multiples de 10 prés, ou encore que
d 4+ b est un multiple de 10. La cause est entendue!

A nouveau, le résultat obtenu nous permet de déterminer univoque-
ment autant de chiffres du nombre automorphe que nous le voulons
(encadré du bas de la page précédente). Nous pouvons aussi résumer les
deux tableaux obtenus a l’aide de deux expressions décimales illimitées
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a gauche, que nous appellerons les deux (seuls) nombres automorphes non triviaux :
r = ...106619977392256259918212890625
y = ...893380022607743740081787109376

Remarquons au passage que, quel que soit n > 2, d,(z) + d,(y) = 9.
Les nombres 10-adiques, et la maniére de s’en servir

Admettons quil y ait un sens & écrire des nombres entiers dont 1'écriture décimale ne s'arréte pas
vers la gauche ! On note Z;, ensemble des nombres entiers, éventuellement illimités a gauche, écrits
en base 10, et on appelle de tels nombres des nombres entiers 1 0-adiques. Mais pour mériter cette
appellation de nombres, ces nouveaux venus doivent pouvoir étre les objets d’opérations, analogues
a celles définies sur les entiers. Pour ce qui concerne 'addition, on peut écrire par exemple :

... 74936521 4+ .. . 85261397 = ...60197918,

e T4 B3 65,2 1
+:..85261397 résultat que I'algorithme de 1'« addition écrite » rend transparent.
Sl S | Seule nouveauté dans ce calcul : les retenues qui se reportent indé-
finiment vers la gauche. Mais aussi naturel que ce prolongement de
I'addition puisse paraitre & premiére vue, il implique déja une petite
surprise. Par exemple : 22 + .. .999999999999978 = . .. ().
.00000 2 2
. 9899090 978 En d’autres termes, si on donne vie au nombre . ..999 . .. 9978, alors
0000000 notre prolongement de ’addition en fait 'opposé de 22. Les nombres

négatifs ont-ils donc disparu? Effectivement dans notre ensemble de
nombres 10-adiques, tout élément admet un opposé. Mais attention :
I'opposé d’un naturel n’est quand méme pas un naturel !

Nous avons remarqué que nos deux nombres automorphes non triviaux
T et y étalent liés par la formule d,(x) + 9,(y) = 9 pour n > 2.
Additionnons-les : En additionnant les chiffres des unités, on obtient
11; on marque 1 et on reporte 1. Dans la colonne des dizaines, on
obtient 10 : on marque 0 et on reporte 1, puis. . .

r+y=... 00000001 =1
: , i
B s 9 2 7643]
T : s X AR R
Pour la multiplication, I'algorithme de la « multipli- -
cation écrite » montre que, 1a aussi, 'opération usuelle ; 4 9 ‘]i) 1
sur les nombres entiers peut étre prolongée : les chiffres R E ‘: § 2 ” 2
du résultat sont cbienus & partir de la droite, & chaque | 7 " e % s
fois en un nombre fini.d’opérations. | e e todnl 9 .
M2 3

On peut pareillement prolonger la division euclidienne : il suffit de Porganiser a 'envers, afin d’épui-
ser la succession des chiffres a gauche d’un nombre 10-adique. ‘

Par exemple, le calcul de la division de 1 par 3 s’organise de la maniére suivante :
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Il apparait donc que le résultat est un nombre Gon. .. D988 .., D0 A S
entier 10-adique qui est périodique « a l'en- Gty e TR Gl 5T i sl b 6.7
vers » : 1 999 ... 999381
= =...666...6667 000...00138
3 599...9980
ety o e
G999 . B 50
...... 9 9 909 05
. _ ok . 99949
Le plus étonnant, c'est peut-étre que lensemble des
: ; . : B e |
nombres entiers 10-adiques contient les inverses de cer-
: g e e e
tains de ses éléments (en dehors de &1, en notant que
" . T 2t R R 0
« —1» s'écrit ...999...999 en langage 10-adique, et
, : L TTT T S T D F L
queffectivement —so—os = ... 999... 999, ou encore
...999...999% =1).
AP

En fait, tous les nombres entiers 10-adiques terminés (a droite) par 1, 3, 7 ou 9 admettent un inverse
qui est encore un nombre entier 10-adique.
Par contre, les nombres entiers 10-adiques terminés par 0, 2, 4, 5, 6 ou 8 ne jouissent pas de cette
propriété. Considérons par exemple les deux nombres automorphes non triviaux x et y construits
précédemment. Pouvez-vous calculer 22 7 Inutile de vous lancer dans une multiplication! Nous avons
en mains tout ce qu’il nous faut, puisque, x, étant automorphe, quel que soit n, les n chiffres de
droite de 22 coincident avec ceux de x,. Donc 22 = . De méme y*> = y. Ne cherchions-nous pas
dés le départ des « solutions » de I'équation =l
Calculons aussi @ -y :

ry=z-(l—-x)=z—-2>=0

Dans notre curieux ensemble de nombres, un produit peut étre nul sans qu’aucun des facteurs le
soit !

La propriété x -y = 0 entraine que, ni # ni y ne peuvent admettre d’inverse. Par exemple, sl y
avait un inverse y~1, on aurait r = z -y -y~ = 0-y~' = 0 et de la méme fagon, y = 0, ce qui est
incompatible avec x +y = 1.

Ce défaut d'inversibilité disparait dés qu'on décide de ne plus travailler en base 10, mais bien en
base p, ot p désigne un nombre premier quelconque.

L’ensemble correspondant des entiers p-adiques ne comporte alors aucun « diviseur de zéro », et il est
possible de définir des « fractions p-adiques ». On obtlent ainsi un ensemble de nombres, appelés les
nombres rationnels p-adiques, qui ont été définis et étudiés systématiquement par le mathématicien
allemand Kurt Hensel. ey :

Ces nombres un peu bizarres ont leur pendant ... en théorie des fone- d
tions : il s’agit de ce qu'on appelle le développement de Taylor-Mac T
Laurin d'une fonction en un point de son domaine. C’est & cause de _ ~

- b |

cette analogie trés profonde que les nombres p-adiques permettent de
transposer en arithmétique beaucoup de résultats et de méthodes de
la théorie des fonctions, et qu'ils sont, & ce titre, essentiels par exemple
dans la démonstration du célébre théoréme de Fermat-Wiles (« il est
impossible de résoudre en nombres entiers I'équation 2" +y" = 2"
que n = 3»).

des -‘jv 2
B W
Et tout ca parce qu’on a été voir si 'équation 2?2 — z = 0 admettait K. Hensel
plus de 2 solutions. . .! (1861-1941)
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Il était une fois .

les infiniment petlts

Valérie Henry

Voulez-vous connaitre I'histoire(!) d’z et de ses semblables, les infiniment
petits 7 Si oul, suivez-moi, grimpons dans la machine a remonter le temps
et laissons-nous porter jusqu’au xviI° siécle. Nous débarquons, témoins in-
G.W. Leibniz, visibles, dans le bureau de Gottfried Wilhelm Leibniz.

16461716

Il fait déja presque nuit et ce penseur génial s’interroge sur la vitesse et sur
la succession des temps :

Quelques temps plus tard, I'idée de nombres infiniment petits ou infinitési-
mauz a fait son chemin dans la communauté des mathématiciens avec plus
ou moins de succés :

(') Entendez par 1a un récit imagé qui n'implique que son narrateur. Pour une
approche historique plus rigoureuse, le lecteur curienx pourra consulter [7].
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Incapables de prouver lexistence de leurs « fic-
tions utiles », les mathématiciens de 'époque n’en
restalent pas moins séduits par leflicacité de ces
nombres. Sur base de raisonnements infinitésimaux,
ils firent émerger de nombreux résultats que 'on
connait actuellement sous les noms célébres de
lemme de Rolle, régle de L'Hospital, formules de
Taylor et Mac Laurin, théoréme de Lagrange.. ..
Malgré tout, il s’avéra impossible de contredire les
nombreuses objections que soulevait la supposition
de Iexistence d’infiniment petits. L'évéque Berkeley,
en particulier, s’insurgeait contre cette hypothese qui
violait notamment le principe archimédien(?).

Peu a peu, les mathématiciens entreprirent alors
d’exclure les infinitésimaux de leurs raisonnements
et Danalyse se développa progressivement telle
quelle cst enseignée actuellement. Le concept de li-
mite, défini formellement pas Weierstrass, fit son ap-
parition et remplaga définitivement, ou presque, ce-
lui dinfinitésimal. Le titre d’'un des ouvrages de La-
grange est d’ailleurs révélateur puisqu’il s’intitule :
« Théorie analytique des fonctions - contenant les
principes du calcul différentiel dégagé de toute consi-
dération d’infiniment petits ou d’évanouissants »
[Lagrange (1797), [3], p. 77]. Il n'en reste pas moins
que c'est Uintroduction des nombres infiniment pe-
tits qui rendit possible la découverte des grands
résultats du calcul différentiel.

Remontons maintenant dans notre machine a nous
promener dans le temps et survolons les XVIII® et
XIX® siécles pour atterrir au siécle passé, dans les
années 60. Profitant des progrés considérables de la
logique mathématique, Abraham Robinson publia en
1961 un ouvrage dans lequel il construisit une exten-
sion de l'ensemble des réels contenant notamment
un nombre infiniment petit : plus petit que tout réel
positif mais plus grand que 0. Cette construction est
complexe et fait appel & des outils trés sophistiques
de la logique mathématique: mon histoire ne vous
intéresserait plus si je vous expliquais son raisonne-

ment. Nous retiendrons donc simplement que les élé-
ments de ce nouvel ensemble sont appelés hyperréels
et, comme dans les histoires de géants ot on suppose
que les géants existent, nous allons supposer que les
infiniments petits existent. Alors, me direz-vous, que
peut-on faire avec des infiniment petits 7 Tout ce que
les mathématiciens aiment faire, vous répondrais-je.
Mais encore ? Je vais vous montrer.

Commencons par définir plus précisément ce que
nous entendons pas « infiniment petit ».

Une fois les infiniment petits définis, on peut s’amu-
est ipp, alors on montre
- est plus grand que tout

ser un peu. Par exemple, si ¢
facilement que son inverse %
réel positif, on dit alors qu’il est infiniment grand
positif (ou igp) et on définit de méme les infiniment
grands négatifs.

On continue ? Considérons maintenant un réel » non
nul, on les connait bien les réels (enfin, on croit),
et un infiniment petit =. Leur somme 7 + £ est un
nombre qui est plus proche de r que tout nombre
réel, on dit qu'il est infiniment proche de 7 et on note
r+ ¢ & r. Ces nombres sont qualifiés d’appréciables.
Autour de 7, il y a donc autant d’appréciables qu'il
existe d'infiniment petits. Tous ces nombres forment
le halo de r et r est leur partie standard, ce que 'on
note r = st(a), Va = r.

Prenons o & 1, a peut étre plus grand ou plus pe-
tit que 7. on notera a 2 r dans le premier cas et
o < dans le second. Un petit dessin pour éclaircir
les choses ? Je vous présente la droite hyperréelle :

(?) La somme de deux infiniment petits étant infiniment petite, pour un élément z infiniment petit et pour tout entier
n, le produit ne reste infiniment petit et ne peut done étre rendu plus grand qu'un entier arbitraire, ce qui viole le
principe archimédien selon lequel, pour deux nombres positifs @ et b, on peut toujours trouver un entier n tel que

na > b.
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Sur cette « droite », chaque point de ’axe réel est
représentatif d’un réel r et peut étre complété par
deux demi-bulles constituant le halo de r. La demi-
bulle située sous r contient les nombres infiniment
proches et plus petits que r, la demi-bulle située au-
dessus de r les nombres infiniment proches et plus
grands que r.

L’ensemble des hyperréels est donc composé :

— des réels,

— des appréciables autres que les réels,

- des infiniment petits,

— des infiniment grands.

Les trois premiéres catégories forment 'ensemble des
limités.

Alors si vous avez bien compris ce que je viens de
raconter, les propriétés suivantes ne devraient pas
vous étonner :

= la partie standard de tout infiniment petit est 0,
- tout réel est sa propre partie standard,

— la partie standard de tout hyperréel est unique,

= les infiniment grands n’ont pas de partie standard.
Bon, allons un peu plus loin et définissons, par exemple,
ce quest une fonction continue(?®) avec ces nouveaux
nombres. Intuitivement, une fonction est continue si lors-
qu’on s’approche trés prés d'un réel a, les valeurs de la
fonction s’approchent trés prés de f(a). Avec les notions
que nous venons de voir, cela se traduit presque littéra-
lement :

Simple non? On continue ? Vous vous rappelez la défini-

tion de la limite des valeurs d'une fonction ? Je parie que
non. Voyons ce que ga donne ici. Décidons que a est un
réel adhérent au domaine de f et que b est un réel.

Autrement dit la limite cherchée est la partie standard
de f(a) lorsque o = a. Vous me direz : « Et les limites
en U'infini 7 et les limites infinies 7 » eh bien, c’est pareil,
il suffit de considérer & et/ou b infiniment grands selon
les cas.

Vous souvenez-vous des fameuses « formes indétermi-
nées » 7 Ca ressemblait & « g » ou « = ». Avec les hy-
perréels, on peut exprimer ¢a facilement : prenons ¢ infi-

niment petit et considérons quelques quotients tels que

Ces trois expressions sont des quotients de deux infini-
ment petits. Or, le premier vaut visiblement 1, le second
est égal & ¢ qui est infiniment petit, quant au dernier il se
simplifie en — qui est I'inverse d’un infiniment petit et
donc un infiniment grand. Ainsi, selon les cas, le quotient
de deux infiniment petits est appréciable, infiniment pe-
tit ou infiniment grand, voila pourquoi on qualifie ce type
d’expression d’indéterminée.

Prenons un exemple et cherchons la partie standard de
a—3

———, lorsque a =~

a®?ta—12" 4

3 r — 3
nous cherchons lim —/—————.
r—3 22 4+ —12
mérateur et dénominateur sont infiniment petits, on est
donc face & une indétermination qu’il faut lever. On a :
a—3 _ a—3 1
a?+a—-12 (a—3)(a+4)

3, ce qui revient a dire que

Lorsque a == 3, les nu-

a4+ 4
Aprés ces manipulations, expression se révéle infiniment

proche de & qui est la limite cherchée.

Cela va pel;.t-étl’e un peu vite malis je n’ai pas beaucoup
de pages pour vous raconter tout ce que j’al envie de vous
dire. .. Il faut quand méme que je vous parle de dérivées.
Quand dira-t-on gu’une fonction f est dérivable en un
réel @ appartenant au domaine de f 7 Si vous avez suivi
ce que je viens d’écrire et que vous avez compris ce qu'est
une dérivée, vous devriez pouvoir le trouver tout seuls!
... Alors, vous avez trouvé ? Bon, pour ceux qui ont un
peu de mal, voici une aide :

f est dérivable en a si

@)= f@
" a-—a

Et, si c’est le cas, le nombre dérivé vaut

f%”:ﬁ(ﬂm—fmg_

& =

Va =~ est limité.

Un dernier exemple et je termine mon histoire : essayons
de déterminer le nombre dérivé de la fonction f : 2 — 22
en a. Soit o & ¢, il existe ¢ ip tel que ov = a +¢ et il vient

2 2 2 2 2 2
a® —a a®+2as +¢*)—a 2ae + €
= ( ) = =2a+¢
x—a a+ée—a €
dont la partie standard vaut 2a qui est le nombre dérivé
de f en a.

Il me faut malheureusement terminer mon récit ici mais
I'histoire des infiniment petits en analyse se prolonge bien
au-dela de ces quelques pages au cours desquelles je n’ai
pu vous donner qu'un aper¢u trés restreint des possi-
bilités d'exploitation de ces notions. Si vous en voulez
plus, n’hésitez pas & consulter les ouvrages repris dans la
bibliographie(®) qui vous offriront un éventail bien plus
complet des possibilités qu'offrent les hyperréels en ana-
lyse.

(*) La suite du texte suppose une certaine familiarité avec les concepts de fonction continue et de limite. (NDLR)

*) Le symbole 2 signifie infiniment proche ou égal.
g P

(?) Pour des raisons de place, nous avons di insérer la bibliographie de cet article a la page 31. Nous nous excusons
de cet inconvénient auprés de l'auteur et de nos lecteurs. (NDLR)
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1. Porter le chapeau

Cinq plaisantins Albert, Bob, Caim, Damien et Edgard sont réunis autour d'une table ronde et
chacun porte un chapeau, soit rouge, soit vert. Chacun voit le chapeau des autres, mais pas le
sien.

Toute personne qui porte un chapeau ronge dit la vérité.

Toute personne qui porte un chapeau vert ment.

ars déclarations, colorie le chapeau de chacun.

Voici leurs déclarations : |
=

A. Je vois trois chapeaux rouges et un vert.
Je vois quatre chapeaux verts.
Je vois un chapeau rouge et trois chapeaux verts.

Je vois quatre chapeaux rouges.

= O 0w

Je suis d’accord avec un de mes amis.

2. Cube numeérisé

Les nombres de 1 & 8 sont cachés aux sommets d'un cube. Sur un développement du cub est
indiqué. pour chacune des faces, le produit des nombres situés en ses quatre sommets.

s aux sommets du cube.

140

960

42

840

48

288

b s e ) . 5 . .
£\ Vous pouvez trouver d’autres « Produits en cubes » et aussi d’autres jeux sur le site

2

| www.conifere.be qui vous propose un logiciel JEUX.

3. Un probléme de Tartaglia
Niccolo FONTANA, (surnommé Tartaglia) est né a Briescia en 1499 et mort & Venise en 1557.

Un homme posséde trois faisans qu’il souhaite offrir vivants a deux péres et deux fils. Comment
peut-il réaliser un partage équitable ¥
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4. Hexagones étoilés

Les nombres 2, 3, 5 et 7 sont cachés
dans les triangles. Chaque hexagone
étoilé contient un nombre qui est le pro-
duit des six nombres cachés dans les six
triangles qui entourent I’hexagone.

'Calcule les contenus des triangles.

5. Tracé continu sans recouvrement

Reproduire chacun des quatre tracés sans lever le crayon et sans repasser sur un trait déja dessiné.
Le tracé doit avoir méme point de départ et d’arrivée.

N

6. Des nombres particuliers

Certains nombres dont 1'écriture nécessite un nombre pair de chiffres présentent une particularité.
Voici trois exemples :

9% = 81
552 = 3025
9992 = 998001

811 —|  8+1=9
3025| — | 30425 = 55

998 001 | —|998 + 1 = 999
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Trouver d’autres nombres de 2n chiffres dont la coupure en deux blocs de n chiffres produit le
méme phénoméne.

7. Le jeu de Juniper Green

Ce jeu, inventé par Richard Porteous, enseignant & l'école de Juniper Green, a été signalé dans
Pour la Science, n® 237, juillet 1997.

n cartes portant les nombres de 1 & n sont rangées sur la table. Deux joueurs s’affrontent. Les
régles du jeu sont les suivantes :

e A son tour, chaque joueur prend une carte. Toute carte enlevée n’est plus remise en jeu.

e A son tour, tout joueur doit prendre une carte portant un nombre qui est un diviseur ou un
multiple du nombre choisi par 'adversaire au coup précédent.

e Le premier joueur qui ne peut plus prendre aucune carte perd la partie.
Apres avoir expérimenté le jeu, vous comprendrez sans doute pourquoi une contrainte supplémen-
taire est imposée au premier joueur : choisir une carte portant un nombre pair.
A la page des solutions, vous trouverez quelques pistes qui n’épuisent pas la recherche d’une
stratégie gagnante. _
8. Menteurs, Nonmenteurs et Imprévisibles
Plongeons-nous dans un monde simplifié partagé en trois familles :
— les Menteurs (qui ne disent jamais la vérité)

— les Nonmenteurs (qui disent toujours la vérité)
— les Imprévisibles (qui peuvent aussi bien mentir que dire le vérité)

Vous rencontrez Xavier, Yves et Zénobe et vous savez qu’ils représentent les trois familles.

7 : Yves est Xavier dit toujours
Je suis Imprévisible> \ Imprévisible Ia vérité

3 vt A
8
z'fi:*\

Zénobe Xaw'ér Yés

Bien qu’ils essaient de vous tromper, vous pouvez découvrir la famille de chacun des
trois personnages.

9. Qui manque a l'appel 7

I Une figure manque a 'appel.
Laquelle?

I Solutions page 32
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Olymplades malhemathues

Claudine Festraets

L’éliminatoire de 1'Olympiade Mathématique Belge a eu lieu le 17 janvier. Tu y as sans doute participé
et voici les solutions de quelques-uns des exercices proposés. Tu pourras ainsi te préparer soit pour la
demi-finale si tu as eu la chance d’y étre admis, soit pour ta prochaine participation dans un an.

Midi 5
. 1 1 .
Entre les graduations 3 et —, quel est le point de
5

1
graduation 1

N|=
o=

@ x ® U

Solution

®y ©z OrT

Le segment comprls entre les crraduatmns et 1 me-

sure %— b= il est divisé en 6, donc Chaque petit
1 3 1
— 5 x 35

5 10 ;
segment mesure g X 75 = 20. Or Z = 2

donc le point de graduation % se trouve 5 gradua-
tions aprés % et c’est le point U.

Maxi 4 - Midi 11

Pascal pense a trois nombres entiers. En addition-
nant ces nombres deux 4 deux, il obtient les sommes
38, 44 et 52. Le plus petit des trois nombres est

@ 13 5 ©21 O23 ® 29
Solution

Désignons les trois nombres par a, b, ¢ et supposons
quea<b<Lec. Onaa+b<Lat+c<b+e don

a+b=238
Bto=52
l +a =44

De la, 20.—1—2b+2c = 134, a + b+ ¢ = 67 et

a=(a+b+c)—(b+c)=67—-52=15.
Midi 14
Les triangles BAC et CBD sont

isocéles et tels que |AB| = |AC| 7‘\
|BC| = |BD| et |AB| = 2|BC|. /
/

Quel est le rapport des aires des
//\D
\
B C

triangles ABC et BC D7
@z B3 ©2v3 D4
® 3v2

Solution

Les triangles ABC et C'BD sont isocéles, donc
ABC = BCA = BCD = BDC. Les deux triangles
sont semblables puisqu’ils ont les mémes angles. On
sait que les aires de deux triangles semblables sont
entre elles comme les carrés des cétés proportion-
nels, or }’Bl—gj‘ = 2, le rapport demandé est donc 4.
Midi 20

Une suite de 15 nombres est telle que la somme de
trois nombres consécutifs de cette suite vaut tou-
jours 2007. Le quatrieme nombre de la suite est
500 et le quinziéme est 200. Que vaut le septiéme

nombre 7
@A) 200 127 © 500 D 837 (E) 1307
Solution
Soit (a,b,c,d e, f,g,h,i,7,k,l,m,n,p) la suite des

15 nombres, avec d = 500 et p = 200. Par hypo-
thése, m +n + p = 2007 et | +m + n = 2007, donc
[ = p = 200 et par le méme procédé, de proche
en proche, on obtient i = f = ¢ = 200. De la,
d+e+ f = 500+ e+ 200 = 2007, d’ott e = 1307.
Et enfin, e + f + g = 1307 4+ 200 + g = 2007, d’ou
g = 500.

Maxi 5

Le nombre naturel n tel que

2007=14243+---+(n—-1)+n

@ vaut 1004 vaut, 87 (C) vaut 63

D) vaut 64 @ n’existe pas
Solution
(n+1)

1+2+34+...+(n—1)+n =252 = 2007,
dott n(n +1) = n? +n = 4014. Or 4014 est
compris entre 632 = 3969 et 64° = 4096. Mais
632463 = 3969+ 63 = 4032 > 4014 et 622 +62 =
3906 < 4014. A fortiori, aucun nombre inférieur &
62 ne peut satisfaire ’égalité n? +n = 4014, donc
n n’existe pas.
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Maxi 10 - Midi 23

Ce solide est un grand cube formé
de petits cubes et traversé par six

tunnels. Chaque tunnel va d’une

face du grand cube a la face op-
g 1
posée. Combien de petits cubes

composent ce solide 7

Solution

Le cube complet comporte 4% =
64 petits cubes. Un tunnel allant
d’une face a la face opposée en-
léve 4 petits cubes. Mais certains
tunnels se croisent.

Ainsi le tunnel 1 enléve 4 petits cubes, mais les
tunnels 2 et 3 le croisent et n’enlévent chacun que
trois petits cubes supplémentaires. De méme pour
les tunnels 4, 5 et 6. Au total, 20 petits cubes sont
enlevés, il en reste donc 44.

Maxi 12

Le nombre de couples d’entiers strictement positifs
(z,y) solutions de 'équation 3x + 5y = 501 est

@31 ®32 ©33 O34 ® 3k

Solution
3+ 5y =501 & 32 =>501—y
. 501 —y
H=—0
3
=
& =167 — 2y

2 étant un entier strictement positif, il faut que y
soit divisible par 3 et que 501 — 5y soit positif, donc
que 3 < 100. Les valeurs de y sont alors les mul-
tiples de 3 compris entre 3 et 99 inclus, il y en a
33.

Maxi 20 - Midi 29

La pyramide de Bhlops repose sur une base carrée.
Toutes ses arétes mesurent 20 m. Pour se rendre
d’un sommet de la base au sommet opposé, un sca-
rabée se déplace sur les faces triangulaires et par-
court le chemin le plus court. Quelle est, en métres,
la longueur de ce chemin?

@ 10v2 ® 20v2 © 10v3 @ 20v3 ® 40
Solution

Soit S le sommet et ABCD la base de la pyramide.
Supposons que le scarabée se déplace de A vers le

1

sommet opposé C

Les faces sont des triangles équilatéraux. Sur la fi-
gure ci-dessus, les faces SAB et SBC' ont été apla-
ties et le chemin le plus court pour aller de A vers
C est indiqué en pointillé. La longueur de ce chemin
est le double de la longueur de la hauteur d'un tri-
angle équilatéral de coté 20, donc 2 x %}ﬁ = 20/3

Maxi 24
Pour = # 1, la fonction f est définie par y = f(x) =

7 Dans ce cas, © =

@ fly) ® —f(y)
D) f(—vy)

©s(3)
® —f(-y)

Solution
g it s yer—1)=za
-] HAA ’
S Y —Yy==x
= Yy T =Y
e xy-1)=y
y .
= — = y
— f(y)
Maxi 30

Les trois solutions de 'équation 64a® — 14422 +92x—
15 = 0 forment une progression arithmétique. Que
vaut la différence entre la plus grande et la plus pe-
tite des trois solutions ?

@ 3 ® 2 ©1 D 2 ® 2
Solution

Posons @ — 7, a et a+7 les trois solutions de ’équa-
tion. Elles forment bien une progression arithmé-
tique de raison 7.

L’équation s’écrit alors 64(x — (a — r))(x — a)(x —
(a+r)) =0.

Le coefficient du terme en 2 vaut —64((a—r)+a+
(a+7r)) = —64 x 3a = —192a, ce qui dans I'énoncé
correspond a —144, d’ott a = 144 _ 3

= = 3.
Le terme indépendant vaut -J(;i(a ! rlala +r) =
—64a(a® — %) = —64 x 3 (& —r?) = 27 + 487,
ce qui dans l'énoncé correspond a -15, d’on 48r2 =
27— 15, r2 =L et r = £3.

Si r est positif, la différence entre la plus grande et
la plus petite solution vaut a+r—(a—r) = 2r, sir
est négatif, cette différence vaut a—r—(a+r) = —2r
et dans les deux cas, la différence vaut 1.
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La deuxiéme étape du rallye problémes 2006-
2007 comporte cing problémes comme la pre-
mieére. Tous les problémes rapporteront le méme
nombre de points. Pour pouvoir faire partie du
classement final, nous vous demandons d’en ré-
soudre au moins quatre a chaque étape.

A vous de trouver le bon raisonnement et d’avoir
Iesprit logique. Veillez a rédiger les solutions
des différents problémes sur des feuilles séparées.
Sur chacune d’elles, indiquez vos nom, prénom,

age, adresse personnelle, classe et école. La ré-
pounse finale ne suffit pas: expliquez et justifiez
solgneusement vos solutions, méme partielles.

Vos solutions aux problémes de la deuxiéme
étape doivent étre envoyées a N. MIEWIS, ave-
nue de Péville, 150, 4030 - Grivegnée, muni de la
mention « Concours Rallye Math-Jeunes » pour
le 1% avril 2007. Les meilleures seront publiées
dans votre Math-Jeunes.

6. La pelouse

oit 24 semaines ?

Depuis qu’il est a la retraite, Jean tond sa pelouse tous les samedis. Il recueille chaque fois 120
litres de gazon qu’il stocke dans un composteur dune capacité de 300 litres.

Chaque semaine, les matiéres stockées perdent par décomposition ou prélévement, les trois quarts
de leur volume. Jean pourra-t-il faire tenir la tonte d'une saison, du début avril & la fin octobre,

e
|l

7. L’élection.

Aux élections des délégués de classe, Antoine a été élu avec 1254 voix, soit 55 % des suffrages
d

8/

exprimés. 80 % des éléves sont venus voter. Lors du déponillement, on a trouvé 5 % de bulletins

as voté pour Antoine 7

le ou blancs, qui n'ont pas été comptabilisés dans les suffrages exprimés. Combien d’éléves n’ont

\_E

IR
B
INE

Sl
N
VB
I
B
I
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/8. Course d’orientation

Le réglement de la course d’orientation prévoit que les concurrents
doivent relier le départ (D) a un point d’arrivée de leur choix (A ou
B). Le parcours se déroule sur tout le terrain, mais chaque concurrent
doit parcourir exactement 500 m sur le chemin. Ce chemin est par-
faitement rectiligne et perpendiculaire & l'orée de la forét, elle aussi
parfaitement rectiligne.

On sait que le départ (D) est & 2000 m du chemin et & 5400 m de la
forét. Les deux arrivées (A et B) sont en bordure de forét, a 5000 m

chemin
@ chemin. Quel est le trajet le plus court et quelle arrivée choisir? /

/9. Les cartes. \

Pour mélanger un jeu de 32 cartes, Bertrand a une technique trés personnelle. Il prend la carte
du dessus du tas et la pose a sa gauche, puis il pose la suivante a sa droite, puis la troisiéme a
nouveau a gauche au-dessus de la premiére et ainsi de suite en alternant gauche et droite jusqu’a
la fin du paquet. _

1l place ensuite le paquet de gauche sur le paquet de droite. Si Bertrand avait le temps de mélanger
@151 2007 fois, pourrait-il retrouver la carte qui au départ était au-dessus du paquet ? /

)

=
w2

;‘.p
g

a s
s

@

&

10. Oh Lae. .. T

Ariane, Barbara et Carmen passent leurs vacances an bord d'un lac parfaitement circulaire. Martin
habite au bord du lac. Lorsqu’il fait le tour du lac a pied, il rencontre tout d’abord Ariane, puis
Barbara et enfin Carmen.

Par contre, §’il part de chez lui en kayak, il lui faut une minute pour rejoindre Carmen, sept pour
rejoindre Barbara et cing pour retrouver Ariane. Carmen et Barbara sont toutes les deux a 500 m

an
&

I1 était une fois ... les infiniment petits

Pour en savoir plus
[1] BERLINSKI D., La vie révée des maths, Editions Saint-Simon, 2001.

[2] DELEDICQ A. - DIENER M., Legons de calcul infinitésimal, Editions Armand Colin, Paris, 1989.

[3] Gaup D. - GUICHARD J. - SICRE J.-P. - CHRETIEN C., Des tangentes aux infiniment petits :
réflexions et travauz pour la classe, IREM de Poitiers, 1993.

[4] HENLE J.-M. - KLEINBERG E.M.. Infinitesimal Calculus, MIT Press. Cambridge, 1979.

[5] HENRY V., Les hyperrcels en analyse, Mathématique et Pédagogie, n® 141, 2003, pp. 47-58.

[6] KErsLErR H.J., Elementary Calculus, Prindle, Weber & Schmidt Inc., Boston, 1976.

[7] TROMPLER S. - NOEL G.. Vers les infiniment petits, Commission pédagogique de la SBPMef, 2003.
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Solutions des jeux

i P

2. Cube numéris

Porter le chapeau

e (Le chapeau de) D n’est pas rouge parce
qu’ils devraient alors 'étre tous et A par
exemple ne pourrait pas déclarer voir un
chapeau vert. Donc D est vert.

e 51 A est rouge, B, C et E le sont aussi.
Alors B ne peut pas déclarer voir 4 cha-
peaux verts. Donc A est vert.

e Si B est rouge, A, C, D et E sont verts.
Mais alors la déclaration de C est vraie, et
il devrait porter un chapeau rouge! Donc
B est vert.

e Si C est rouge, alors E est rouge et cela
n’ameéne aucune contradiction. Nous avons
donc trouvé une solution :

A vert, B vert, C rouge, D vert, et E rouge

e Tu peux vérifier qu'elle est la seule solu-
tion possible.

Dr

3. Un probléme de Tartaglia

Trois personnes regoivent un faisan bien vivant :
un grand-pére, son fils et son petit fils.

4. Hexagones étoilés

AN AL

6. Des nombres particuliers

Quel que soit le naturel n > 0. 10" — 1 est une
solution.

Ensemble des solutions de 4 chiffres :

3025 9801 }

Quelques  autres exemples

25502 500; 52881 984
7. Le jeu de Juniper Green

§ 2025

24 502 500 ;

?

e L’obligation de choisir une carte portant
un nombre pair en début de jeu est né-
cessalre pour éviter que le premier joueur
gagne toujours ... et en trois coups.

En effet, prenons par exemple le cas ot

1= 100. si le premier joueur (A) peut re-

tirer 67 du jeu, il oblige le deuxiéme joueur

(B) a retirer 1; A prend alors 83 et B a

perdu. Le jeu serait rapidement épuisé.

e Plus généralement, & un moment quel-
conque de la partie, le joueur qui oblige
son adversaire a retirer le nombre 1 est
gagnant puisqu’il peut ensuite retirer un
nombre premier suffisamment grand pour
bloquer I'autre joueur (vous pouvez justi-
fier qu’'un tel nombre reste nécessaire-
ment en jeu).

e Une entrée de jeu catastrophique pour A
serait de retirer 94. En effet, B entame
alors une stratégie gagnante en retirant 47.

e [ist gagnant le joueur qui retire un nombre
premier dont aucun multiple n’est dispo-
nible.

8. Menteurs, Nonmenteurs et Imprévi-
sibles

Xavier est un Nonmenteur, Yves est un Impré-
visible et Zénobe est un Menteur.

9. Qui manque & 'appel 7

L

Le « seiziéme » assem-
blage de quatre allu-
mettes :
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GSM : 0473-973808, e-mail : sbpm@shpm.be, URL : http://www.sbpm.be.

Math-Jeunes
Comité de Rédaction : C. Festraets, N. Lambelin, J. Mie-

Math-Jeunes Junior
Comité de Reédaction : F. Drouin, C. Festraets, B. Hon-

wis, N. Miewis, G. Noél, Y. Noél-Roch, F. Pourbaix, C. Ran-
dour, P. Tilleuil, A. Tilleuil-Lepoutre, S. Trompler, N. Vande-
nabeele, C. Villers.

claire, G. Laloux, G. Noél, Y. Noél-Roch, A. Paternottre,
F. Pourbaix, S. Trompler, N. Vandenabeele, C. Villers.
M.-C. Carruana

Mise en page et dactylographie :

Tarifs

Trois numéros de chaque revue sont publiés annuellement. Pour

connaitre la liste des anciens numéros encore disponibles et leur prix Abonnements groupés (5 exemplaires au moins)
selon votre localisation, adressez-vous au secrétariat. Une des deux revues | Les deux revues
Les abonnements destinés aux éléves de l'enseignement secondaire Belgique 1€ 8 €
sont de préférence pris par U'intermédiaire d'un professeur. Effectuez Abonnements individuels
vos paiements : Une des deux revues | Les deux revues
== pour la Belgique : par virement au Compte n®000-0728014- Belgique 6 € 12 €
29 de S.B.P.M.e.f, rue de la Halle 15, 7000 Mons. France (par apmep) 8 € 16 €
7 pour la France : via 'APMEP (voir le Bulletin Vert). = =] = =4
¢ pour les autres pays : par virement international au Compte Europe 18 20€ 4 €| 26€
IBAN BE26 0000 7280 1429, BIC BPOTBEBI de la SBP- Autres pays 19 € 22 € €| 8E

Mef. Les personnes résidant a ’étranger qui ne peuvent faire
un virement & ce compte sont invitées a envoyer un mandat
postal international. Tout chéque bancaire non encaissable
en Belgique devra étre majoré de 12,50 £ pour frais.

Non prior : &, Prior : oh
Anciens numeéros :
Avant 2004-2005 : 0,25 € par numéro -+ frais d’expédition
Année 2004-2005 : 0,50 € par numéro + frais d’expédition
Frais d’expédition : consulter le secrétariat

Complétez votre collection de Math-Jeunes.
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Depuis le n°106, chaque numéro constitue une introduction a un théme particulier. Prix : 0,75 € pour les
trois numéros 106 a 108; 1,5 € pour les trois numéros 109 a 111, frais d’expédition en sus.

Sont également toujours disponibles : les numeéros 50 a 105 (sauf 61, 68 et 86). Les sommaires sont
jaccessibles a 'adresse www. sbpm.be/mj2.htm

Editeurs responsables et rédacteurs en chef :

— pour Math-Jeunes : G. No#L, Rue de la Culée, 86, 6927 Resteigne

— pour Math-Jeunes Junior : A. PATERNOTTRE, Rue du Moulin 78, 7300 Boussu

(© SBPMef Toute reproduction partielle ou totale est interdite sans autorisation.
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