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En couverture : courbe ou surface? Ce manchon cylindrique en forme d’hélice a une structure
basée sur un réseau d’hexagones. Un bel exemple d’objets mathématiques imbriqués et issus
de la biologie moléculaire : il s’agit d'une protéine extraite de la Brookhaven protein data bank.
http ://www.compbio.dundee.ac.uk/papers/prolog/subsection3_1_1.html
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Des courbes et des surfaces

Math-Jeunes a déja consacré son numéro 107 au
théme des courbes. Mais le sujet est inépuisable,
aussi avons-nous décidé d’y revenir et de I’étendre
quelque peu dans des directions moins fréquentées.

Ainsi, sous la plume de Y. Noél-Roch, le présent nu-
méro propose en premier lieu de jeter un regard vers
la tazi-géométrie, cette géométrie ot les distances se
mesurent uniquement a I’horizontale ou a la verti-
cale. Dans un tel contexte, les triangles isocéles, les
cercles ou les ellipses prennent des formes bizarres.
Si cela vous tente, explorez d’autres formes géomé-
triques « familieres ».

Les courbes ne relévent pas seulement du domaine
des mathématiques. Les sciences naturelles et les
techniques en fournissent de nombreux exemples.
La structure en double hélice de 'ADN est bien
connue. En couverture, vous avez pu rencontrer un
autre objet issu de la biologie moléculaire, en l'oc-
currence une protéine dont la structure est parti-
culiérement remarquable. On connait bien aussi les
spirales qu’arborent de nombreux étres vivants : es-
cargots et mollusques, ou encore fleurs de tourne-
sol. Dans le domaine technique, on pourrait citer
les profils trés particuliers des tracés des voies de
chemin de fer ou des bretelles d’accés aux auto-
routes dés lors que les véhicules ne vont plus en ligne
droite. Ainsi, les échangeurs autoroutiers sont profi-
lés de facon que les automobilistes roulent & vitesse
constante tout en tournant le volant également & vi-
tesse constante. La courbe correspondante porte le
nom de clothoide. Elle est donnée par des équations
paramétriques différentielles :
z'(t) = cos 5t*
{ y'(t) = sin 32

a'(t) et y'(t) étant les com-
posantes du vecteur vitesse,
en un temps unité, le véhi-
cule tourne d'un angle droit,
et cela a vitesse constante
puisque 22 + 2 = 1.

La clothoide

Etudier la clothoide nous fournirait aussi 'occasion
de parler de la courbure dune courbe. Personne
ne sera étonné d’apprendre que plus une courbe
est plate, moins sa courbure est élevée. Mais ceci
n’est pas vraiment une définition. Contentons-nous
de dire que le rayon de courbure d’une courbe en un
point est le rayon du cercle qui approche le mieux
la courbe en ce point. Et la courbure est l'inverse
du rayon de courbure. La clothoide se caractérise
alors par le fait que sa courbure est proportionnelle
a I'espace parcouru.

Comme on le voit, étudier des courbes particu-
lieres peut facilement mener loin. .. Dans De belles
courbes, S. Trompler et G. Noél présentent des
courbes intéressantes pour le physicien : la cardioide
et la néphroide qui sont des caustiques obtenues
comme enveloppes de rayons lumineux. Ces courbes
font partie d’une famille assez large puisqu’elle com-
prend aussi les cycloides, épicycloides et hypocy-
cloides.

Beaucoup de méthodes peuvent étre utilisées pour
définir des courbes. On rencontre ainsi des équations
de diverses espéces : des équations cartésiennes ou
paramétriques, polaires ou différentielles. On peut
aussi utiliser des mécanismes physiques. C’est 1'ob-
jet d'un article que nous sommes particulierement
heureux de présenter 4 nos lecteurs et qui est paru
précédemment dans la revue anglaise Mathematics
Teaching. Dans cet article, John Sharp réalise de
véritables ceuvres d’art & partir de mécanismes ar-
ticulés (linkage en anglais).

Les deux derniers articles nous donnent l'occasion
de rencontrer des surfaces qui sont aussi des sup-
ports de courbes. Dans Projection orthogonale sur
un plan, C. Festraets montre sclon linclinaison du
plan de projection, la projection orthogonale d’une
hélice sur un plan peut avoir des formes trés diffé-
cercle, sinusoide, ou trochoide, une famille
de courbes qui contient les cycloides, cycloides al-

rentes :

longées et cycloides raccourcies. Enfin, 5. Trompler
et . Nodl s’intéressent aux sections d'un tore et re-
trouvent ainsi les ovales de Cassini et la lemniscate
de Bernoulli.
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ho:s:r sa distance

Yolande Noél-Roch

1. Introduction

Nous avons I'habitude de mesurer des longueurs et disposons d’ins-
truments pour le faire : une latte graduée pour mesurer 1’écart entre
deux points sur une feuille de papier, un décametre pour mesurer la
cour de récréation & I’école primaire. Les marcheurs connaissent bien
le podométre (et les imprécisions qui y sont liées ! ), et les gendarmes
Podometre (petite roue au bout d'une tige rigide) qui reléve du méme
principe mais le périmétre de la roue est stable (contrairement a la
longueur d'un pas au cours d'une longue marche . 11 existe aussi des
mstruments plus sophistiqués utilisés en arpentage. .. mais ce serait
une autre histoire, reliant 'évaluation de longueur & d’autres notions
Un odométre mathématiques comme par exemple la trigonométrie.

Pour reproduire des longueurs égales, nous ne sommes pas obligés de
les connaitre : deux points a et b étant donnés, un compas permet
de construire n'importe ot sur la feuille deux points ¢ et d tels que
|lab]] = ||ed|| ou encore d(a,b) = d(b,c). Suivant le contexte, nous
parlons de « longueurs de segments » ou de « distances entre points »
mais dans tous les cas, nous oublions souvent que nous opérons damns
un cadre auquel nous avons été conditionnés, celui de la distance
euclidienne. Dans ce contexte, des ensembles ont été définis en termes
de distance et nous sont familiers : médiatrice d’un segment, cercle,
ellipse, parabole, hyperbole.

Dans d’autres circonstances, nous aurions pu baigner dans un autre
conditionnement, celui de la taxidistance. On 'appelle ainsi par al-
lusion a la situation NewYorkaise : la ville est quadrillée de rues dites
orientées Nord-Sud et d’avenues dites orientées Est-Ouest. Un taxi qui
se déplace d'un point de la 15° rue & un point de la 9¢ avenue parcourt
la 15° rue jusqu’a son croisement avec la 9° avenue qu’il emprunte alors
Juqu’a I'arrivée souhaitée (ceci est une simplification théorique qui ne
tient pas compte des sens de circulation N.

2. Distance de deux points

Dans la suite du texte, (zp,yp) est la coordonnée du point P.

Distance euclidienne (ds) Taxidistance (d;)
dg(A,O):\/62+52’.:’7,81. dl(AC):6+5:]_].

do(P, Q) = w.»cp — 202+ (yp —yg)?  di(P,Q) = |lzp—zq|+|yr—yo

dy(A,B) =4—1=3 di(A,B)=4—-1=3
dy(A, D) =2—(=1)=3 di(A,D)=2—(-1)=3
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3. Des triangles isocéles

Dans chacun des triangles, deux cotés de méme couleur ont méme
longueur.

Distance euclidienne (ds) Taxidistance (d;)

4. Des taxicercles

Le taxicercle de centre C et de rayon r est ’ensemble des
points a distance r de (' ou encore I'ensemble des points /> pour
lesquels

lzp — zc| + |lyp —ycl =7

Par exemple, le taxicercle centré & 'origine du repére orthonormé et
de rayon 3 est 'ensemble des points dont la coordonnée (w,y) satisfait
Iégalité |z| + |y| = 3.

Sachant que |z =z siz = 0 et

|z| = —x si < 0, la condition

ci-dessus est équivalente a

Siz>20ety>0 z+y =
Siz<0ety=20 —z+y =
Siil??Uety<0 Ty =
Siz<lety<0 —z—y =

Lo W W W

Le taxicercle est done la réunion
de quatre segments, chacun
étant limité & un quadrant et
parallele & une des bissectrices

du repére.
5. Des médiatrices

Deux points A et B sont donnés. Dans les deux contextes (euclidien
et taxi), les dessins ci-dessous font apparaitre en vert la médiatrice de
[AB] et en noir les deux triangles équilatéraux ABC et ABD.

Si le centre du taxicercle est
un point € et que son rayon
vaut 2.5, la condition

|:r.z m:z:cl +1y —ycl =ty

conduit & une analyse sem-
blable dans quatre quarts de
plan de sommet C :
Siz zZzc ety 2vc
z—zct+y—yc = 2.5
Siz < zg ety Z2uc
—z +zc+v—yc = 2.5
Siz 2zc ety < yc

2 —a2c—y+tyoc = 2.5
Siz < z¢c ety < yc
—a +zc—y+yvc = 2.5




119 S/ 4 Choisir sa distance

Médiatrice euclidienne

S o

Pour quels couples de‘
points (A, B) la taximé-
diatrice est-elle la réunion
d’un segment et de deux
quarts de plan?

6. Des ellipses et des taxiellipses

Une ellipse est I’ensemble des points dont la somme des
distances & deux points fixes est une constante.
Dans la suite du texte, A et B sont les deux points fixes.

WAB) =4 ..  4AB)=6

En couleur de plus en plus En couleur de plus en plus
foncée les taxiellipses dessinées foncée les taxiellipses dessinées
correspondent & correspondent &

di(A, P)+di(B,P) =4 d1(A,P)+di(B,P) =6

di(A, P)+d,(B,P)=8 di(A, P)+dy(B,P) =9

di(A, P) + dy(B, P) = 10. di(A, P) + dy(B, P) = 12

Taximédiatrice,

Les mémes familles d’el-
lipses. .. plus familiéres en
distance euclidienne!

dQ(A, B) = 4
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Simone Trompler et Guy Noél

Faites une petite expérience : avec une lampe de poche, éclairez une
bague métallique. Une alliance convient parfaitement. Des courbes lu-
mineuses apparaissent. Comment ces courbes se forment-elles 7

Imaginons un rayon lumineux, issu d'un point S et frappant la paroi
interne de la bague (circulaire) en un point P. La coordonnée de ce
point est facile & trouver : si le rayon de la bague vaut » et si I'angle
de la droite OP avec l’axe des o vaut o, P est le point de coordonnée
(rcosa,rsina).

Imaginons donc non plus un rayon lumineux venant frapper I'anneau
circulaire, mais un faisceau de rayouns issus de S, qui se réfléchissent
de cette facon. Pour voir clair (!), augmentons le nombre de rayons
issus de S, dessinons en gris les rayons incidents et en blanc les rayons
réfiéehis, le tout sur un fond noir :

=
=]

I
'f

%ﬁ = 4
~*\~“§~"‘:‘:‘:'.:~“=’.-,-‘-"-‘,grc. %«?{Z‘-‘-“-@ﬁ; o
e S
e ==
Nss NN
D SIS, NS
N NS

N

Le point S est extérieur au cercle. Le point S est sur le cercle. Le point S est intérieur au cercle.

Clairement les rayons réfléchis sont tous tangents & une courbe en
forme de coeur (qu'ils peuvent néanmoins recouper plus loin). Pour le
physicien, il s’agit d'une courbe caustique, c’est a dire I’enveloppe d'une
famille de rayons lnmineux. Le mathématicien qui s’intéresse d’abord
3 la forme de la courbe I'appelle une cardioide : une courbe en forme
de coeur. On remarque que lorsque le point S est situé a l'intérieur
du cercle, la partie gauche de la courbe est floue. Tl faut diminuer
I'épaisseur des traits pour récupérer de la netteté. Sur notre figure, le
point S est proche du cercle. Essayez d'imaginer ce qui arrive lorsqu’il
se rapproche du centre!

Nous allons essayer de déterminer 'équation de la cardioide dans un
cas simple : celui de la figure centrale, ou le point S est situé sur le
cercle. Le triangle OPS est alors isocéle (voir la figure en marge), ce
qui permet de déterminer 'équation de la droite Dy, support du rayon
réflechi correspondant & I'angle OSP =0

Dy : Yy —Yp = tg39(:r, R .’L'p)
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soit, en notant r le rayon du cercle :

ou encore

Tee)

Dgi

Remarquez que langle 6 varie entre
veloppe de la famille de droites Dy. Autrement dit, elle est tangente i
toutes ces droites. Pour en trouver un point, considérons deux droites
Dy et Dy et calculons leur point d’intersection Tygr.

: Dg 1 y — rsin20 = tg30(x — r cos 26)

xsin3f — ycos 30 = rsinf

—3 et +Z2. La cardioide est [’en-

(R)

tangente Dy.

2 5 o . ]
'En faisant tendre 6 vers 6, le point d’intersection 1yy va |
itendre vers le point de contact de la cardioide avec sa

Résolvons le systéme constitué des équations des deux
droites Dg et Dy:.

zsin3f — ycos30 = rsind (1)
xsin 30" — y cos 36’ rsing  (2)

Soustrajons I'équation (1) de l'équation (2) :
z(sin 30" — sin 36) — y(cos 36" — cos 30) = r(sind’ — sinb)

Vous souvenez-vous des formules de Simpson (sin p—sin g =
-+) 7 Appliquez-les, vous obtenez

a'— o' +8

5 cos 3T

g~ @'%e
2 2

. rs "_ . 4
zsin3 +ysin 3952 sin 3240

= 7 sin

Cest le moment de faire tendre 8’ vers . Les facteurs en
' + 6 ne posent pas de probléme : cette somme va devient
tout simplement 26. Par contre ¢/ —0 tend vers 0 et, puisque
sin0 = 0, I'équation va devenir 0 = 0 ce qui n'est guére
utile!

Mais peut-étre savez-vous déja que si x tend vers 0, alors

sin @ sin3% slnd :
227 tend vers 1. Bt —2 = 3 - tend vers % Divisons

donc les deux membres de l’équatlon par & —

' r
sin3%22 o grug sind? =0 o atag
e CO8 375~ + y—p—F—sin 3-5=
8 —d
B B 40
= P G008 T

et faisons tendre &' vers 6 :

g*.,i.(,{_)‘s 30 + SysmS() = 2 cos @

Simplifiez cette équation et introduisez-la dans le systéme
ci-dessus & la place de I'équation (2) :

rsindf —ycos30 = rsing (1)
3z cos 36 + 3ysin3d = rcosf  (3)

Aprés résolution, une nouvelle application des formules de
Simpson met les solutions sous la forme

T = %(2cos20 — cos46)
y = %(2sin260 — sin 46)

Nous devons done calculer les coordonnées
du point d’'intersection de Dy et Dy, en pre-
nant soin de faire tendre &' vers 6.

Ce calcul est proposé dans lencadré ci-
contre. Nous obtenons 'équation de la car-
dioide sous forme paramétrique :

Examinons ces équations de plus prés. Re-
marquons d’abord que, puisque 0 varie entre
—35 et +7, 20 varie entre —7 et +7. Simpli-
fions les formules en rebaptisant 'angle 26 :
posons 20 = 3. Les équations deviennent

i =

sz
ou cette fois, & varie entre —7w et +m. Nous
noterons 73 le point de la cardioide associé &
la valeur 3.
Isolons les premiers termes des seconds
mermbres : 2% cos 3 et 2 3 sin 3 sont les coor-
données d'un point D; qul parcourt le cercle
de centre O et de rayon 277 lorsque 3 varie
de —m & +. '

%
K NG
0

\:

5(2cos20 — cos40)
5(2sin 26 — sin 40)

Lol=eels

5(2cos @ —cos28)  (4)
£(2sin@ —sin24)  (5)

o=




De belles courbes

1198/ 7

En notations vectorielles, nous pouvons écrire OT3=0Us + UgT}. Les

composantes du vecteur Uzl sont les seconds termes des secondes
membres des équations paramétriques de la cardioide :

(—% cos 203, —% sin 2(3)

(s

Ainsi, le point T de la cardioide est sur le cercle de centlc Uj et de
rayon . Vu que la distance de Uz a l'origine vaut = 3, ce cercle est
tangent au « grand cercle initial » de centre O et de 1ay011 r. De plus
il est aussi tangent au cercle de centre O et de rayon 3.

1
U

NANAN

\

Nous sommes ainsi arrivés a une nouvelle définition de la cardioide :

'La cardioide est engendrée par le roulement d'un cercle}
mobile autour d’un cercle fixe de méme rayon. 2l

A la cardioide, nous pouvons associer la néphroide : cette courbe (ainsi
nommeée parce qu'elle a la forme d'un rein) est aussi une caustique.
Comme la cardioide, elle est obtenue par la réflexion d'un faisceau de
rayons lumineux sur les parois d'un anneau, mais cette fois, il s’agit
d'un faiscean de rayons paralléles, par exemple les rayons du soleil.

Nous pouvons réaliser pour la néphroide une étude analogue a la pre-
cédente. Elle nous ameéne a des conclusions semblables :
~ les équations paramétriques de la néphroide :

x = n(cosf — 5 cos30)
y = r(sinf — 3 sin 36)

| La cardioide
Un peu d’histoire

‘ D’aprés Robert Ferréol, la
| cardioide aurait été étu-|
| diée dés 1674 par l'astro-|
|nome danois Ole Romer,
plus connu pour avoir été
"le premier a mesurer la|
‘\'itc.'sse de la lumiére. On
trouve trace de la car-
dioide dans la correspon-
|dance entre de Vaumesle
‘et Huygens en 1679. C’est
‘Philippc de la- Hire qui
|calcule sa
11708 et
'qui lui donne le nom de

longueur en
Johann Castillon

\ cardioide en 1741.

‘ Données techniques

‘ IR étant le rayon du cercle
‘1110]_)110 ; ‘

16R |

| Longueur :

Aire : 67 R?

‘7 La néphroide ‘
. Un peu d’histoire

| La néphroide a été étu- |
‘(li(‘o par Huygens dans
le cadre des CH.HSU(]],IGH.‘
|par Tschirnhaus (1679),
Jacques Bernoulli (1692),
| Daniel Bernoulli (1725) et
R. A. Proctor (1878). |

| R étant le

Données techniques ‘

rayon du cercle
Imobile ;

‘Longnmn‘ : 24R ‘

Aire : 127 R? ] j
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B La cycloide
Un peu d’histoire

Pascal raconte les péripé-
ties de l'étude de la cy-
cloide dans L ’Histoire de
la Roulette. 11 attribue ce
nom au pere Mersenne qui
avait proposé aux savants
de I'époque d’en chercher
la nature et les proprié-
tés. En 1634, Roberval dé-
montra que « ’espace de
la roulette est le triple de
la roue qui la forme ».

Données techniques

R étant le rayon du cercle
mobile :

Longueur d’une arche : 8R

3 2
| Aire sous une arche : 37 R?

L’épicycloide
Un peu d’histoire

Les  épicycloides ont
été étudiées par Diirer
(1525), Desargues (1640),
Huygens (1679), Leibniz
(1686), Newton (1686), de
I'Hopital (1690), Jacques
Bernoulli  (1690), Jean
Bernoulli (1695), la Hire

(1694), Daniel Bernoulli
(1725), Euler (1745,
1781).

Données techniques

Limitons-nous au cas ot le
rayon R du cercle fixe est
' un multiple du rayon r du
cercle mobile. Soit R = nr
(IL & No)

Longueur de la courbe :
8(n+1)r

Aire intérieure :
l{n +1)(n+ 2)7r?

— son tracé et le fait qu’elle soit engendrée par le roulement d'un cercle
mobile autour d'un cercle fixe de rayon double :

.
N

La cardioide et la néphroide font partic de la famille des courbes en-
gendrées par le roulement d'un cercle au long d’une base : généralement
une droite ou un cercle. Vous avez certainement déja rencontré la cy-
cloide : la trajectoire d'un point d'un cercle qui roule sur une droite.
Pensez par exemple a la pipette d'un pneu de vélo!

—

La néphroide et la cardioide sont des cas particuliers d’épicycloides.
On appelle ainsi toute courbe engendrée par le roulement d'un cercle
sur un autre. Les formes obtenues différent selon le rapport des rayons.

Dans les deux figures suivantes, le rayon d’un des cercles est multiple
du rayon de 'autre.

Cette fois, le rapport des rayons est rationnel, mais non entier :

Sile rapport des rayons n’est pas rationnel, la courbe ne se ferme pas. ..
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Contexte historique

Des mécanismes articulés (nous abrégerons
en « M.A. ») ont été a la base de nombreux
courants artistiques. Des harmonographes,
basés sur des mouvements de pendule, ont
été inventés au dix-neuviéme siécle et des
versions informatiques ont été utilisées par
Bob Brill dans son travail sur les courbes
de Lissajous, [1]. De trés nombreux tours ou
mécanismes a engrenages, développés égale-
ment au dix-neuviéme siécle, ont conduit a la
construction des tours de rotation ornemen-
taux qui sont essentiellement des mécanismes
cycloidaux. Des versions plus complexes de
ces machines ont servi 4 graver des plaques
pour I’impression de billets de banque, cela
aussi est actuellement réalisé par des moyens
informatiques.

Dans cet article, je décris mon travail basé
sur un M.A. simple, 4 trois barres. De tels

Une méthode pour intéresser des
éléves & un sujet est de leur sou-
mettre une situation ouverte et

multidisciplinaire  qu’ils  puissent
s'approprier et dont ils puissent
suivre le déroulement. Le théme

des M.A. est idéal puisqu’il est lié
aux mathématiques, & lingénierie,
a la technologie et, comme je vais
le montrer dans la suite, a l'art.
S’ajoute a cela la possibilité de
construire un M.A. et ensuite de le
modéliser et d’en explorer différentes
possibilités a4 l'aide de
de géométrie dynamique. L'aspect
technologique peut aussi étre abordé
sous l'angle historique puisque le

logiciels

Hourglass @iohn sharp

7e’ca‘nismes articules
a l'op-art

John Sharp

systémes ont été développés pour contrdler
des mécanismes pendant la Révolution In-
dustrielle.

Le livre de Kempe [2], publié en 1877, consa-
cré au dessin d’une ligne droite, est un clas-
sique du genre et des mathématiciens tels
que Sylvester et Cayley ont été atteints par
le virus des mécanismes. En vue d’agran-
dir des dessins, Sylvester réalise une inven-
tion importante : le pantographe. (Kempe
est aussi connu pour sa « démonstration » du
théoréme des quatre couleurs.) Dans le titre
de Kempe, I’expression « ligne droite » est
importante : il s’agissait de transformer un
mouvement linéaire en une rotation et vice
et versa. Le M.A. de James Watt en 1784
a permis de créer le mouvement & partir de
machines & balancier.

développement des M.A. a été un fac-
teur essentiel des progrés réalisés pen-
dant la Révolution Industrielle.

De nombreux artistes utilisent des
courbes de Lissajous ou des cycloides
dans leurs ceuvres, mais il existe
de nombreuses autres courbes qui
peuvent é&tre dessinées meécanique-
ment et pour lesquelles l'usage des
M.A. n’apparait pas de maniére évi-
dente. Dans ma lointaine période op-
art j'ai utilisé un M.A. simple et je
’ai repris en vue de susciter quelques
idées nouvelles sur un théme m’inté-
ressant particuliérement : la lemnis-
cate.

L’original du présent article a été publié sous le titre Linkages to op-art, dans le n* 205 (novembre 2007) de la revue Mathematics
Teaching éditée par I’ Association of Teachers of Mathematics (ATM). Une premiére version avait été présentée a la réunion London
Bridges 2006 dont les proceedings ont été publiés par Targuin. Les informations relatives a PATM (affiliation, revues, publications et
services professionnels) peuvent étre consultées sur le site www.atm.org.uk.
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Des mécanismes articulés a I'op-art

D’un M.A.

a la lemniscate.

Le M.A. le plus simple ne comporte quune seule
barre. Cette « barre-compas » est munie d’un pivot
en un de ses points et d'un crayon en un autre point.
Quand la barre tourne autour du pivot, le crayon
dessine un cercle.

Des M.A. plus compliqués produisent des courbes.
Des courbes trés compliquées peuvent étre engen-
drées par des M.A. simples alors que le dessin de
courbes simples (telles des coniques) requiert sou-
vent des M.A. trés compliqués.

Géomeétrie dynamique

Gréace aux logiciels de géométrie dynamique comme
Cabri, Geometer’s Sketchpad, Cinderella et d’autres
logiciels gratuits tels que Geogebra, il est possible de
produire des courbes comme lieux en modélisant in-
formatiquement le M.A. En particulier, Geogebra est
excellent pour produire des fichiers qui peuvent étre

La figure la, extraite de [2] montre un M.A. simple.
Actuellement, un tel mécanisme est représenté par
un diagramme (figure 1b). Dans cette figure, les deux
pivots aux extrémités de la chaine sont fixes: les
autres points tournent autour de ces points fixes.
La liberté de mouvement est limitée et chaque point
d’une barre décrit une courbe. Ce dispositif est par-
fois appelé "M.A. & trois barres" et parfois "M.A.
a quatre barres", la quatriéme barre étant la bharre
reliant les deux pivots. Dans certaines conditions(!).
le point milieu de la barre centrale décrit une courbe
en forme de huit appelée « lemniscate de Bernoulli ».
Ce M.A. est un des plus simples & réaliser, un modéle
en carton est montré dans la figure 2. Les barres du
M.A. sont trois rectangles découpés dans du carton ;
deux ont méme longueur, le troisiéme est plus long,
placé entre les deux autres et percé en son centre
pour fixer un crayon. Des punaises fixent les pivots.
Remarquez que la lemniscate est incompléte. Cela
provient de ce que le crayon rencontre les barres.

Vous pouvez prendre plaisir & voir ce qui arrive
lorsque vous modifiez la distance entre les points

fixes. Des distances supérieures a celle qui produit
la. lemniscate standard permettent le dessin d'une
courbe compléte (figure 3). Vous pouvez aussi modi-
fier le rapport des longueurs des barres pour obtenir
d’autres courbes ou explorer la famille des courbes
obtenues en déplagant le crayon au long de la barre
centrale(?).

Fig. 3

importés par des logiciels de dessin. De plus, I'usage
de ces logiciels permet de faire varier les paramétres
et de construire les lieux en temps réel. Cela permet
de contrdler I'aspect artistique beaucoup mieux que
la manipulation d’équations.

(*) Les longueurs des petites barres valent V2, la longueur de la grande barre et la distance entre les deux pivots

valent 2. [5]

() Clest de cette fagon qu'il y a 25 ans jai dessiné des motifs op-art. Actuellement il est plus facile de dessiner la

2
lemniscate par ordinateur, a partir de son équation polaire : 72 = a2 — (c sinf + /b2 — ¢2 cos? 9) ol a est la longueur
des petites barres, 2b est la longueur de la barre centrale et 2¢ est la distance des deux pivots.
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Pinch

La figure 4 présente un deuxiéme M.A. qui des-

sine la lemniscate. La figure 5 montre une fa-
mille de courbes créées en modifiant la po-
sition du crayon sur la barre « cen-
trale » (la barre supérieure sur la fi-
gure 4). D’autres variations (figure 6)
consistent a construire un triangle
sur la barre centrale. Ces résul-
tats ont été utilisés pour créer
Shockwave. Associer et super-
poser un ensemble de courbes
constituent un point de départ
idéal pour créer des figures op-
art par coloriage en noir et
blanc a la maniére d’un échi-
quier. La réalisation est beau-
coup plus facile avec un ordi-
nateur qu’avec une plume et de
lencre ou de la peinture. Les fi-
chiers produits par Cinderella au
format postscript sont pris en charge
par un logiciel graphique et ombrés par
remplissage. lls ont 'avantage supplémen-
taire de pouvoir étre manipulés par des pro-
erammes tels que Adobe PhotoShop ou PaintShop
Pro, a l’aide de filtres variés.

(©John Sharp

ET 205

- e ) Bl W B

Shockwave

F/!'fg 6 (©John Sharp
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@ ebis SHacy D’autres possibilités

On peut aussi utiliser la couleur et faire varier Iépaisseur des traits,
mais comme je suis daltonien, j’ai tendance & étre plus heureux en
noir et blanc! J'ai I'intention d’explorer une autre option : chacune des
courbes est considérée comme une « tranche de surface » et ces tranches
pourraient servir & construire une sculpture « Sliceform ». [3], [4]. Avec
beaucoup plus de M.A. que ceux décrits ci-dessus et en utilisant les
variations mentionnées, on obtient de trés nombreuses possibilités de
création de formes artistiques. Les M.A. que j’ai décrits dans cet article
sont trés élémentaires. Des mécanismes plus complexes utilisant des
barres coulissantes et beaucoup plus de liaisons et de nceuds sont décrits
dans [6], 7] et [8]. En méme temps que la complexité, le nombre de
variables augmente de sorte que la diversité des productions est énorme.

Des Sliceforms

Pour en savoir plus

Fallmg Water et l'effet de [1] Brill, B. The endless wave, Bridges praceedings, 56, (2002).

[2] Kempe, A. B. How to draw a straight line : a leciure on linkages, London, (1877).
[3] Sharp, J. Skiceforms, Tarquin, (1995).

[4] Sharp, J. Surfaces : an exploration with Sliceforms, Tarquin, (2005).

[5] Sharp, J. The infinite lemniscate, Infinity, 4, (2006).

John Sharp est Visiting Fellow at the Ins- [6] Shikin, E. V. Handbook and atlas of curves, CRC Press, (1995).

suidlie 'o] Bdisction: und Hondon Keow- [7] Yates, R. C. Tools : a mathematical sketch and model book, LSU Press, (1941).

ledge Lab et rédacteur en chef de la revue
Infinity (ed. Tarquin). [8] Yates, R. C. A handbook of curves and their propertics, reprinted by NCTM, (1947).

I'usage d'un filtre de relief et
d'un filtre impressioniste.
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ection orthogonale
sur un plan

Claudine Festraets
Vous avez sans doute étudié en classe quelques transformations du
plan et de l'espace, mais peut-étre les projections de l'espace sur un
plan vous sont-elles moins familiéres. Pour commencer, rappelons la
définition et quelques propriétés assez évidentes.

La projection sur un plan Il paralléelement & une droite DD est une
transformation de 'espace qui applique tout point A sur le point A" de
I1 tel que la droite A A’ soit paralléle & D. Lorsque D est perpendiculaire
a II, la projection est dite orthogonale.

5 Toutes les projections envisagées ci-dessous sont
orthogonales.
P Une projection n’est pas une isométrie, il est clair

que les longueurs ne sont pas conservées, ainsi la

: ¥ projection d’'un segment sur le plan II a méme
. longueur que le segment si et seulement si le seg-
‘ ment est paralléle au plan, sinon sa longueur est
E'=F'=P, plus petite, voire nulle. Cependant le milieu est

conservé, propriété que nous utiliserons plus loin.

La projection d’une courbe ou d’'une surface peut parfois donner des
résultats inattendus. Pensez & la projection d'un cercle, est-ce toujours
un cercle 7 est-ce parfois un segment de droite? Examinons quelques
exemples de projection de solides familiers.

La projection d’un cube est un carré si le plan de projection II est
paralléle a I'une de ses faces, sinon c’est un rectangle non carré ou un
hexagone et cet hexagone est régulier lorsque une des droites joignant
deux sommets opposés est perpendiculaire a II.

Voici plusieurs maniéeres de projeter un cylindre circulaire.
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Question 1 : La projection d’'une ellipse peut-elle étre un cercle ?

Considérons un cylindre circulaire et coupons-le par un plan IT perpen-
diculaire a son axe, la section est un cercle. Choisissons un diameétre
de ce cercle et faisons pivoter le plan de section autour de ce diamétre.
Sauf dans le cas ot le plan de section passe par 'axe du cylindre, les
sections ainsi obtenues sont des ellipses dont le petit axe est le diamétre
de notre cylindre.

Donc toute ellipse peut étre considérée comme une section plane d'un
cylindre circulaire dont le diamétre a méme longueur que le petit axe
de 'ellipse et la projection de cette ellipse sur un plan perpendiculaire
a 'axe du cylindre est un cercle.

Question 2 : La projection d'un triangle quelconque peut-elle étre un
triangle équilatéral 7

Soit ABC' un triangle quelconque, et soient M, N et P les milieux
respectifs des cotés [BC), [AC] et [AB].

La forme générale de I'équation d'une ellipse est
ax’ +bry+cy+de+ey+ f=0

Dans cette équation, les coefficients a, b, ¢, d, e, f ne sont pas tous
nuls, donc on peut diviser les deux membres par un des coefficients non
nul. Restent alors cing coefficients indéterminés. Pour les déterminer
et ainsi connaitre I'équation d'une ellipse particuliére, il faut se donner
cing propriétés de cette ellipse. Imposons donc cing conditions & notre
ellipse : passer par le point N, passer par le point P, étre tangente
a la droite AB, 4 la droite BC' et a la droite C'A. L'ellipse est ainsi
inscrite dans le triangle AB(C mais on ignore en quel point de BC elle
est tangente.

Projetons sur un plan le triangle et I'ellipse de telle sorte que la projec-
tion orthogonale de 1'ellipse soit un cercle (on a vu que c’était toujours
possible).
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Les segments de tangentes menées d'un point & un cercle ont méme
longueur, donc |A'N’'| = [A'P'|, |C'N'| = |C"M'| et |[B'M'| = |B'P|.
Mais N et P sont les milieux respectifs de [AB] et [AC] et nous savons
que la projection respecte le milieu d un segment, donc N' et P’ sont les
milieux respectifs de [A'C"] et [A'B'], dott |A'N'| = |C"N'| et |A'P'| =
|B'P’|. Finalement, les six segments de tangentes sont tous égaux, M’
est le milieu de [B'C’] et le triangle A'B'C” est équilatéral.

On peut également en conclure que si une ellipse est inscrite dans un
triangle et passe par les milieux de deux des cotés du triangle, elle
passe aussi par le milieu du troisiéme cote.

Examinons maintenant la projection d'une hélice circulaire sur un plan.
Mais d’abord, qu’est-ce qu'une hélice 7 En marge, en voici deux images.

Les deux courbes sont inscrites dans un cylindre circulaire. Au dessus
est une hélice senestre, au dessous, une hélice dextre. Voici quelques
exemples : escalier, glycine, antenne, double hélice d’ADN, facades du
chateau de Blois et d'une demeure vénitienne.

LTI LRI

= AR T
i iii]!u it
L .|
3

Quelles sont les équations d'une telle courbe ?

:T

A

donne le « pas » de la courbe.

o, L’axe de I'hélice (et I'axe du cylindre circonscrit) étant Oz, les co-
o ordonnées du point P de I'hélice dépendent de l'angle a. On a

1 P = (rcosa,rsina, ka), r est le rayon de I'hélice et k est un nombre
| réel (positif ou négatif selon que 'hélice est dextre ou senestre) et qui
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Projection orthogonale sur un plan

Les équations paramétriques de I’hélice sont donc

T =rcosa
Yy =rsina
z = ka

le réel o étant le paramétre. La projection de I’hélice sur le plan Oxy
(et sur tout plan paralléle) est le cercle d’équation

-2 2
+g = 72 cos? a+7r?sin® o = 2

Sur le plan Oyz (et sur tout plan paralléle), la projection s'obtient en
éliminant o entre les équations y = rsina et z = ka ce qui donne

y = rsin A:’ c'est I’équation d’une sinusoide.

De maniére ancﬂogue sur le plan Oxz, on obtient la cosinusoide d’équa-

tion x =r cos—

k
Abordons un probléme plus difficile. Comment déterminer les équa-
tions de la courbe projection de I'hélice sur un plan II quelconque ?
Il faut successivement déterminer les coordonnées d’un vecteur ortho-
gonal & II, écrire I'équation d'une droite menée d'un point de 'hélice
perpendiculairement & II et déterminer les coordonnées du point d’in-
tersection de cette droite avec I1.

Ces coordonnées donneront les équations paramétriques de la projetée
de I'hélice dans le systéme d’axes Ozyz. Mais ce que nous recherchons,
ce sont les équations dans le plan II, il faut donc encore déterminer
un repére orthonormé dans ce plan, puis effectuer le changement de

repere nécessaire.

Choissisons un plan d’équation simple : [I = y — z = 0.

Le vecteur ©" = (0,1, —1) est orthogonal a IT car le pro-
duit scalaire 0- 2 +1-y+ (—1) -z = y — z est nul pour
tout vecteurp’ = (r,y, z) appartenant a II. Le vecteur
directeur de la perpendiculaire menée d'un point de I’hé-
lice sur le plan IT est donc un multiple de (0,1, —1). I
existe donc une constante A telle que 7 — rcosa =0+ \,

y—rsina=Aet z — ka = —\.
De la, Y
e
r=rcosa,y=rsina+ A z=ka— A 2

3 ]

Nous allons déterminer A en remplacant z, y et z par leur valeur dans I’ équation de II :

rsina+A—ka+A=0

on obtient A = 3(ka — rsina), ce qui donne y = s(ka +rsina) et z
Les équations de la projetée de I'hélice sont donc

"COS &
( + rsina)
(ko + rsina)

(SR H
[l
[l e ] T

= (ko +rsina).
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Reste a effectuer un changement de repére pour obtenir ces équations
rapportées a une base du plan II.

Choisissons de nouveaux axes. OX et OY doivent étre situés dans le
plan TI, donc plagons 'axe OX sur Ox et les axes OY et OZ comme

images de Oy et de Oz par une rotation de 45 autour de Oz. Les ST T
vecteurs orthonormés de la nouvelle base sont OA = (1,100} OB = Eiiy =N
V2 V2 V2 V2
0,22, X5, 0C = (0, =, —).
On a donc
1 0 0
0\@ V2 | (X
y | = ) Y
Z 0 V2 \/j z
B B
d’on
2 2
;1)’:7(3/—2)@> Y:?(?H‘é)
2 2
z:%;Y+Z) zz‘:u—m

et en remplacant @, y, z par leurs valeurs établies ci-dessus, on obtient,
dans le plan 11 :

X = r\/(_os o

2

¥ e T(I sin ov + ko)

Z=0
Voici les graphiques de cette courbe pour différentes valeurs de r et de k :
pourr=k=1

i e Lt S J—
. > 8 e e 3
\\\\ ,,’/ \‘ ...,f”d/ 1 \ // M
AN i {1’ ! ;-" 7
"I - / \' o 1 = 3 - = o |" A - _
-4 3 (f || b 5 4 T, Y { 1 f W 4 ] by 3 10
W, WY, .
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pourr=1let k=2

3 5/5/ 7 8 310

Ces courbes sont des trochoides (cycloide, cycloide allongée et cycloide raccourcie). Elles devraient
étre représentées obliquement puisque que 'axe Oz de I'hélice se projette sur OY. Mais pour une
image plus parlante et plus commode, elles sont représentées horizontalement, les axes OX et OY
ayant été intervertis.

Il semble que ces courbes aient été étudiées pour la premiére fois par Diirer. Albrecht Diirer (1471 -
1528) est surtout connu comme peintre et graveur. Mais il s'est aussi intéressé aux mathématiques, en
particulier a tout ce qui concerne la perspective et les proportions. Dans son ouvrage « Underweysung
der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit » (Instructions pour la mesure a la regle et au compas),
il étudie entre autres la construction de polygones réguliers, de polyédres et de nombreuses courbes
dont les cycloides.

Ci-dessous, un autoportrait de Diirer et la gravure « Mélancolie ». On y remarque une sphére, un
polyédre et un carré magique situé au-dessus de la téte de I’ange.
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Tore a trou nul

Tore croisé

Math-Jeunes n°119 S, 19-23, 2008

[e tore

Simone Trompler et Guy Noél

1. Une surface de révolution

Le tore est la surface engendrée par un cercle qui tourne autour d'une
droite de son plan. Le rayon r du cercle est appelé rayon maneur du
tore. La distance a du centre du cercle a la droite est appelée rayon
majeur.

Trois cas sont possibles :
D@sr

CVest le cas le plus fréquent. Le tore est dit « ouvert », « & trou», «a
collier », « a gorge ». Ses applications sont nombreuses : chambres a
air, bouées, doughnuts (patisserie), synchrotron (accélérateur a haute
énergie de particules élémentaires), champs magnétiques, enroulement
de solénoides, certains globules rouges, etc.

2y =

Le tore est a trou nul.

3 g<r

Il s’agit d'un tore « croisé » on « fermé », comme une citrouille.

Nous examinerons uniquement le premier cas.

1.1. Volume
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Dans le plan 20z, considérons le cercle d'équation ( — a)? + 22 = 72,
Coupons ce cercle par une horizontale de hauteur . Si |z| < 7, les deux
points d’intersection ont pour abscisses :

Ty =a+Vr? =22
To=a—vr?— 22

1 Notons D le demi-cercle constitué des points (1, z) (z variant de —r
ar) et Dy le demi-cercle constitué des points (z2, z).

Faisons tourner le cercle autour de I'axe des z. Chacun des deux demi-
cercles engendre un corps de révolution. Ceux d’entre vous qui ont
déja rencontré le calcul intégral savent que le volume d'un tel corps
s’exprime par une intégrale. Le volume du tore engendré s’obtient en
soustrayant le volume engendré par Dy du volume engendré par D).
Le calcul est indiqué dans la marge.

Le résultat est donné par la formule

V = 2n2qr?|

L’aire du tore est également donnée par une intégrale :

A=27 [" (214/1+ 2% + 29¢/1 + 24%)d2

Le résultat est

(W]
P

Les sections du tore, appelées « sections spiriques » en référence au cercle générateur ou spire (cf. les
spires d'un solénoide), ont été étudiées, sans doute pour la premiére fois, par Perseus (mathématicien

grec du troisieme siécle avant Jésus-Christ). :

Dans le plan Oz I’équation cartésienne du cercle qui en- F
gendre le tore est (z — a)® + 2% = r?. On peut aussi écrire
, . 5 o 3]
les équations paramétriques de ce cercle : \(f/al-r g
r=a-+rcosf
z =rsinf

Les équations paramétriques du tore s’obtiennent en intro-
duisant un paramétre supplémentaire, ¢ qui indique de quel
angle le point a tourné autour de Oz :

T = (a+ rcosf)cos ¢
y=(a+rcosf)sing
z=1rsind
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On en déduit I'équation cartésienne du tore :

En isolant le radical, puis en élevant au carré, nous obtenons

(8% + P+ 2% 0% — ro) =2a° (2% + ) (2)
Coupons le tore par un plan paralléle a I'axe de rotation Oz a distance
d de Porigine. L’équation de l'intersection du plan d'équation y = d

avec le tore est

" 2

(2% + & + 22 +0? —r2)? = 4a®(2? + &) (3)

Pour d = 0. nous obtenons évidemment deux cercles, de rayon r et de
centres distants de 2a :

(22 + 22 +a* — %) = 4d°2 4

Dot _
(£ —a)P + 22 =r’et (x+aP+2=1" (5)

Pour d = r, on obtient la courbe d’équation
2 2 242 2/ 9 2
(2° + 2° + a”)* = da*(2* + r7) (6)
ce qui peut s’écrire

((x —a)* + ) ((x + gi% 47" = dar? (

|
—

La courbe obtenue est en fait un ovale de Cassini :

' Un ovale de Cassini est Uensemble des points dont le
produit des distances & deux points fires, appelés foyers,
est constant.

Dans le plan = = d, en prenant comme foyers les points F(a,0) et
F'(—a.0), I'équation de Povale de Cassini de constante k est

Vz—a)?+22) v/ ((z+a)?+22) =k (8)
Les équations (7) et (8) sont équivalentes si
k = 2ar (9)

Comme on le voit sur la figure ci-contre, on rencontre trois cas bien
différents.

Cassini étudia ces courbes en
1680. a propos des mouvements
relatifs de la Terre et du Soleil.
Clent ans plus tard, on s’aperqut
que la lemniscate de Bernoulli
en est un cas particulier. Gio-
vanni Francesco Malfatti étudia

les propri¢tés de ces ovales en
1781.
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Le tore

Une lemniscate de Bernoulli, en
tant que section d'un tore :

2.1. Le cas a = 2r

L’ovale de Cassini est alors 'ensemble des points dont le produit des
distances a deux points fixes est constant et égal au carré de la demi-
distance entre ces points. Cet ovale a un point double : le point (0,0)
appartient a la courbe. Cet ovale avait été étudié dés 1694 par Jacques
Bernoulli qui Iui donna le nom de lemniscate d’aprés sa forme (lem-
niscus, en latin : ruban). En 1750, Giovanni Fagnano étudia ses nom-
breuses propriétés.

En posant r = § dans 'équation (7). et en simplifiant, on obtient
I'équation de la lemniscate sous la forme

(z* + 2%)? = 2a%(2? — 22). (10)

Les coordonnées polaires, dont 'introduction est due & Bernoulli, per-
mettent de donner a la lemniscate une équation beatcoup plus simple.

r = avcos20 (11)

L’aire de la lemniscate est étonnante et jolie : A = 242

2.2, Le cas g < 2r

L’ovale de Cassini est alors une courbe fermée, convexe ou non.

=

g=4d,r=8 a=4,7r=25

2.3. Le cas a > 2r

La courbe comprend alors deux parties ovales déconnectées.

(2

a=4.r=1,96
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3. Jacques Bernoulli

Jacques Bernoulli (1654-1705) est un mathématicien suisse. Il est le
premier membre d une dynastie qui a produit plusieurs mathématiciens
de trés haut niveau.

Diplomé en théologie, il s’intéresse surtout aux mathématiques et a
'astronomie. A partir de 1676, il voyage en France, aux Pays-Bas. en
Angleterre. 11 fait ainsi la connaissance des plus grands scientifiques
de son époque, et entretient une correspondance fertile avec eux. il
retourne ensuite a Béle et devient professeur a I'universiteé.

11 travaille avec son frére Jean, ce qui ne se passe pas sans rivalité entre
eux.

Ses contributions en mathématiques sont nombreuses, notamment en
théorie des probabilités (Ars Conjectandi), mais aussi en algébre, en
calcul infinitésimal, théorie des séries.

1l étudie différentes courbes (dont la lemniscate, en 1694), les épicy-
cloides, la spirale logarithmicque.

Cette derniére courbe le fascina 4 un point tel qu'il la fit graver sur sa
tombe.

4. Jean Dominique Cassini

Ce mathématicien italien (1625-1712) commence par s'intéresser a l'as-
trologie, plus qu’a Uastronomie, mais est rapidement convaincu qu’il
n’y a aucune vérité dans les prédictions astrologiques.

Néanmoins, c'est le point de départ de sa carriére d’astronome. I
adhére d’abord au systéme solaire géocentrique, puis accepte le mo-
deéle héliocentrique de Copernic.

Il mesure la période de rotation de Jupiter et de Mars. Il manque de
peu la mesure de la vitesse de la lumiére que Roémer réalisera en 1676
d’apres ses données.

En 1683, il voyage en France et participe a un projet de mesure du meé-
ridien de Paris. Malheureusement, le projet est arrété, faute d’argent.

En 1671, il devient directeur de 1'Observatoire de Paris, lors de sa
création.

En 1680, il étudie les courbes qui portent son nom a propos du mouve-
ment relatif de la Lune et de la Terre et les propose comme orbites des
astres, 4 la place de l'ellipse. Dés 1711, sa vue baisse et son fils Jacques
reprend petit & petit ses activités.

Une spirale logarithmique
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Un tour de cartes

Arnaud Gazagnes

Romeéo et Juliette

Présentation

Ce tour de cartes(!) raconte la vie trépidante de deux amoureux, Roméo et Juliette. Il te faut
(done) le Roi et la Reine de Coeur (?) et quatorze autres quelconques cartes.

Au fur et & mesure de ton récit, ton spectateur effectuera quelques manipulations : qu'importe
celles-ci, elles améneront toujours le méme effet final! Cherche I'explication.

Il était une fois, il y a quatre siécles, dans la ville
de Vérone l'ltalienne, deuz amoureuz, Roméo et Ju-
liette. Ils étaient jeunes, beaux., pleins de vie, ... ,
et trés amoureur. Tu montres les deux cartes.

Mais voila, leur amour n’était pas du goit de leurs
parents et ils devaient s’aimer en cachette. On ne
compte plus leurs rendez-vous secrets ! Malgré tout,
en dehors de la joie qu’ils avaient de se retrouver,
la préparation de leur rencontre suivante était qua-
siment devenue un jeu. Mais, je ne te le cache pas.
cela leur était d’autant plus difficile qu’ils habitaient
a deur extrémités opposées de la wille! Ville que
nous allons représenter comme ceci,

Tu disposes les 14 + 2 cartes en un tableau carré
de 4 cartes de coté, toutes les cartes étant face vi-
sible, en prenant garde de bien placer les deux héros
comme ceci : I'un est « en haut & gauche », 'autre,
«en bas & droite » (comme cela est signalé par les
deux © dans le tableau ci-dessous) ().

VIR Mais, un jour, leurs parents furent pré-

= = ‘ venus par un vil et odieur personnage

qui cherchait @ gagner quelques pié-

cettes. C’est pourquoi, fous de rage, ils
L1 déciderent d’enfermer Roméo et Juliette
chacun dans leur coin et installérent deux groupes
de gardes pour les empécher définitivement de se
retrouver. Pendant ce temps, tu retournes les six
cartes marquées dans le tableau, représentant les
gardes. Ces six cartes sont donc maintenant face
cachée.

*

Tu prends une mine triste. Cette histoire est bien
triste, n'est-ce pas ¢ Je vais t’en raconter une autre,

qui finit bien. Mais, pour Uinstant, nous allons ran-
ger la carte de cette contrée lointaine, pour déba-
rasser la table. Comme d’habitude avec une carte
géographique, nous allons la plier le plus possible :
elle aura la grandeur d’une carte de jeu. Pour que
cela ne soit pas encore une fois un pliage de plus
pour moi (pourquoi devrais-je toujours tout faire ¢),
Je vais te demander de participer. Tu vas choisir une
ligne ou une colonne du bord de la carte et tu vas
la plier sur celle qui la juztapose, comme lorsque tu
plies une carte géographique ; ainsi, une carte face
visible va devenir face cachée et vice-versa (*). Le
spectateur s’exécute,

Je t'en prie, recommence, en choisissant une co-
lonne ou une ligne du bord et plie-la : cela peut étre
la ligne ou la colonne « doublée » ou une toute autre.
Le spectateur s’exécute.

Ty te débrouilles pas mal : je vais te laisser finir
ainsi, jusqu’a oblenir la carte plide en 16 couches.
Le spectateur s’exécute. Vous avez devant vous la
pile de 16 cartes.

Je t’avais promis une histoire qui finit bien : chose
due. Et puis mot, je préfére! Appelle Roméo et Ju-

liette puis claque des doigts. Le spectateur s’exécute.

Et pour te prouver qu’il n’y a rien qui puisse sépa-
rer deux personnes qui s’aiment (leurs parents, les
gardes, TES propres choiz de plis), je te laisse étaler
la pile de cartes sur la table. Le spectateur s’exécute.

Regarde ! Deux cartes ne sont pas dans le méme sens
que les quatorze autres : celles de nos deux amou-
reux ! Applaudissements du spectateur ébahi !

(*) Ce tour est inspiré de La tapisserie de M. King, publié dans le tome 5 de la « Petite anthologie des tours de
cartes automatiques » de Richard VOLLMER, publié en 1991.
(?) Au passage, les prénoms usuels du Roi et de la Reine de Coeur sont Charles et Judith.

(3
(4

) Lorsque tu raconteras ton propre tour, veille a ce que le dessin soit « a 'endroit » pour le spectateur.
) A ce stade, il y a deux colonnes ou lignes de 4 cartes et une colonne ou ligne de deux fois 4 cartes.
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Jeux

Yolande Noél-Roch

1. Dés et magie

A. Le magicien demande & une personne de lancer deux dés, de mémoriser les deux nombres obtenus
et de cacher les dés.

I1 donne ensuite les consignes suivantes (la personne effectue les calculs sans donner les résultats) :
- doubler le nombre du premier dé

— ajouter 5 au résultat

— multiplier ce nouveau nombre par 5

~ ajouter enfin le nombre donné par le deuxicme dé

Le magicien demande ce dernier résultat et est capable de « deviner » les faces apparues sur les
deux dés cachés.

B. Plus fort que ce magicien ? Inventer un tour de magie analogue e utilisant trois dés!
2. Découper en triangles

On appelle diagonale d’un polygone convexe tout segment joignant deux sommets non consé-
cutifs de ce polygone.

De combien de maniéres peut-on découper un polygone convexe en
triangles en n'utilisant que des diagonales qui ne se « croisent » pas”?
Par exemple, pour un quadrilatére, il existe deux maniéres :

A. Trouver les cinqg fagons de procéder pour un pentagone.
B. Qu'en est-il dans le cas d’'un hexagone ?

3. Vrai ou faux?

A B.
1 Limlix223=1=12 Si p(x) = 2® + = + 41, alors
1 1w 3 %d=25=>5

- . ) p(0) = 0+ 0+ 41 = 41 est un nombre premier

1+2x3xdxs=121=11 p(1) = 1+ 1+ 41 = 43 est un nombre premier

1+ 106 L B 19 5 18 =B p(2) =4+ 2+ 41 = 47 est un nombre premier
x11x12x13=7="1

p(10) = 100 + 10 + 41 =7

On obtient toujours un carré parfait en ajou-
tant 1 au produit de quatre nombres naturels Quel que soit le naturel n. p(n) est un nombre
consécutifs 7 premier 7

4. Qui suis-je?

Je suis naturel, aussi petit que possible ... mais pas nul! Ma moiti¢ est un cube, mon tiers est une
cinquiéme puissance et mon cinquiéme est une puissance septiéme. Qui suis-je?
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5. Carrés parfaits—stiafrap
extrait de Mathematical Pie, n°172, autumn 2007

Un nombre de un chiffre est a inscrire dans
2 chacun des carrés et des triangles sachant

6 que
, 4 1. @ Chaque élément est formé d'un

9 5 carré central et de deux triangles. Les deux
triangles sont occupés par les deux chiffres
4 du carré du nombre qui se trouve dans le
6 5 carré central (voir ci-dessous : 8% = (4).
@ Ce carré peut étre écrit de gauche

9 @ a droite ou de droite & gauche.

17 29 27 38 17 chaque colonne de triangles est donné le total
21 21 des nombres de la colonne.

Calculer tous les nombres (de un chiffre!) manquants.

2. En bas de chaque colonne de carrés et de

6. Uniformiser

Une suite de carrés et de triangles peut-elle étre uniformisée en une suite de triangles en appliquant
successivement la méme régle :

deux signes voisins sont choisis, un carré devient un triangle et un triangle devient un carré.

Exemple : la suite OA OO A AO A. Transformer en suites de triangles
peut étre convertie de la fagon suivante : (en le moins d’étapes possible) les suites
%DDAAD AOAOAOAD

AOOOA AO AOOOAOAOAADO

B. Toutes les suites sont-elles transfor-

——
2 Qg et mables en une suite de triangles ?

ALADTOATA

N o £l L]
AAAA\DV@A AOA
AAANNAN ADOADOADO

7. Nombres croisés
Découvre les naturels o et
b en complétant la grille.

1 2 3 4 5
1 T ] N
Horizontalement 9 | Verticalement
1. &% 5 L. 108 4+ 3.
2. a(1000a — 1) — 2. 4 ‘ 2 a+b*2(a?+b2}+%.
3. 1000a® + b°. | 3. (12a — 1)(8b+ 1).
4. at. ’ ;ﬁLA 4. 10a*V* — a(5b — a).
9. Ga; ab. 5. b°.
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8. Produits de dés
Extrait de Mathematical Pie, n°172, autumn 2007

Deux dés normaux sont lancés et le score est le produit des deux valeurs obtenues.

1. Le deuxiéme score vaut 5 de plus que le premier.

2. Le troisiéme score vaut 6 de moins que le deuxiéme.
3. La quatriéme score vaut 11 de plus que le troisi¢me.
4

. Le cinquiéme score vaut 8 de moins que le quatrieme.

Quels sont les scores successivement obtenus?

9. Des hexagones

Coloriez certains des hexagones des figures suivantes de facon que tout hexagone ait autant de
voisins coloriés que le nombre indiqué en son centre. Attention : tout hexagone est considéré
comme voisin de lui-méme !

Exemple Jeu facile Jeu difficile

3 5 3

10. Alice au Pays des Merveilles

)
)

Vous connaissez sans doute le syllogisme célébre Aucune grenouille n’est poéte.

e Quelques canards ne sont pas
poctes.

e Tous les hommes sont mortels.
e Socrate est un homme.

e Socrate est mortel. e Quelques cana.rds ne sont
pas des grenouilles.
Aucun probléme dans ce cas, la troisieme pro- C

- aal e Tous les aigles peuvent voler.
position se déduit bien des deux précédentes.

e Quelques cochons ne peuvent

Voici des situations tirées des (Euvres de Lewis pas voler.

Carroll (Ed. R. Laffont, tome 2, pp. 697-699,
1989).

Dans deux cas sur les quatre qui suivent, la troi-
sidme proposition peut étre déduite des deux
précédentes. Quels sont ces deux cas” e Tous les dentistes sont redoutés
par les enfants.

e Quelques cochons ne sont
pas des aigles.

D e Aucun empereur n'est dentiste.

A e Aucun docteur n'est enthou-
e Aucun empereur n’est re-

douté par les enfants.

slaste.

e Vous étes enthousiaste.

e Vous n’étes pas docteur.
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Olympiades mathématiques

Claudine Festraets

L’¢liminatoire de I'Olympiade Mathématique Belge a eu lieu le 16 Janvier. Tu y as sans doute participé
et voicl les solutions de quelques-uns des exercices proposés. Tu pourras ainsi te préparer soit pour la
demi-finale si tu as eu la chance d'y étre admis, soit pour ta prochaine participation dans un an.

Dans le parallélogramme ABCD représenté ci-
dessous, [AB| = /2, |AD| = 10, Pamplitude de
I'angle A vaut 45 et les droites BE et DF sont
perpendiculaires & AB. Quelle est la distance entre
les droites BE et DEF?

@v2 ®s56 ©4/2 D1w-2v2 @® 8

Dans le triangle rectangle ABE, BAE = 45°, donc
BEA = 45 et le triangle est isocéle. Dés lors,
AEP? = |AB? +|BE> =242 =4, |AE| = 2 et
|[ED| = 8. La perpendiculaire & F'D menée par E
coupe I'D en G. Le triangle rectangle EG D est sem-
blable au triangle rectangle ABFE, le rapport de si-
militude est 4, car |[ED| = 4|AE)|, donc |[EG| = 4v/2

(f(.’aponse @) |

. N TN "
Le segment [AB] est un diamétre 7 [

du cercle de centre O et la droite | # :‘V"\\l

B(C' est tangente au cercle en B. \ ]
Que vaut l'aire du cercle sachant .| " ™ c
que |[AC| =12 et |[BC| =87 &

@i12r ®8v3r © 16r O 200 & 80n

|AB]* = |AC|]* — |BC]? = 144 — 64 = 80, d’ou
|AO? = % AB[* = 20 et laire du cercle vaut 207

(réponse (D).

Dans une assemblée, 60 % sont des femmes. Une
femme sur trois est sportive et un homme sur deux
cst sportif. Parmi les sportifs de cette assemblée,
quelle est, exprimée en %, la proportion de femmes ?

@3 ®wo ©4s O®s0 ®ss

Si I'assemblée

comporte 100 per-
sonnes, 60 sont des femmes dont 20
sont  sportives et 40 sont des hommes

dont 20 sont sportifs. Il v a donc autant de
femmes que d’hommes sportifs. Dans l’ensemble
des sportifs, la proportion de femmes est de 50 %

(réponse (D).

S f est une fonction de R dans R telle que f(x) =

1—f(z—1),alors f(x+1) =

@2-flz—1) ® fz-1) © fla)+1
® f) -1

@ fle—=1)+2

Dans l’égalifé f(z) = 1 — f(z — 1), remplacons
x par x + 1. On obtient f(zx + 1) = 1 — f(a) =
l—(1-f(x—-1)) = f(x —1) (réponse )

Dans le tétraedre VPQR, la_droite V@ est per-
pendiculaire au plan PQR, PQR = 60", |[VP| =
[VR| = 10 et |VQ| = 8. Que vaut la longueur de
[PR]?

@6 ®6v2 ©9 M1 ®sv3

La droite V@) est perpendiculaire au plan PQR,
done perpendiculaire aux droites QP et QR. Dans le
triangle rectangle VQP, |PQ> = [VP|? — |VQ|?> =
100 — 64 = 36, d’ot1 |PQ| = 6. De méme |RQ| = 6.
Le triangle PQR est isocéle et comme il a un angle
de 607, il est équilatéral, donc |PR| = 6 (réponse

@).
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Maxi 15

cosa?

®

, que vaut sina -

9
D 3

- D
Sisina +cosa = p

®2 9% ©

Solution

%/2

(sin v + cos a)?

i 0 ! p ) ¢
= sin“a+ 2sina - cosa + cos® a

= 14 2sina - cosa,

(réponse (D).

Zle

TP | g o)L B | e
d'ott sina - cosa = 5 ('JG 1) =

Midi 25 - Maxi 20

Pour réussir cet examen, il faut obtenir une note
d’au moins 50 sur 100. La moyenne de ceux qui ont
réussi est de 65 sur 100, la moyenne de ceux qui ont
échoué est de 35 sur 100 et la moyenne de tous les
participants est de 53 sur 100. Quel est le pourcen-

tage d’éléves qui ont réussi?
©4% D45%

@) 66,6 % 60 %
®) 20 %

Solution

Soient @ et b respectivement le nombre d’éléves
ayant réussi et le nombre d’éléves ayant échoué. Le
total des points des éléves ayant réussi est a -
celui des éléves ayant échoué est b - =

100
b 105 €t celul
de tous les éléves est ((L o b -

On a donc
a 16(:'50 +b- —130”—0 = (a+b)- 100 ce qui donne aprés sim-
plifications 5a = 3(a +b) et @ = {5 (a + b) (réponse

®).

Midi 27 - Maxi 21
Dans le parallélogramme ABCD. une droite issue
de B coupe AC en G, AD en E et CD en F. Que
vaut |EF| sachant que |BG| =4 et |GE| =17

F

@7\/?; @\/2—1_—1 @ll

données sont insuffisantes.

@ 15 @ Les

Solution

Les triangles AGE et C'GB sont semblables et
|GE| = 1UBGl d'ou |AE| = 1BC| et |[ED| =
2|BC|. Les triangles BFC' et EF D sont semblables

et puisque |ED| = 3|BC|, on a |FE| = 3|FB|. Or

|BE| =5, donc |FE| = 15 (réponse D).

Maxi 22

(22 +42 462+ ... +2008%) — (1243 +5°+... +
2007%) =

@ 2017036 @) 10152 © L-4015> @) 2-10°

@ Aucune des valeurs précédentes.

Solution
(22—12)(42—3%)+ (62 —5%)+.. .+ (20082 —2007%) =
34+7+11+...4015 = 3(3+4015)-1004 = 2017036

(réponse @)
Maxi 28

Combien de couples d’entiers (z,y) vérifient I'équa-

tion /Z — /7 = V37
@o ®1 ©Os

Solution
Elevons au carré les deux membres de l'égalité
R = V3 + VJ- On obtient & = y + 3+ 2+/3y, pour

y € {0,3,3%,3°,..., 32+ 1 (n € N), toutes les

valeurs de x sont entiéres (réponse @)

D 9

(E) Une infinité

Maxi 30

Pour combien d’entiers n I'expression n* + 4n® —
3n2 + 4n + 1 est-elle un nombre premier ?

@ o 1 ©2 ®4 ® Uneinfinité
Solution

L’expression donnée est égale a

(n+ 1)t = 9n? = ((n+1)* — 3n((n+ 1)2 + 3n)
=(n?—n+1)(n?+5n+1),

elle n’est un nombre premier que si 'un des facteur
vaut 1 et Pautre est premier.
S8in?—~n+1=1,alorsn=0et n? L5n41=1ou
n=1letn?4+5n+1=7.
Sin?+bn+1=1,alorsn=0et e —-n+1=10u
2= —5 et n® —n k= 8L

Pour n = 1 et pour n = —5, on obtient un nombre

premier (réponse (C)).



Math- ]"1“(*\ n i.[f). 30-31, 2008

Probliecmes

Nicole Miewis

Voici d’autres solutions aux problémes proposés dans le n° 118 S de Math-Jeunes

Probléme 1
Deux autres solutions nous sont parvenues.

1.| Le nombre 7 des électeurs inscrits est la somme
des votes exprimés valables, des votes exprimés non
valables et des abstentions.

(vg et v, désignant respectivement les nombres de
voix recueillies par le gagnant et le perdant.)

o— oy — . . A 3 ;
Comme v, = vy — 492 et Vg = 1gpts On se trouve
devant un systéme d’équations qui conduit a

19 49 :
e o e A Bl e ]
100’ T 100 " 492+ 60+ 5 =1

D’ott ¢ = 5400.

Le pourcentage des votes valables pour le candidat

49x 54 = 10EG
elu vaut Sm = 50125/0

Soit = le nombre de votes exprimés pour le ga-
gnant, y le nombre de votes exprimés pour le per-
dant et z le nombre d’électeurs. On a un systéme
d’équations

x—1y =492
r+y+60= z
_ 49 100
&= Top?
T = 2646
dont la solution est ¢ y = 2154 .
z = 5400

INya 1005 400 = 4 800 votes valables et le candidat
élu a obtenu 1(8538 100 = 55.125 % de ces votes.

Probléme 2

Posons x = |BP|, y = |AP|, z \DP\ et = [CP[
Remarquons que les angles APD = a et DPC =

180° — o ont le méme sinus. Dés lors
T-y-sina — 19 (1)
2
T-t-sina )
—g — & 9 (2)
g smer . (3)
2
Le quotient des égalités (2) et (3) donne £ = 2 d’on
t = 5, valeur que l'on reporte dans (3) pour obtcmr
3y z-sina
12 b
Y- z-sina
— =20
2
qui est l'aire du triangle DAP.
Probléme 4 7
B L A

C F D
Posons y = |CE|. On a 50 = 2y + 5+/y% — 25. En

isolant la racine, puis en élevant au carré, on obtient
I'équation 21y” + 200y — 3125 = 0 dont la seule so-
lution acceptable est 3 = 2—; L’aire du sentier est

alors de 53—0 (m?).



Probléeme 5

H G F E
Tl
A B C D
Posons |AB| = 1. Dans ce cas, V10 et
|BE| = V5. Les angles o et /3 sont inférieurs a 45°,
ce qui implique que a + 3 est inférieur a 90°.
. 1 1 3+3
Soit tga = 5, tgf8 = 5, doutgla+ ) = 2 =
- 3.2
E =1 et donc a + 3 = 45°.
2
T T . T N
Soit sina S/E cosa = —= sin 3 = 75 et
cos 3 = 7
i, 2 L .8 . 98
sin(a+3) = Fs ot s Sy et donc
o+ ‘,:3 = 4‘—) E
Probléme 6
Démonstration vectorielle :
Posons a@ =—AB=BA, 3 =B, C=CB et

~ =C1A=AC. Le systéme d’équations

permet de calculer les vecteurs &, 3 et 7. On trouve

Vo
par exemple 3= M, ce qui permet la
construction du point C. Il en va de mémeé pour

les deux autres points cherchés.
Probléeme 7

H G
\
E I
I F
R
I \-\
| \ /
I \
‘D/L_7._/:;\\_. T C
’ 5] ;
,/// ‘
A B

1. | Une démonstration en géomeétrie synthétique.

1. Notons M et N les pieds des perpendiculaires is-
sues de A et GG. La rotation d’axe HB et d’angle

2w

= laisse fixes tous les points de H13 (donc le pied

Problémes

119 S/ 31
N de la perpendiculaire issue de ) et permute les
points G, E., D.

Donc le plan DEG est invariant et la perpendicu-
laire issue de GG en fait partie. Ainsi N est le point
de percée de HB dans DEG.

De la méme facon, M est le point de percée de HG

dans AFC.

Vu la symétrie du cube par rapport a son centre, on
a immédiatement |BM| = |GN|.

2) Les points H et B sont équidistants de A, F'et C'.
Comme AFC est un triangle équilatéral, H B perce
ce triangle en son centre. Donc M est le centre de
AFC, ce qui entraine que AM passe par le milieu
de [FC], qui est aussi le centre de la face BCGF.
Appelons-le, As.

3) Reste a considérer le rectangle HGBA. 1l contient
a la fois AM et GN qui sont deux droites paral-
leles(perpendiculaires & HB). AM coupe BG en Ay
qui est le milieu de [BG]. Par le théoréme de Thalés,
M est le milieu de [BN], donc |[BM| = |MN].

2. | Une seconde en géomeétrie analytique.
Nous paramétrons les sommets du cube :

AL -1,-1) C(-1,1,-1) B(.-1,1) G(-1,1,
B(1,1.-1) D(-1.-1.-1) F(L.1.1) H(-1,1,1
On a l'équation BH = { TY D dont un vec-

tz=0
teur directeur est (1.1, —1).

Le plan o orthogonal a BH et contenant G est
r4+y—z=—1

Le point N commun & BH et a est la solu-

r—y=20

tion du systéme x4 2 = On trouve
r+y—z=-1

i P W |

N(=5—33)

On en déduit que | = (-1+ 15)2 +

1y2 V2 _ 4
(-1+3)"+(1-3) =3

De méme. le plan [ orthogonal & BH et contenant
Aestz+y—z=1

Le point M commun & BH et § est la solution du

systéme ? + Ij = 8 . On trouve P (3,3, —3).
z+y—z=1

On en dedmt que |BM||? = (5 - 1)2 + (3 - 1)2 +

(-3 + 1) 3

Finalement, |NM|? = (§+ %)2 + (3 + %)2 +

2
(3+3) =3

)
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Solutions des jeux

Solutions des jeux.

1. Dés et magie

AL Siwx et y désignent les résultats du « premier »
dé et du « deuxiéme » dé, le nombre finalement an-
noncé vaut 10z +25+y. Par exemple, si 48 est le ré-
sultat final annoncé, le magicien calcule 48—25 = 23
et annonce 2 et 3 comme valeurs des dés. Toute la
magie résulte de I'application d'un algorithme qui
fait calculer 10z + y + a, avec un nombre a connu
du magicien.

B. D'une facon analogue, avec trois dés z, y et z,
le magicien construit un algorithme qui aboutit au
calcul de 100x 4 10y 4+ z + - - - (un nombre connu !)

2. Découper en triangles

A. Les cing découpages dun pentagone

ww@@@

- Il existe quatorze découpages d'un hexagone.

Euler a démontré qu’un polygone & n cotés permet
T(fﬁ%),m découpages différents.

3. Vrai ou faux?

A Vrai: 1410 x 11 x 12 x 13 = 17161 = 1312
Quel que soit n, 1+nx (n+1)x (n+2) x (n+3) =
(n? 4 3n + 1)2

B. Faux : En continuant le test pour les nombres
naturels jusque 39 inclus, tous les résultats sont des
nombres premiers mais sans faire aucun calcul, on
voit que p(41) n’est pas premier puisqu’il est mul-
tiple de 41.

De maniére moins évidente, p(40) = 402 +40+41 =
40 x 41 4+ 41 = 412 est aussi multiple de 41.

4. Qui suis-je ?
Le nombre x cherché est nécessairement le produit

d’une puissance de 2 par une puissance de 3 par une
puissance de 5, soit x = 2¥.3%.5%.

« 5 est un cube » implique que y — 1, 2 et ¢ sont
multiples de 3.

« % est une puissance cinquiéme » implique que z—1,
y et £ sont multiples de 5.

« £ est une puissance septiéme » implique que t —1,
y et z sont multiples de 7.

y="70,z=21ett =15 sont les plus petites valeurs
qui satisfont & toutes ces conditions. On a donc

= B35 52,

Calculer ce nombre revient a calculer 2°°.3%1.1015.
Avec l'aide d’une calculatrice, on obtient

376 873942 297 556 594 410 389 504 000 000 000 (000 000.

5. Carrés parfaits—stiafrap

2 5|5
4 |1 6| 4 |1
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L8]
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o
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6
4| 7
6| 6 |3 &)

n
L~

1/ 416 4, 7 |9

17 29 38 17
2] 21 21

6. Uniformiser

La régle du jeu ne permet pas de changer la parité
du nombre de carrés présents dans la configuration
initiale. Les configurations contenant un nombre im-
pair de carrés ne sont donc pas transformables en
suites de triangles : c’est le cas des deux derniéres
suites données en B.

Par contre, toute suite contenant un nombre pair de
carrés est transformable en une suite de triangles :
c’est le cas des deux suites données en A et de la
premiére donnée en B.

7. Nombres croisés

1 2 3 4 5

1l1]a]le6la]1

2033|332
a=206,b=11.

303l6l1]2]1

411296

5036 6|6

8. Produits de dés
Les scores sont successivement 10, 15, 9, 20 et 12.
9. Des hexagones

Jeu facile Jeu difficile

10. Alice au Pays des Merveilles
Aet C
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