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Chers amis,

Nous voudrions d'abord, au nom de tous nos anetens abormés, remer-—
cter Jules MIEWIS qut, pendant huit anndes consécutives a assumé la
lourde tdche de construire pour vous un journal attrayant et intéressant.
Pour des raisons d'ordre familial, il a demandé au comité de la SBFM de
ne plus réaliser ce travatl cette année.

Nous avons pensé que MATH-JEUNES devait poursuivre sa parution et
nous avons adopté pour cette année 1987-88 une solution proviscire. -
Quatre groupes ont accepté de prendre chacun en charge un numéro. De ce (f
fatt, il n'y aura pas un théme qui se retrouvera dans chaque parution
et qui domnera lieu d concours, mats vous pourrez participer d un

RALLYE - PROBLEMES

et les mieux classés (on tiendra compte de l'dge) recevront wn prix.

Les énoncés des problémes du rallye sont accompagnés d'un astérisque.

Les réponses aux différents problémes, nous espérons VOS réponses, parat-
tront, ainst que le classement final.avec le dermier numéro de I'année.

Vous pouvez envoyer des solutions partielles, nous vous tiendrons
au courant, dans les prochains numéros, des points que vous aves déjd
accumulés. Vos envois devront compovter les indications suivantes

Nom et prénom

Age

Adresse personnelle

Ecole (y compris le nom de la ville)
Classe fréquentée .

Il doivent, atnsi que tout autre courrier,itre adressés d

Jaeque line VANHAMME

rue Firmin Martin, 2

1160 - Bruxelles .

tél 08-6787571 (

Nous espérons gue vous seres trés nombreuxr d nous Lirve et d nous
derive et vous souhaitons une excellente gnnée scolaire.

La Rédaction



La cryptographie a clef révelée

La cryptographie (du grec "kruptos" (caché) et "graphein"
(écrire)) désigne la science du codage de l'information pour
la rendre inintelligible et donc inutilisable par tous ceux
auxquels elle n'est pas destinée. Cet art, d'abord essentiel-
lement confiné aux domaines de la diplomatie et de 1'armée,
n'est pas nouveau. Déja 50 ans avant Jésus-Christ, Jules
César utilisait un des premiers systémes de codage connus.

Aujourd'hui, l'ordinateur fait son apparition dans nombre
de sociétés, leur offrant a la fois rapidité de traitement
des données et précision pour des prix toujours plus bas:
transferts de fonds par systémes électroniques, comptabilité
des entreprises, renseignements médicaux, etc... Et de temps
en temps, la presse nous relate les "exploits" de quelque
indélicat qui a capté de l'information stockée dans les mé-
moires d'un ordinateur! Cet aveénement des systémes de com-
munication électronique pose donc & la société, désireuse
de se protéger d'indiscrétions et de falsifications, de tres
sérieux problémes de sécurité.

Les mathématiciens ont ici un r6le capital a jouer pour
inventer des systémes de codage efficaces, économiques et
sirs, ce qui est beaucoup plus difficile qu'il n'y parait...
Le plus souvent, le décodage est théoriquement possible a un
indiscret; reste alors & élaborer des algorithmes tels que
le retour en arrigre pour restituer le message en clair
nécessite de la part d'un ordinateur un temps de calcul
rédhibitoire (des milliers ou méme des milliards d'années...)
4 moins de connaitre une astuce (gardée secritte).

Cependant, 1'histoire a montré que des systémes supposés
inviolables ont souvent des défauts cachés qui les rendent
transparents! C'est pourquoi le scientifique réfléchit énor-
mément aux éventuelles failles des = G
systémes cryptographiques: n'y a-t-m @ —
il vraiment pas maoyen de retrouuergvurf
la clef de décryptage en un temps 4 7
raisonnable, ou méme de comprendre (S} #-
des messages sans caonnaltre cette 9
clef? A 1'heure actuelle, nous ne
disposons d'aucun critére permet-
tant de conclure & 1l'inviolabilité
pratique d'un codage. Mais, sdrs
de la sécurité de leurs systemes,
certains mathématiciens offrent des
primes de plusieurs centaines de
dollars & quiconque trouvera un =
défaut (Avis aux amateurs...).
Et parfois, ils doivent payer!

—
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La cryptographie est donc une science passionnante, en
plein essor et dont les développements mathématiques théo-
riques trouvent des applications pratiques immédiates.

Nous allons étudier quelques systémes de codage, d'abard
trés simples, puis les derniers-nés (& clef révélée).

LES CODAGES PAR PERMUTATIONS DE (GROUPES DE) LETTRES.

Math-Jeunes vous laisse le plaisif de retrouver 1l'algo-
rithme de ce code, sachant que la phrase mystérieuse:

GH WRXV OHV SHXSOHV GH 0D JDXOH FH VRQW OHYV EHOJHV OHY SOXV
EUDYHVY

est la forme codée du message:

DE TOUS LES PEUPLES DE LA GAULE CE SONT LES BELGES LES PLUS
BRAVES

Le chiffre 3 est & la base de ce code.
Pourquoi 3 ? Nul ne le sait.

xuHvD !
M DL WURXVHS
i

Nous vous félicitons d'avoir certainement,
en fins limiers, tous découvert la clef qui
permet de coder et de décoder (utilisée a
l'envers) & la "Jules César". Vous é&tes des
lors bien convaincus qu'un tel codage n'est
vraiment pas sir, puisque si san principe est
connu, le message sera toujours déchiffré en
essayant au plus 25 clefs! ;A;ﬁﬂpﬁ'

On permute les lettres de l'alphabet, par exemple selon
la clef suivante:

ABCDETFG GHI f E L MN E 5 g R S I E E E f I %
LR AR A AR 4 LD 4 ¥
ﬁ CMKXHBY E L PYA 5 LU D i FGEQTON

qui transforme le texte:

DEPUIS DES ANNEES MES CONDISCIPLES ET MOI PARTICIPONS AUX
OLYMPIADES MATHEMATIQUES BELGES
en?;

KXUGRI KXI WJJXXI AXI MLJKRIMRUYXI XF ALR UWDFRMRULJI WGT
LYODAURWKXI AWFVXAWFRSGXI CXYBXI .

Cette fois-ci, le nombre de clefs & essayer pour retrans-
crire le message en un texte clair est le nombre de toutes



les permutations des lettres de 1l'alphabet, soit 26! qui
est supérieur & 4.10% (Bon courage!).

Et pourtant, des mathématiciens ont montré qu'en moyenne
la connaissance d'un morceau de ... 28 lettres seulement
d'un texte ainsi codé suffit pour rendre le message intel-
ligible!

Comment procéde-t-on ?

On commence par comparer la distribution de fréquences
des lettres dans le message codé avec leurs probabilités
d'apparition dans un texte en frangais. Pour cette langue,
les lettres se classent comme suit : E S T ANTUR ...
par ordre de probabilité décroissante (E T A O I N SR
pour l'anglais).

Tableau de fréquences des lettres dans notre texte codé:

BCDEFGH I JKLMNOPQRSTUVW X Y IZ
1110430 10444 3010081151612 30

Nous pouvons donc raisonnablement supposer que X qui
apparait le plus souvent correspond a E et que I correspond
4 5. (Nous avons beaucoup de chance ici, puisqu'en plus R
et W correspondent respectivement & I et A.)

A
5

A ce stade, nous disposons donc déja de:

«EiolS JES Ac EES ES 5.5:I15T.4ES8 Ew asl sfenlslaved Avs
..... IA.ES .A..E.A.I..ES .E..ES

Ensuite, on se base sur les structures de la langue
francaise et les fréquences d'apparition des arrangements
de deux ou trois lettres (ET, 0U, LA, UN, LES, AUX, etec...).

Ce genre de code, & priori inviolable étant donné le
grand nombre de clefs a essayer (26!) s'aviére donc trés peu
sGr a4 employer, & moins qu'un éventuel indiscret ne par-

vienne méme pas & ... identifier la lanque dans laqguelle le
message est écrit en clair! (3 a
C'est ainsi que pendant la seconde 3, =
v

guerre mondiale, des messages alliés
codés par substitutions de lettres et 0
interceptés par les armées ennemies

n'ont jamais pu étre déchiffrés par (:)
celles-ci: ils étaient écrits dans la M
langue des Indiens Navajos d'Amérique =
du Nord (incorporés au Signal Corps O
de 1'armée). Ce dialecte trés complexe,
tout en nuances et extrémement diffici-
le & apprendre était connu & cette épo-

que par seulement 28 étrangers au peu- %
ple Navajo (tous anthropologues ou / o @
2

-
missionnaires, ni allemands, ni japo-

nais). De plus, les Indiens Navajos
étaient en nombre suffisant pour



permettre une utilisation efficace et territorialement éten-
due de ce codage (Ils étaient plus de 50000).

Les systémes expliqués ci-dessus (ainsi que tous ceux
imaginés jusqu'en 1974) apparaissent comme des "coffres-
forts mathématiques" munis d'une clef qui permet & 1'expé-
diteur de coder son message et au destinataire de le déco-
der. La sécurité repose donc sur le secret de la clef qui,
notamment pour des transactions commerciales, risque de
devoir étre communiquée a un grand réseau de correspondants.
De plus, lorsque les messages ne sont pas manuscrits, un
destinataire ne pourrait-il pas s'envoyer des messages sem-
blant provenir d'un expéditeur donné, ou un fraudeur falsi-
fier des documents ?

Les cryptosystemes & clef révélée résolvent a la fois le
probléme du secret de la clef et celui de l'authentifica-
tion de 1l'expéditeur. Le principe a été inventé a 1'univer-
sité de Stanford (USA) par Hellman, Diffie et Merkleen 1975.

LES CRYPTOSYSTEMES A CLEF REVELEE.

Cette fois, le "coffre-fort
mathématique" est muni de deux
clefs: 1'une sert a le fermer,
c'est-a-dire & encoder le mes-
sage (clef E), et 1'autre a
l'ouvrir, c'est-a-dire a décoder
le message (clef D). La clef E
est rendue publique, tandis que
la clef D n'est connue que par
le destinataire.

Il existe des catalogues
(analogues & des annuaires
téléphoniques) reprenant les
clefs E et les algorithmes de codage des différents desti-
nataires.

La clef D (secriéte) n'est évidemment pas indépendante de
la clef E (publique) puisgqu'elles servent & effectuer des
opérations inverses 1'une de l'autre. Théoriquement, tout
indiscret devrait donc pouvoir, connaissant E, calculer D.
Des lors, des mathématiciens s'ingénient & imaginer des
systémes pour lesquels le calcul de D nécessite un temps
déraisonnable, méme sur nos ordinateurs les plus perfor-
mants.

Nous exposerons ici le principe d'un seul systéme_é glef
révélée, apparemment treés fiable et abondamment appligqué de
nos jours: le systéeme RSA.
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Un nombre premier est un nombre naturel qui poss&de

exactement deux diviseurs: 1 et lui-méme.

2, 3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, ... sont premiers.
1l n'est pas premier.

Deux naturels sont premiers entre eux lorsque leur ¥
plus grand commun diviseur (PGCD) vaul ™I (c'est-a-dire que
1 est leur seul diviseur commun).

18 et 35 sont premiers entre eux, 12 et 27 ne le sont pas.

L'indicateur d'Euler ¢(n) du naturel n est le nombre

d'entiers appartenant 3 {1, 2, 3, 4, ... , n} et premiers

avec n.
e(1) =1 , 9(2) =1 , @(3) =2, (&) = 2 , ¢(5) = &4 ,
p(6) = 2 , 0(7) = 6 , P8) = 4 5 wuwn

Congruence:

L'entier a est congru & l'entier b modulo le naturel nan

n, ce qu'on note a = b (mod. n) , lorsque a et b ne diffe-
rent que d'un multiple de n, c'est-a-dire qu'il existe un
entier k tel que a = b + k . n . :ijj;
-2 29 = 31 (mod. 11) (?. 7N
120° = 300° (mod. 180°9)

16 heures = 4 heures (mod. 12 heures)

(Nos montres & aiguilles nous indiquent

1'heure modulo 12 heures !) 4h. 4E

15 et 6 sont opposés 1'un de 1l'autre modulo 21,
car 15 + 6 = 0 (mod. 21).

3 et 5 sont inverses 1'un de 1l'autre modulo 7,
car 3 . 5 = 15 = 1 (mod. 7).

sk ok ok ok sk s shok Hok ok ok shoke ok ol stok sk stk sk ek sl ok Mok ol ok ol tesk ek sk ok ek ook e ok ek ok skl st stole ot ok skok sok ek soke skofe sk ok sk sk slok sk ok ek sk

Petit théoréme de FERMAT (1640):

Si p est un nombre premier et n un naturel non divisible
par p, alors ﬂp-l = 1 (mod. p)

Autrement dit, le reste de la division de ﬁp_l par p vaut 1.
3% - 81 = 1 (mod. 5)

67 = 36 £ 1 (mod. 3) mais 6 est divisible par 3

12% = (12%)? = 1447 = 4% = 66 = 1 (mod. 7)

seekokotok skok ok skelodofotolokek sloklolokolofologekikekskolokokekofokskskkok skt kol kit ik skl skl kool sk slokokokofeskofek skt sk ol kol sk ek etk sk kol sk skoiok sk stk skt skok skok siok

R 3

B e S o

&

y‘



LE SYSTEME RSA.

I1 a été inventé en 1977 a 1'Institut de Technologie du

Massachusetts (USA) par Rivest,

L'ordinateur choisit au

hasard deux "grands" (c'est-3

-dire d'au moins cent chif-
fres) nombres premiers dis-
tincts p et q . (Quelques
minutes lui suffisent.)

Calcul de leur produit n (qui

a au moins 200 chiffres).

Calcul de 1'indicateur
d'Euler 'g(n) de n.

Choix d'un entier e entre 3

et n, et premier relativement

a gln).

Calcul de 1'inverse d de e
moduleo g(n).

e et n sont rendus publics;

Shamir et Adelman.

Exemple (avec des nombres
"trop petits")

p = 29
q = 37
l n = 29.37 = 1073
l p(n) = 29.37 - 29 - 37 + 1
= 1008
e = 23
(iooE = 2%.3%. m
p(n) 9 e 43 + 19
e 19.1 + 4
8
199 4.4 + 3
4% 3.1 411
D'ol
194 -394 2 9 - 4.4)
= 5.4 - 192 5(e-19) - 19
= 5.e - 6.19
)
= S5.e - 6(9(n)-43.e)
= 263.e - 6.9(n)
1 = 263.e (mod. 9(n))

Et donc, d = 263.

g, ¢{(n) et d sont secrets.

"Verrouillage du coffre-fort" ou encodage d'un message:



Transcrire le message M a en-
coder sous forme numérique
en utilisant la bijection:

A > 00 J » 09 S > 18
B » 01 K -+ 10 T+ 19

C - 02 L - 11 U ~» 20

D >~ 03 M+ 12 vV » 21

E -~ 04 N » 13 W - 22

F - 05 0+ 14 X » 23

G - 06 P - 15 Y >~ 24

H > 07 Q - 16 I -+ 25

I -~ 08 R > 17
Partitionner M en k blocs M,
Mg My 4 sweeg Mk d'égale lon-

gueur tels que chaque nombre
Mi soit < n.

Encoder M par la formule:
_ e
E(Mi) = My (mod. n)

avec 0 £ E(Mi) < n

"Quverture du coffre-fort" ou
Le destinataire utilise la
formule:

D(E(Mi)) = (E(M) (mod. n)

avee 0 £ D(E(Mi)) < n
qui transforme chaque E(Mi)) en

M-

)d

bbb
I 11 o13si
g ot T

+ +
e a

Message M:
JE LIS MATH JEUNES

09
09

E(M

¥

04 11 08 18 12 00 19
04 20

[ I T VR |

[~ i 1l Il 11 n n ta

090
081
001
090

90.
90
90
90.
90.
588

062

etc...

Le message codé

13 04 18

411
812
907
420
418

M, € = 9023
902 ,90%.9018

=
o
Honounon

8

589.342.342%

589.342.72
(mod. 1073)

M,® = 41127
(mod. 1073)

tre est donc:
588,062,...

décryptage d'un

D(E(M,))

D(E(M,)) = D(90%) = 90%"

n

908

9p®
1.9

= D(588) = 588

message:

07

902, (90%)2.(90%)8
.589. 589Z2.589

a4 transmet-

(mod. 1073)

On doit retrouver 90,
c'est-a-dire M,

En effet,

Lp(n)+1

(voir calcul de
(29-1)(37-1) 90

0 (mod. 1073=29.

37)



Car

(9029—1)6(37—1) = 16(37-1) =
modulo 29, et

(9037—1)6(29—1) l6(29-1) 1

modulo 37,
par le petit théoréme de Fermat.

Supposons qu'une personne a souhaite envoyer un message
M & une personne b et le signer (y mettre un signe d'authen-
tification). Comment va-t-elle procéder ?

a applique a M sa clef (secr&ts) de décodage D_, puis la
clef de codage E, du destinataire. b regoit donc ° Eb(Da(M)).
Pour décrypter, "il lui suffit d'appliquer Db’ puis Ea

5i le message décodé a un sens, b est certain que a en
est 1'expéditeur, puisque seul a connait la clef Da'

Sécurité de la "serrure": :ﬁﬁp -
————————————————————————— ﬁsﬂﬁ . %

Tous les algorithmes imaginés jusqu'ici
pour découvrir la clef D, c'est-a-dire
calculer d connaissant e et n, se raménent %
a la factorisation de n en p.gq . Or la fac-
torisation d'un entier n par l'algorithme
le plus rapide connu pécessite a peu pres
exp([1n(n).1n(1n(n))]?) opérations binaires,
chacyne demandant & peu prés une microseconde
(107° sec.) sur un ordinateur puissant.
Dés lors, la factorisation d'un nombre de
200 chiffres prend environ 3,8 milliards
d'années de calculs!

/

Pouvons-nous conclure qu'un systéme RSA est inviolable ?
Peut-étre que bientdt quelqu'un écrira un algorithme permet-
tant de calculer d en un temps raisonnable, ou méme de res-
tituer le texte en clair sans connaitre d. Mais toutes ces
hypothéses paraissent aujourd'hui hautement improbables aux
mathématiciens qui, vu l'importance pour la société de pro-
téger le contenu des mémoires de ses ordinateurs de toute
indiscrétion ou falsification, se penchent sur cette bran-
che des mathématiques en plein essor qu'est la cryptogra-
phie.

Mais un proverbe de Marcel Pagnol ne dit-il pas:
"Tout le monde savait que c'était impossible. Il est arrivé
un imbécile qui ne le savait pas et qui 1'a fait." ?

Frangoise Valette

(

(
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L’hexahexaflexagone

fic 3
{/’:ifﬂ On appelle jfexagones des
i
1L

polygones flexibles obtenus a
partie de triangles &quilatéraux
Celui que nous allons examiner
s'appelle hexahexaffexagone
parce que c'est un hexagone qui
peut montrer 6 faces différentes!

\C‘ Pour obtenir un hexahexaflexa-
* gone, il suffit de prendre un
ruban de papier, large de 3,5 &
3¢ 4 cm au moins pour que l'objet
Tl soit facile a4 manipuler. Un rou-
Y leau de caisse fait l'affaire a
merveille : pour 25F on peut
1z rater une série de flexagones et
- en réussir encore beaucoup plus.
™ Le premier triangle équilaté-
e ™ ral, qui doit avoir comme hauteur

la largeur de la bande s'amorce
14 en formant 3 1'extrémité de la
~ bande un angle de 60° par une
Tl découpe aux ciseaux. Il se termine
i# par pliage d'un bord de la bande
V’,///) (le bon) le long de la découpe.
Les 18 suivants s'obtiennent 2
partir du premier, en suivant
les bords du papier et en pliant
sans tracer : c'est facile et
rapide !

Marquons ces triangles (figl)
Retournons le ruban et mar-
quons de méme 1'autre face
(fig2) . Ensuite plions
4a sur 4b et, a cité,
5a sur 5b : nous voyons
apparaitre 2a et 3b;
puis plions 4d sur 4c
et le méme mouvement
de l'arriére a 1'avant,
losange aprés losange,
compléte la série (fig3).
Plagons notre objet
de gauche a droite,
gardons les 3 derniers
fig 3 triangles et replions
le long de 1'aréte
gauche de 2e (figd), puis entre 2c¢c et 1c, en ramenant vers
l'avant 3a sur 3f. Replions la en dessous de tout : il se
superpose au triangle blanc. Collons les deux faces blanches:
1'hexahexaflexagone est prét (fig5).




2 i/ 1a ) AL As
¢ fig &
; td 14 4d 44
racke —

C'est maintenant que cela devient amusant

La face 1 vers nous, u—) fig 6 -
prenons l'objet en mains :
et, du pouce et de 1'index 1}

1'un sur l'autre, de la
main droite plions le sur
1f et, automatiquement,
Tc se plie sur 1d (fig 6)

gauches plions Ta et 1b
4l

FHdttrt bbb+ !éitef

1_; 009 s;si CrEeUL — — - —

+++t++t bbbt

1a e 1'hexagone s'ouvre par le milieu
nous offrant une troisiéme face
(fig 7)

Recommencgons le jeu entre
3f et 3a, 3d et 3e et 3b et 3c.
L'hexagone s'ouvre et voici une
4éme face ! (fig 8). Continuons

bt (¢ ... Zut, revoila la face 1
fig 8 Est-ce fini? Et les 2 autres
‘{ b promises ? ] _

Un peu de patience. Repincons
entre la et 1b : la forme ne
s'ouvre pas (c'est que cette

face se présente différemment de la premiére fois : une déco-
ration dissymétrique nous le montrera plus tard). Tournons
alors de 60° et pincons 1'ar@te suivante et ainsi de suite
jusqu'd obtenir une ouverture. Nous vous garantissons que les
six faces apparaitront & un moment ou 1l'autre. Mais la fré-
quence d'apparition n'est pas la m&me pour toutes (c'est une
jolie &tude & faire).

Maintenant que vous &tes parvenus & trouver ces six faces,
pourquoi ne pas inscrire un message en six phrases que vous
ferez trouver par un copain (ou copine) ou par un parent ?

A moins que vous ne préfériez faire un jeu de couleurs
et de formes décoratives. Vous pouvez obtenir de trés jolies
choses. Si vous vous donnez le mal de particulariser chaque
sommet, vous aurez des surprises en faisant défiler les faces
(ex fig 9).
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Réalisez un ou plusieurs
hexahexaflexagones et
envoyez-les nous sous
enveloppe. Le plus
beau ou(et) le
plus original
sera publié dans
un numéro suivant.
Un commentaire
sur vos constata-
tions sera é&galement
le bienvenu.

Simone Trompler

E{ Quel est le plus grand nombre que 1l'on peut écrire en
utilisant, comme seuls chiffres, quatre chiffres 71" ?

TR T O
LB o e 2

§++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
1

I IO IO T IO T IO IO I I O I
T TT T T

i ' PSRN WU RO SOOI LTSN 000 IO N0 U0 B0 B S0 SO
++++++++ -+ t+++++++++++

Quelques éléments de
TOPOLOGIE

A cdté des structures algébriques (groupes, anneaux, cCoOrps,
espaces vectoriels,...), les mathématiques actuelles reconnais-
sent 1'importance des structures topologiques, essentielles si
1'on veut définir des notions aussi fondamentales que celles
de limite ou de continuité.

Que je rassure tout de suite le jeune lecteur! Il n'entre
pas dans mes intentions de développer ici un cours de topologie.
Je voudrais simplement indiquer quelques idées de base tr&s &l&é-
mentaires et citer quelques problémes majeurs qui, au siécle

dernier, ont contribué & 1'é&laboration de la topologie (€tymo-

logiquement, science du lieu), appelée autrefois "Analysis s.ifius’

Science du lieu. Mais n'est-ce pas la géométrie qui classi-
quement s'intéresse aux "lieux", c'est-d-dire & 1l'espace et
aux figures qu'il contient? Sans doute. Et il n'est donc pas
étonnant que les premiers pas de la topologie aient &té guidés
par la géométrie.

Cependant, alors qu'en géométrie, on mesure (des longueurs,
des angles, des aires, des volumes,...), on compare (ce segment
est double de celui-ci, ce triangle est semblable @ cet autre,..
il n'en est rien en topologie. D'une maniére fort intuitive, on
peut dire que la topologie s'intéresse aux propriétés qui sont
conservées lorsque'on déforme un objet géométrique sans le cou-
per, sans y faire de trou, sans non plus coller ou souder en-

1

)
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semble deux parties de cet objet. Ainsi, les deux figures ci-
ge§sous ont du point de vue de 1la topologie, les mé&mes propri-
etes; on dit qu'elles sont fopologiquement Equivalentes ou e-=cor

homéomoaphes . :::

. Par contre, cette troisigme figure n'est pas topologiquement
€équivalente aux deux précédentes

Une sphére, un cube, un cylindre sont topologiquement équi-
valents; mais ces surfaces ne sont pas équivalentes au tore
que voici

I1 est bien &vident que s'il est possible de déformer une
sphére, de 1'aplatir pour obtenir un cube, il est impossible
de la déformer pour obtenir un tore sans y pratiquer de trou.

o rectangic N
n'est pas &quivalent i ce cylindre (

A
car il a fallu souder AB et CD _“F
pour passer de 1'un & 1'autre;
B D
le cylindre n'est pas équivalent
au ruban de M&bius A '
qui, lui, s'obtient i partir du
rectangle en soudant AB et DC B ¢

Je fais maintenant appel 4 votre imagination. Supposons
que nous soudions les bords du rectangle comme suit : AC et
BD d'abord, AB et CD ensuite. Qu'obtient-on ? Et si 1'on soude
AC et BD, puis AB et DC ? Avez-ous trouvé ? Dans le premier
cas en soudant AC et BD, on obtient un long cylindre et si
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1'on raccorde ensuite AB et DC apparait un tore

: > =

Dans le second cas, la premiére soudure nous fournit le mé&me
long cylindre, mais la deuxiéme soudure est impossible & réa-
liser, & meoins qu'il n'y ait
pénétration de la surface &
1'intérieur d'elle-méme; on
obtient une curieuse surface
connue sous le nom de
"bouteille de KLedln";
elle n'est topologiquement
équivalente ni au tore, ni
au cylindre.

Pour illustrer encore 1'id&e d'équivalence topologique, je
vous propose une petite récréation : classer les lettres de
1'alphabet en mettant dans une méme classe celles qui sont
équivalentes

ABCDE FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Et si les lettres sont écrites comme ceci

ABCDEFG ... VWXYZ

que deviennent les classes d'équivalence ? Bon amusement !

* * o

Parmi les travaux des mathématiciens qui conduisent petit
4 petit a4 la topologie actuelle, il en est un, di & EULER,
et resté célébre sous le nom de "Probféme des ponts de
Koenigsberg". Il parut en 1759 dans les "Mémcdines de £'Académie
des Sciences de Bealin" sous le titre Sclfutdic problematis ad
Geometndiam situs pentfinentis.Voici une traduction du début de
ce texte, rédigé en latin, comme il €tait d'usage a4 cette &poque.

"Outre cette partie de la géométrie qui s'occupe de la grandeur et de
la mesure, et qui a été cultivée dés les temps les plus reculés, avec une
grande application, Leibniz a fait mentton, pour la premiére fois, d'une
autre partie encore trés inconnue actuellement, qu'il a appelé Geomeilrdia
s4itus. D'aprés lut, cette branche de la science s’occupe wuniquement de
l'ordre et de la situation, indépendamment des rapports de grandeur. Mais
quels sont les problémes qui appartiennent d cette géométrie; quelles sont
les méthodes qu'il faut employer d lewr résolution? ('est ce qui n'a pas
encore été nettement défini. Récemment, j'ai entendu parler d'un probléme
qui paraft se rapporter & la Géométrie de situation, putsqu'il ne contient
dans som énoncé que des considérations d'ordre et non de mesure; aussi ai-
je résolu d'exposer ici, comme un specimen, la méthode que j'ai trouvé
pour résoudre ce probléme.

A Koenigsberg, en Poméranie, il y a wne fle appelée Kneiphof; le fleuve
qui l'entoure se divise en deux bras sur lesquels sont jetés les sept ponts
a, b, e, d, e, [ g-



+++btt
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Les ponts de Keenigsberg en 1759.

Cela posé, peut-on arranger son parcours de telle sorte que l'on passe sur
chaque pont et que L'on n'y passe qu'une seule fois ? Cela semble possible,
disent les ums; impossible, disent les autres; cependant personne n'a la
certitude de son sentiment. Je me suils donc proposé le probléme sutvant,
qui est trés général :

Quelle que soit La forme d'un fLeuve, sa distribufion en
bras, par des ifes en nombre quelconque, el quel gque s0it Le
nombre de ponts fetés sur ce fLeuve, trouven s4 L'on peut
franchin celui-ci en passant une fois, et une seulfe, sun
chacun des ponts. "

Abandonnons ici le texte d'Euler et attachons-nous a la
résolution du probléme proposé, tout d'abord a partir de
1'exemple des ponts de Koenigsberg.

Décidons de désigner par une succession de lettres majus-
cules un trajet qui passe successivement par les régions re-
présentées par ces lettres. Ainsi, BACAD représente un trajet
qui va de B en A (par le pont a par exemple), puis de A en C
(par le pont c par exemple), de C en A (par le pont d) et de
A en D (par le pont e).

Puisqu'il y a 7 ponts, tout trajet passant une et une seule
fois par chacun d'eux devra comporter 8 lettres majuscules.

D'autre part, remarquons que 5 ponts desservent la région A(
donc la lettre A devra figurer trois fois dans le trajet

— A —

* — I\ ey s— l\

ou

A_'ouo_ e R :A:‘;-a

De méme, 3 ponts aboutissent & chacune des régions B,C,D,
de sorte que celles-ci doivent figurer deux fois dans le trajet.
3 lettres A, 2 lettres B, 2 lettres C, 2 lettres D nous
donnent en tout 9 lettres. Or nous avons vu plus haut que tou
trajet passant une et une seule fois par chaque pont comporte
exactement 8 lettres. Le prcbléme des ponts de Koenigsberg
est donc impossible.
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Essayons maintenant de généraliser.

§'il y a n ponts, tout trajet passant une et une seule fois
par chacun d'eux comporte n+1 lettres majuscules.

Soit A une région impaire, c'est-d-dire 4 laquelle aboutit
un nombre impair de ponts, soit 2k+1. La lettre A doit figurer
((2k+1)+1)/2 = k+1 fois dans le trajet.

Par exemple, si le nombre de ponts est 7, A figure (7+1)/2
8gale 4 fois dans le trajet

A—"'_:A pe— ] A e * "o A m—t
ou
"":A_'."_A P A P A

Remarquons par ailleurs que toute région impaire est soit
le début, soit la fin du trajet (mais pas les deux a la fois).
I1 ne peut donc y avoir que 2 ou 0 régions impaires.

Soit B une région paire, c'est-d-dire reliée aux autres
régions par un nombre pair de ponts, soit Zk. La lettre B
figurera k+1 fois dans le trajet si celui-ci part de B (et
se termine en B) et k fois si le trajet part d'une autre
région que B.

Par exemple, si le nombre de ponts est 6, la lettre B
figurera soit 4 fois dans le trajet

B e °0¢ e B o 00 oy B o ?°° B
soit 3 fois
--o__ B __ eoce s B S B -

Résumons-nous

§'il y a une ou plus de deux régions impaires, le trajet

est impossible.

S$'il vy a 2 régions impaires, 1'une est le point de départ,
l'autre le point d'arrivée du trajet et les autres régions
intermédiaires sont paires.

-t




16

Régions Nombre de ponts Nombre de lettres figurant dans
le trajet
A 8 8/2 = 4
B 4 4/2 = 2
C 4 4/2 = 2
D 3 (3+1)/2 = 2
E 5 (5+1)/2 = 3
F 6 6/2 = r .
16 = 15 + 1

Le nombre total de lettres est €gal au nombre total de ponts
augmenté de un. Voici un des trajets possibles:
DdCaPpAbCCAeDngAhEiBmAnFlBkPjE
(les minuscules placées entre deux majuscules représentent
les ponts permettant d'aller d'une région i 1'autre).

§"il y a 0 région impaire, l'une des régions paires est
4 la fois le point de départ et le point d'arrivée du trajet

R R L e E R R L L b T T UNRERE T
iES Sur cette figure représentant un cube, deux droites sont
I dessinées en pointillé. Quel
B, est l'angle de ces deux
= droites ?
v
,
”
s
”
s
! %
HEEEEEEEEE LA LA PR R PR R R bbb bR R R bbb R b R R R
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Soit A 1la région initiale et finale.

Régions MNombre de ponts Nombre de lettres figurant dans
le trajet
A 6 (6+2)/2 = 4
B 4 4/2 = 2
C 2 2/2 =1
D 2 2/2 =1
E 4 442 = 2
F 4 4/2 =_2_
12 =11 + 1
= nombre total de ponts + 1

Voici un des trajets possibles

A D E F

A, CphDgbgFy

B . F
i

Un probléme (de topologie bien silir) qui peut &tre rattaché
au précédent est celui qui consiste & dessiner d'un seul trait

(sans lever le crayon et sans repasser deux fois sur la méme
ligne) une figure donnée

I1 est évident
que les sommets
de la figure

m (\ peuvent étre
= < assimilés aux

différentes
régions et les
lignes qui les

relient aux
ponts.

On dit que Mahomet dessinait sur le sable sa signature,
formée de deux croissants enlacé&s, d'un seul coup avec la
pointe de son cimeterre. Je vous propose d'en faire autant
(avec un crayon, pas un cimeterre!) et d'essayer aussi votre
adresse sur la figure suivante (avant de commencer, un conseil,
regardez oll se trouvent les sommets impairs).

.

d sutvre
Claudine Festraets
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Le coin des problémes

l%150 Sur chaque rive d'un fleuve se trouve un palmier,

: l'un vis-d-vis de 1l'autre. La hauteur du premier est
de 30 aunes et celle du second de 20 aunes. La dis-
tance entre leurs pieds est de 50 aunes. Un oiseau est perché
sur la cime de chaque arbre. Brusquement les oiseaux apergoi-
vent un poisson d la surface de l'eau; ils se jettent simul-
tanément sur lui, volent & la méme vitesse et 1'atteignent

au méme instant. A quelle distance du pied de chaque palmier
le poisson se trouvait-il, sachant que ces distances sont
mesurées en aunes par des nombres entiers ? (13-14 ans)

¥%151 La ville d'Atchi est située sur la rive d'un fleuve

dont le cours est parfaitement rectiligne. La ville
de Bitcha est située 4 100 km en aval et 4 50 km de
la rive. Comment faut-il tracer une route de Bitcha jusqu'au
fleuve pour que le prix de transport des marchandises entre
les deux villes soit minimum, sachant que le prix du trans-
port d'une tonne par km est deux fois plus Elevé par la route
oue par le fleuve ? (15 ans)

152| Dans le cryptogramme donné, PPI
chaque lettre P désigne un I1
chiffre pair, chaque lettre
5o . ¥ T PIPI
I désigne un chiffre pair. Recons-
: R : PITI
titue la multiplication.
11 n'y a qu'une seule solution. ITII1I1

(12 ans)

*153 Est-il possible de partager un triangle dont un
triangle dont un angle est supé-

rieur ou &gal & 90° en triangles
acutangles (les trois angles
sont strictement inférieurs &
90°) ? Si oui, quel est le nombre
minimum de triangles nécessaires(
pour ce partage ?

9 Justifiez votre réponse (12 ans).

Les chiffres entre parenthéses indiquent l'dge en dessous
dugquel vous ne possédesz peut-&tre pas les acquis mathéma-
tiques nécessaires pour pouvoir résoudre le probléme.
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Histoire de nosuds

1. Qu'est-ce que la théorie des noeuds?

Quoique relativement récente, la théorie mathématique des noeuds
prend sa source dans l'expérience la plus banale de la vie quotidienne:
qui ne s'est jamais trouvé confronté a un noeud de lacets particulig-
rement coriace? La théorie des noeuds est née du besoin de dénouer
intelligemment les noeuds, donc sans couper dedans, mais seulement en
tirant sur les brins et en faisant passer des boucles dans d'autres.
Ici, entendons-nous sur la définition d'un noeud: 1'idée que nous en
avons est celle d'un brin de ficelle a extrémités libres:

N

Mais si nous travaillions avec cette notion de noeud, la théorie
s'arréterait ici: tout noeud & extrémités libres peut &tre dénoué en
manipulant les extrémités:

Tirez
—_

Ce théoreme (car c'en est un !) a une base extrémement intuitive: ceux
qui portent encore cravate ou lacets savent bien qu'on parvient tou-
jours a les défaire en tirant sur les bouts.

Nous voyons donc que, pour avoir une théorie qui ne s'arréte pas
en queue de poisson, nous devons modifier notre notion de noeuds.
C'est pourquoi nous dirons qu'un noeud est un brin de ficelle "sans
extrémités", c'est-a-dire une courbe fermée qui ne se recoupe pas,
dans 1'espace. En voici des exemples:

Noeud trivial Noeud de tréfle Z Noeud en huit

Noeud carré "Granny knot"
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Deux noeuds sont équivalents si on peut passer de 1'un & 1'autre
sans les couper, c'est-a-dire uniquement en tirant sur des bousles, en
faisant passer des boucles l'une dans l'autre, etc...{Il s'agit d'une
notion d'équivalence topologique, au sens de l'article sur ce sujet
dans la méme revue: on s'imagine que les noeuds sont formés de fils en
caoutchouc; deux noeuds sont équivalents si on peut déformer un fil en
1'autre...). Voici quelques problémes auxquels s'attaque la théorie
des noeuds. Etant donné un noeud. peut-on le dénouer? (c'est-a-dire,
est-il équivalent au noeud trivial?). Plus généralement, étant donnés
deux noeuds, sont-ils équivalents ou inéquivalents? Il n'est pas tou-
jours immédiat de dire au premier coup d'oeil si un noeud est trivial
ou pas, et c'est la base d'un certain nombre de jeux de salons & réali-
ser avec un élastique ou une cordelette. En voici un exemple (appelé
"Tom fool's knot" en anglais):

i le

Considérons maintenant le noeud de tréfle. Pouvons-nous le dénouer,
quitte & le triturer affreusement au préalable? En en faisant par exemple:

Notre intuition nous dit que le noeud de tréfle ne peut étre dénoué. Ce
résultat. pressenti depuis lonatemps. n'a été démontré rigoureusement
qu'en 1908 par Tietze. On a aussi pu montrer par la suite que les cing
noeuds du bas de la page précédente sont deux & deux inéquivalents.

2. Un peu d'histoire.

La théorie des noeuds est née vers 1870 sous 1'impulsion de trois
physiciens écossais: Maxwell (pgre de 1'électromagnétisme), Thomson
(mieux connu sous le nom de Lord Kelvin), et surtout Tait. Thomson
avait une théorie de la structure de la matiere selon laguelle les
atomes seraient de petits noeuds formés par des lignes dans 1'éther
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(pour les physiciens du 19&me sigcle, 1'éther était un milieu extréme-
ment subtil qui imprégnait tous les corps et vibrait sous 1'action des
ondes lumineuses; ce concept est aujourd'hui abandonné). Dans 1'idée de
décrire les divers types d'atomes, Tait s'embarque, de 1867 & 1873,
dans un programme consistant & classifier les noeuds et & établir parmi
eux une hiérarchie basée sur une notion de complexité. Tait introduit
les diagrammes de noeuds, c'est-a-dire les projections des noeuds sur
un plan, un trait interrompu & un croisement indiquant un passage en-
dessous: \\\ (Nous utiliserons dorénavant cette convention dans

nos dessins).

Tait remarque qu'on peut faire la somme de deux noeuds. Soient

9 D

"Décollons" K et L:

. LM

Ainsi, le "granny knot" rencontré au §1 est la somme de deux noeuds de
tréfle. L'addition des noeuds est commutative, et admet le noeud trivial
comme €lément neutre. Un noeud non trivial est premier s'il n'est pas
décomposable en la somme de deux noeuds non triviaux. Tait a utilisé
constamment le résultat suivant: tout noeud non trivial est de maniére
unique la somme de noeuds premiers (ce théoréme, analogue & la factori-
sation d'un nombre naturel en nombres premiers, a été démontré beaucaoup
plus tard). Il a aussi introduit le nombre de croisements d'un noeud,
c'est-a-dire le nombre minimum de points doubles parmi toutes les pro-
jections planes du noeud (et des noeuds qui lui sont équivalents).

Deux projections d'un méme noeud:
1'une 3 0 point double, 1'autre a
2 points doubles. Ce noeud a donc
0 croisement (il s'agit bien
entendu du noeud trivial).
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Tait s'est alors lancé dans une classification des noeuds premiers
jusqu'a 9 croisements ol, pour simplifier davantage, il identifiait un
noeud et son image dans un miroir (notons qu'il était parfaitement
conscient du fait que le noeud de tréfle n'est pas équivalent a son

image-miroir (,—5\

mais ceci ne fut démontré qu'en 1914 par Dehn). Voici le début de la
classification de Tait: (

Miroir

Nombre de croisements l Types de noeuds premiers
(en identifiant un noeud et son image-miroir)
Pas de noeud
Pas de noeud
Noeud de trefle
Noeud en huit

2 Y

O 65
o & F

Faute de place, nous ne donnons pas la suite des tables de Tait. Signa-
lons qu'on dispose actuellement d'une classification des noeuds premiers
jusqu'a 13 croisements. Les travaux récents s'orientent vers la re-
cherche d'invariants des noeuds. Un invariant est un objet associé a un
noeud, de telle maniére que deux noeuds équivalents aient le méme in-
variant. L'idéal serait un invariant complet, c'est-a-dire tel que deux v
noeuds ayant méme invariant soient équivalents. Un invariant complet (
n'existe pas encore. Un des meilleurs invariants connus a ce jour a été
obtenu en 1983 par le mathématicien néo-zélandais Vaughan Jones. C'est

un polyndme de Laurent en une variable t (donc une expression polynomia-
le ob t-1 peut apparaitre, par exemple 28 L o5t-1 -1 4+ 2t2 4 6tT9). Le
polynéme de Jones peut se calculer aisément, et il est treés bon pour
distinguer les noeuds a peu de croisements, et pour distinguer un noeud

de son image-miroir.

e

/<D

X0

3. Biologie moléculaire.

L'acide désoxyribonucléique (ADN) est une substance commune &
presque toutes les espeéces vivantes, et qui renferme 1'information
génétique de 1'espéce. L'ADN forme des chaines molécu%aires larges
d'environ 2.107°cm et d'une longueur variant de 3.10"“cm a plusieurs cm
selon les especes. En 1953, F. Crick et J.D. Watson proposent, pour la
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structure de 1'ADN, le modele "en double hélice"
qui leur vaut le prix Nobel en 1962. Deux héli-
ces formées de sucres et de phosphates reliés
par des liaisons covalentes (liaisons fortes),
sont jointes par des barreaux constitués de bases
de nucléotides: adénine (A), thymine (T), cyto-
sine (C), guanine (G). Un A fixé a une des deux
hélices est nécessairement apparié a un T sur
1'autre hélice, via une liaison-hydroggne (liai-
son faible); il en va de méme pour C et G.
L'information génétique est un trés long mot en
les lettres A, T, C, G. Le modéle proposé pour
la réplication de 1'ADN (c'est-a-dire le dédou-
blement des chaines, préalable 3 la division
cellulaire, et nécessaire pour que les cellules-
filles aient la méme information génétique que
la cellule-mére) est le suivant: les liaisons-
hydrogénes se rompent, les deux hélices s'écar-
tent, et chacune reconstitue son hélice complé-
mentaire.

A l'origine, on pensait que les chaines
d'ADN étaient relativement courtes et linéaires.
Vers 1960, avec les progrés de la microscopie
électronique, on s'est rendu compte que ces
chaines étaient fort longues et que, chez de tres
nombreuses espéces, elles se referment.

/‘>g5ﬂ:ta;\:\:c:tn;n;\:§a\

nouveau \TL’CP\WM

Le nombre d'enlacements des deux hélices est en
fait treés élevé: chez la bactérie Escherichia
Coli, les deux hélices tournent enviroen 300.000
fois 1'une autour de 1'autre. Par conséquent le schéma ci-contre pour
la réplication n'est pas trés réaliste: comment séparer deux brins
fermés enlacés 300.000 fois? Ce probléme topologique a amené les bio-
logistes & réfléchir aux noeuds et aux entrelacs (c'est-a-dire aux
noeuds imbriqués).

\rf 5

ancien

Plus récemment, on a aussi rencontré noeuds et
entrelacs dans 1'axe des molécules d'ADN (seul
1l'axe est observable au microscope électronique;
les deux hélices sont trop petites pour étre
observées).

En 1983, Stasiak et Cozzarelli ont imaginé un
procédé permettant de déterminmer le sens des
croisements. Tous les noeuds jusqu'ad 7 croise-

ments, quelques noeuds & 8 ou 9 croisements, et
plusieurs entrelacs ont déja été observés.
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Pour pouvoir se diviser, la cellule doit se débarrasser de tous ces
noeuds et entrelacs, sinon la vie s'arréte. C'est pourquoi les biologis-
tes ont pressenti, dans les années 1960, l'existence d'enzymes, les
topo-isomérases, qui modifient les propriétés topologiques des chaines,
mais préservent la formule chimique de 1'ADN. Dans les années 1970, on
a isolé les premiéres topo-isomérases; depuis, on en a trouvé chez de
nombreuses espéces, y compris 1'homme. Ces enzymes n'effectuent que 2
types d'opérations sur les chaines d'ADN; chaque type est capable de
faire ou défaire noeuds et entrelacs.

1°) Un segment d'ADN est brisé, un autre est passé dans la breche,
et le segment initial est recollé.

X %%M .

2°) Deux segments voisins d'ADN sont brisés, et les extrémités
sont recombinées différemment.

7 S~
W3 =

Ceci a été exploité pour la fabrication d'un médicament contre le trypa-
nosome, un parasite responsable de la maladie du sommeil: on noue son
ADN, qui devient si inextricablement enchevétré que la cellule ne peut
plus se diviser. Ici, on soigne donc par la topologie (malheureusement,
cette drogue n'est pas utilisée en raison de sérieux effets secondaires).
Certains biologistes s'intéressent a la théorie mathématique des
noeuds pour étudier 1'équivalence des noeuds d'ADN qu'ils rencontrent.
De tels noeuds n'apparaissent presque jamais sous la forme simple des
tables, mais présentent en général des croisements superflus. Ainsi, on
pourrait observer le noeud suivant

/\.\

qu1 est en fait le noeud trivial (le voyez-vous immédiatement?). Sur base
d'une photo au microscope electronique, un algorithme permet de calculer
le polynbme de Jones de chaque noeud: si les polyndmes sont égaux, les
noeuds sont probablement équivalents; si par contre ils sont différents,
les noeuds sont sGrement inéquivalents. Une modification des polynfmes
de Jones d'un ensemble de noeuds au cours d'une réaction met donc en
évidence 1'action d'une topo-isomérase.

Cette collaboration qui s'amorce entre mathématiciens et biologis-
tes nous expliquera-t-elle un jour pourquoi la vie continue?

A. Valette

DX




Des machines
pour faire des devoirs d’algebre...

peut-&tre, mais il faut réfléchir davantage! Voyons cela.
Les nouvelles calculatrices HP-28C et CASIO-FX5500 peuvent

en effet "calculer avec des lettres'. On observe ceci

HP 28C CASIO FX5500
Touches . Ecran Touches Ecran
A ENTER TAT (A + B)x? (A + B)?
B+ TA+B! EXPD A?+2AB+B?
g - '(A+B) "2’
EXPAN TAT2+2%A«B+B 2

Ce qui est plus spectaculaire c'est la factorisation qui
_) est possible sur la CASI0 : (pas possible sur HP)

Touches Echan
Ax®+AB-2Bx? AZ+AB-2B?
FCTR (A+2B) (A-B)

Si on donne (AZ+AB-2B?)/(A-B) elle ne peut pas simplifier.
Par contre elle peut faire ((A+2B) (A-B))/(A-B) et trouver
A+2B.

La résolution d'équations se fait tout aussi aisément

HP 28C CASTIO FX5500
Touches Echan Touches Ecran
2 x x5 + '2 » X + 5° 2 STO A Z
x ISOL - 2.5 5 STO B 5
SOLVE (x) 2X + 5 =0
EXE -5/2
Pour le second degré
X x2 X + 1 - 'SQ(X)+X-1 1 STO A 1
"x' QUAD "(-1+s51%2,23)/2" 1 STO B 1
1 g g -1 STO C -1
ot sl signifie s SOLVE (x2) X24+X-1=0
EXE v5/2-1/2,
-v5/2-1/2
) EXE 0.618,-1.618
e

D'une facon analogue, on peut résoudre des systémes liné-
aires 4 2 ou 3 inconnues sur les deux machines.

Ici s'arrétent les possibilités de la CASIO pour les équa-
tions alors qu'on peut généraliser le processus sur HP pour
n'importe quelle équation ou a4 peu pres.

Voici quelques exercices choisis dans "Algébre 2B" de
Lorent et Lorent et leur résolution sur machines

N°® 31 : Décomposer 4a?-8b?-c”®+ obc en facteurs
Sur CASI0Q on écrit directement ce polyndme et la
touche FCTR donne (2A+3B-C) (2A-3B+C)
Impossible sur HP
N°63 : Résoudre 1'équation 2x+3(x-2)+9=0
Sur HP on écrit directement 1'expression et les touches
EXPAN COLLT et 'x' ISOL donnent -.6
Sur CASIO on écrit 1'expression puis EXPD qui donne
5X+3 . 5 STO A,3 STO B,SOLVE(x), EXE donnent -3/5.
Francis Michel
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