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Chers amdis,

Ce numéno comprend La dernidre Epreuve du Rallye-
Problemes. Nous vous rappelons que de beaux cadeaux dont une
calewlatnice HP 288 nécompenseront ceux d'entre vous qui aunont
obtenu fes mellleuns ntsubltats et que, dans Le classement, mous
Lenons comple de £'dge et du niveau scolaire des auteurs de
solutions.

Nows insistons sur Be ait que nésoudre un probleme
ce n'est pas seulement donnen une nfponse mais aussi expliquen (
comment elle a etf tnouvie.

Nous espérons avedn £'occasion, comme £'an derniex,
de publien dans Lo dennien numére de cettfe annde scolaine des
sofutions qui ont Bt nédigies pan certains d'entre vous. Poun
ce fairne, nous devons obligatoirement necevoir ves envois avant
Te 15 avril.

Nows avons, & £'heune actuelfe, requ des A€ponses
pantiefles de

E. Damme 17 ans

E. De Poontern 15 ans

J.M. Houdant 15 ans

L. Laurent 716 ans

C. Lizin 17 ans

W. Philipps 23 ans [(ERM)

Nous espérons que vous serez nombreux & vous fodndre
@ eux , en particuliern courage aux plus jeunes !

N’oubliez pas d'indiquern clainement sur votne envos

Nom

Adnesse personnelle

Age

Ecole gnéquentée (avec £e nom de fa v.ille)
Classe gréquentie

Bonnes vacances de Piques (

ATTENTION

L'dge indiqué & c0i€ des Tnoncds des problémes est une AndLleation
du niveau de connaissances mathématiques que nous avons utilistes
pour Le nésoudrne. Rien n'empiche de nous envoyer une néponse a4 un
probleme note 12 ans quand on en a 17 ou @ un probleme neté 15 ans
quand on en a 13 ! La rédaction
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Savez-vous chasser et capturer
les diviseurs?

1. Nombre de diviseurs d'un nombre naturel non nul.

Notre professeur nous a demandé de rechercher tous les
diviseurs de 90

Certaines d'entre nous se sont mises courageusement au
|tpavail en essayant successivement de diviser 90 par 1, 2,
3,

"Chaque fois que la division "tombait juste", nous avons
noté le diviseur et le quotient comme étant des diviseurs de

90 . Nous nous sommes arrétées d&s gue nous avons obtenu un
quotient entier plus petit que le diviseur employé&. Nous
avons alors fourni la liste suivante

1, 80, 2, 4G 83 B0 5y 185 6, 16, §, 40

D'autres ont trouvé plus intéressant de décomposer 90 en
son produit de facteurs premiers

90
45
15
5
1

90 = 2 x 3 x 3 x 5

G W W N

"Nous avons construit les diviseurs en effectuant tous les
produits possibles de facteurs premilers choisis parmi ceux
de la factorisation de 90"

En travaillant de cette maniére, il y a moins de divisions
3y effectuer ... mais le risque d'oublier des diviseurs est
plus grand !

Ne pourrait-on pas savoir 3 l'avance combien de diviseurs
on doit trouver ? On serait ainsi beaucoup plus tranguille !

Essayons de trouver une formule.

Nous avons appris qu'd l'ordre des facteurs prés, il n'ex-
iste qu'une seule décomposition d'un nombre en un produit de
facteurs premiers.

Utilisons 1l'opération puissance pour regrouper les facteurs
égaux, nous obtenons pour 90 1l'expression

90 = 2! x 3% x 5!

La construction d'un diviseur de 90 se fera en calculant

un produit de la forme O . A . D
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5
bl . s

© (:) représente un diviseur de 2!

l} représente un diviseur de 32

[] représente un diviseur de 5!,

Nous remarquons que les diviseurs de

21 sont 1 et 2 il vy en a ?
32 sont 1, 3 et 3 il y en a 3
5! sont 1 et 5 il y en a 2

Le nombre de diviseurs est, dans chaque cas, &gal 3 1'expo- (
sant augmenté d'une unité; c'est normal

les diviseurs de a® sont a® = 1, al , a2 seney, @®% 1 g0

Pour ne pas oublier de diviseurs, construisons un arbre
qui va nous donner tous les choix possibles pour nos produits

O.A.0

1 ———1x 1 x 1
1 =‘_'::::::5 ——1 x 1 x 5
j / g 1 —1 x 3 x 1
T——————5——1 x 3 x §
\32_________.1 1 x 32x 1
TTT—— 5 ——1 x 32x 5
1__._-————-1—2x1xj_
TT——— 55— 2 x 1 x §
2 ’_’,’_,f*‘ 3 —— 11— 2 x3x1
T————— 5 —/@ 2 x 3 x 5§
\32____,__._--1—-—2X32X1
TT——— § =— 2 x 32x §
Observons qu'au choix d'un diviseur de ? succéde le choix
d'un diviseur de 3 puis celui d'un diviseur de 5 (

En procédant ainsi, nous sommes certaines de ne pas en ou-
blier et, en prime, nous pouvons affirmer que 90 a 12 divi-
seurs

(1 + 1) x (2 + 1) x (1 + 1) = 12

Généralisons la situation

Décomposons un nombre naturel nen nul n en puissances de
facteurs premiers distincts

n = a% x bB x Y x
nous trouverons le nombre x de ses diviseurs par la formule
! x = o+ 1) x (B + 1) x (y + 1) x

Nous pouvons donc, sans les calculer, donner le nombre de di-
viseurs de n ; nous voill tranquilles !
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2. Produit des diviseurs d'un nombre naturel non nul.
L'une d'entre nous s'est mis en téte de multiplier tous
les diviseurs de 90
En groupant les diviseurs par paires, elle a obtenu 90°t.
(1x 90)%x(2 x 45)x(3 x 30)x(5 x 18)x(6 x 15)x(9x 10) = 90°

Comme & est la moitié de 12 qui est le nombre de diviseurs
nous avons aussitdét déduit la régle suivante

P = n oi P désigne le produit des diviseurs
d'un nombre naturel non nul

et x désigne le nombre de diviseurs de
n

Notre professeur nous propose d'essayer avec le nombre 36.

Appliquant notre formule, nous obtenons

2
2 :
P = 36 ... bizarre
Nous ne savons pas calculer ce nombre, l'exposant n'est
pas un nombre naturel.

Reprenons la liste des diviseurs de 3% pour calculer le
produit en les groupant Z par 2 comme pour 90

P = (1x36)x(2%18)x(3%12)x(4x 9) x 6
= 38" x 6

le responsable est le 6 qui reste tout seul parce gque 38
est un carré parfait.

Essayons de tout écrire avec 36. Nous avons 6 = 36
par conséquent,

P = 36% x /36 = V36° x 36 = Y3’

Ces calculs nous am@nent & écrire

P = ¥nx

Cette formule-ci est-elle toujours valable? Nous sommes
devenues méfiantes aussi allons nous essayer de la démontrer.

9pit n un nombre naturel non nul qui posséde x divi=

seurs. Désignons les par djp, d2,d35.-«> dx-1>» dy cités par
ordre croissant donc
1:d1<d2<d3<... <dX—l<dx:n 3

effectuant les divisions nous obtenons
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Nous avons

(1)

n=d xg
ol les quotients 91 5 932 >--.5 4, sont également les divi-
seurs de n mais cités cette fois par ordre décroissant.
On peut donc écrire que _
dl X dz X syy X dx T Qp X g, X o...0x q, (2) (

En multipliant membre 3 membre les &galités &crites en LD,
on obtient

n = (d]x dox v @ dx)X(qu QpX v X qx)
ou, en vertu de 1l'égalité (2)
n = (dl X d2x o e B dx)2 = p?
et donc
/n¥ = P

Remarquons que si x est pair ce qui arrive toujours quand
n n'est pas un carré garfait, on a

/nx = pn?

Pourquoi ne pas généraliser et dire que 1l'on a toujours cette
€galité. Nous définissons ainsi de nouvelles puissances de n.
Notre professeur nous explique qu'effectivement nous utilise-
rons cette notation dans la suite de nos études.

3. Somme des diviseurs d'un nombre naturel non nul

Et si on calculait la somme des diviseurs de 90
1+ 90+ 2 + 45 + 3 + 30 +5 + 18 + 6 + 15 + 9 + 10 = 234 (
Essayons de nouveau de trouver une formule.
Commengons par regarder ce qui se passe quand le nombre es.
une puissance d'un seul nombre premier,
Nous cherchens donc la somme des diviseurs d'un nombre qui
bz 2
R 18 teerne a® (avec a,qg € N et a > 1)
Ses diviseurs sont
1, a , a2 , a3 ,..., a¢~1 | ac

Remarquons que 1'on passe d'un diviseur au suivant en le mul-
tipliant par a . Désignons la somme & chercher par S , on a




~
S=1+a+a?2+ad+ ...+ a4+ go

5, 5 = a+a?+ad+ ...+ a%l 4 a0 4 g0+l
En soustrayant la premiére égalité de la seconde nous trouvons

(a - 1). § = a®*! - 1
d'ou
ao+tl - 9

s = —— (3)
& = 1

Passons maintenant au cas d'un nombre gui se décompose en
le produit de puissances de deux nombres premiers différents.

o B

n =a x b

Nous savons que pour trouver les diviseurs de n nous faisons
le produit de chaque diviseur de a® successivement par chaque
diviseur de b . Cela nous donne le tableau de diviseurs
ci-dessous

1 b b2 . P
a ab abz RPN abB
a2 azb azbz azbB
g a% a&bz aocbB

Additionnons les facteurs ligne par ligne en remarquant que
nous pouvons chaque fols mettre une puissance de a en évidence

S =al(1 +b+ b2+ ...+ b5
+al(1 + b+ b2 + ...t bs)
+ a2(1 + b + b2+ ... + bk
+ a%(1 + b + b2 + ... + bB)
Mettant & nouveau le facteur (1 + b + b2 + ... + bB) en évi-
dence nous obtencns
S = (1 +a+a2+ ...+ad)(1+b+0b2+ ...+ 5k
et en tenant compte de la formule (3)
g a1 B -
a -1 b-1

La généralisation au cas de plus de deux facteurs premiers
est immédiate.

Bonne chasse et bonnes captures La 2A4 de 1'Institut

du Sacré-Coeur de Profondeville
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Les nombres parfaits

On dit d'un nombre naturel qu'il est parfait s'il est égal
d la somme de ses diviseurs propres (c'est-3-dire plus
petits que lui). Un nombre parfait n est donc tel que

8(n) = 2n

ol S5(n) désigne la somme des diviseurs de n .

Les deux premiers nombres parfaits dans la liste des natu-

rels sont 6 et 28 . Ce fait a contribué dans 1'antiquité

d leur attirer 1'intéré&t des mystiques car 6 est le nom-

bre de jours de la création et 28 celui des jours du mois

lunaire ! Trouver les nombres parfaits suivants nous conduit

trés rapidement & de fort grands nombres. Veoici les trois
suivants : 496, 8128, 3355036.

Euclide prouve que tous les nombres de la forme

2P71(2P - 1) o0 2P - 1 est un nombre premier

sont parfaits. Pour un tel nombre n on a, en effet
S(n) = (2P - 1)(1 + 2P - 1) = 2P(2P - 1) = 2n

Au XVIII& siécle Euler démontre que tous les nombres pairs
parfaits sont de cette forme. Une démonstration trés simple
en est donnée en 1911 par Léonard Eugdne Dickson. La voici:

soit n un nombre pair donc de la forme QP_]q ol q est
impair et p > 1. La somme de ses diviseurs est

s(n) = (2P7do 1)8(q) = (2P - 1)(q + @)

ol d est la somme des diviseurs propres de q
Supposons n parfait. Nous avons alors

2Pq

(2P - 1)(q + A

done d =9 .
2P - 1

Sachant que d et g sont des nombres naturels, nous en
déduisons que
a) g est multiple de 2P - 1

b) d divise g et est plus petit que 1lui
mais alors d qui est la somme des diviseurs propres de q
est égal & 1l'un de ses termes, il en est donc le terme uni-
que. Par suite q est premier et l'on a
d =1 et q = 2P - 1 premier
n est donc bien de la forme prévue.

Quant aux nombres impairs, il semble bien qu'aucun ne soit
parfait, mais je n'ai pas connaissance que ce soit démontré.
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Pavages du plan et de I'espace

Qui d'entre nous, confortablement installé dans sa
baignoire, n'a jamais révé en regardant les murs (papier
peint, carrelage) ou le sol (carrelage, parquet)?

On se laisse fasciner par la répétition des motifs que 1l'on
contemple et on se prend & les imaginer reproduits & 1l'in-
fini... On obtient ainsi des pavages du plan, c'est-3-dire
des recouvrements du plan par un ou plusieurs motifs de
base sans trou ni chevauchement.
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Les figures a motifs répétés fascinent les hommes de-
puis bien longtemps. D&s qu'ils se sont mis & construire en
utilisant des pierres pour les sols, les murs ou les toits
de leurs malisons, ils se sont trouvés confrontés & un pro-
bleme de pavage d'un morceau de plan ou, si l'on préfére, &
la réalisation d'un puzzle. Puis ils ont sélectionné les
formes et les couleurs des pierres pour obtenir un résultat
plus harmonieux.

Toutes les sociétés humaines ont fait largement usage
de pavages (construction, carrelage, mosaique, tissage,
tapis,...).

Les Arabes et les Maures partaient de quelques figures
simples pour arriver & des décorations géométriques bien
complexes dans des mosquées notamment. Ne nous ont-ils pas
d'ailleurs laissé le mot "arabesque"?

Alhambra de
Grenade, Espagne
(Art Maure)

Et voici un exemple de pavage retrouvé sur un fragment
de poterie indienne en Arizona (Etats-Unis):

(
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Les exemples de pavages au cours des siécles, dans
l'art de la décoration de tous les peuples, sont innombra-
bles. La nature nous offre également quelques trés beaux
exemples de pavages, entre autres:

les rayonnages d'une ruche,

les toiles d'araignées,
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les cristaux.

Et vous-méme, n'avez-vous jamais eu & découper des mor-
ceaux (pas nécessairement identiques) dans un carton? Tout
naturellement, vous les placez de la manigre la plus écono-
mique possible. C'est ainsi que, sans y penser, vous réali-
sez (ou tentez de réaliser...) un pavage d'un morceau de
plan. Ceci a évidemment de nombreuses applications industri-
elles. Ainsi une fabrique de pigces métalliques a découper
a l'emporte-piéce dans de grandes tdles les disposera autant
que possible de maniére & éviter les pertes.

La littérature sur les pavages est impressionnante: on
note des contributions d'ingénieurs, d'architectes, de cris-
tallographes, de mathématiciens et de profanes travaillant
pour le plaisir esthétique et intellectuel. Kepler, plus
connu pour ses travaux d'astronomie, a été le premier mathé-
maticien & publier un article sur les pavages dans son livre
"Les Harmonies du Monde" en 1619. Ensuite le sujet est tombe
aux oubliettes jusqu'a la fin du 19&me siecle. Mais depuis
s'élabore une théorie mathématique des pavages, avec de
nombreux écrits d'amateurs n'ayant aucune formation mathéma-
tique particuliére et séduits par la beauté des pavages et
la facilité avec laquelle s'énoncent de nambreux problémes
encore ouverts. Peut-é&tre, aprés la lecture de cet article,
serez-vous le prochain?

Pavages polygonaux:

Imaginons que vous disposiez & volonté d'une ou de
plusieurs sortes de pavés polygonaux, et que vous soyez
chargés d'en paver la Grand-Place de Bruxelles (considérée
comme un modéle de plan illimité).

AVAYY
\

(



Avec une seule sorte de pavés, tachez de déterminer
quels sont les polygones qui pavent le plan.

1) Le dessin précédent montre gque tout triangle pave le
plan.

2) Tout quadrilatére pave le plan:

Le dessin ci-dessus a été réalisé avec
un quadrilatére convexe (c'est-a-dire
sans angle rentrant); & vous d'imagi-
ner un pavage avec un quadrilatére non
convexe.

\

3) Un hexagone convexe pave le plan si et seulement s'il
est de 1'un (au moins) des trois types suivants (ce résul-
tat date de 1918):

a) a+b+c=2T et A =D
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4) Un polygone convexe & au moins sept cotés ne pave jamais
le plan. Cependant, pour tout nombre naturel n supérieur ou
€gal & 4, il existe une infinité de polygones non convexes
a n cdtés qui pavent le plan... En voici deux exemples treés
simples:
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5) Probléme encore ouvert:

11 est surprenant de constater gue le cas des pentagones
est le seul 3 n'étre pas encore résolu. Il est facile d'ex-
hiber des pentagones convexes qui ne pavent pas le plan
{par exemple tout pentagone régqulier) et d'autres qui pa-

vent: e

(Ce type de pavage se rencontre dans certaines rues du
Caire.)

Mais pouvez-vous imaginer des conditions nécessaires et/ou
suffisantes pour qu'un pentagone convexe pave le plan?

Si vous résolvez ce probléme, faites-vous connaitre; vous
serez le premier & y parvenir! Bon travail!

Voici un autre exempl
de pavage réalisé avec
des pentagones .

Pouvez-vous & la vue

de cette photo extraite
de la revue Pythagoeras,
l'homclogue de MATH-JEU-
NES aux:PayszBas, déter-
miner le rappornt des
longueurs des cbtés etli.
1'amplitude des angles 7

Tous les pentagones sont
isométrigues.

Frangoise Valette




Le graveur et
dessinateur M. C.
ESCHER est
méconnu chez
les artistes et
célébre chez les
scientifiques.
Pénétrez dans
ses univers ol
I'infini, les
paradoxes et la
géométrie se
fondent dans un
étonnant ballet.
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M.C. ESCHER

OU L'ART MATHEMATIQUE

‘ceuvre de Maurits

C. Escher est a con-

trecourant de l'art du

XX® siécle. C'est un
dessinateur exceptionnel alors que la
technique du dessin n'est plus de
mise, il est cérébral mais non
abstrait, ses univers vont au-dela du
réel mais il n'est pas surréaliste. Son
ceuvre est d'essence mathématigque
et incroyablement belle.

B Une définition a tiroirs.

Le géomeétre H. M. S. Coxeter a pu
considérer une  déclaration du
professeur G. H. Hardy selon laquelle
"le véritable mathématicien doit
combiner un trés haut degré
d'imprévu avec la persuasion et
I'économie” comme une bonne des-
cription de l'ceuvre
d’'Escher. Laisson sur
ce point la parole a
Escher lui-méme :
"En ouvrant mes
sens aux mystéres
qui m'entourent et
en analysant mes
perceptions, je me
rapproche du domai-
ne des mathéma-
tiques. Bien qu'en-
tierement dépourvu
de connaissances et
de pratique scientifi-
gues, je me sens
souvent plus proche
des mathématiciens
que de mes con-
fréres”.

EXTRAIT DE
TANGENTE N°6

B Les débuts anonymes
d’un cancre.

Maurits Cornelis Escher naquit, en
1898, a Loeuwarden (Pays- Bas).

Il n'entra qu'a I'dge de quatorze ans
au lycée d'Arnhem.

Sa scolarité fut d'une consternante
médiocrité et se termina par un
échec retentissant au baccalauréat.
Engagé dans des études d'architec-
ture, il y renonce rapidement pour se
tourner vers les beaux- arts.

Méme |4, il ne brille guére et ses pro-
fesseurs portent sur lui un jugement
réservé : "... Il est trop conservateur,
trop littéraire et philosophe, trop peu
un jeune homme dhumeurs et
d'états d'ame, il n'est pas assez un
artiste.”

Autoportrait, desin grafts, 1943



B Voyages

A sa sortie de l'école, en 1922,
Escher entrepend de nombreux
voyages en ltalie, Suisse, Espagne ol
il connait la prison. Il finit par
s'installer & Baarn a partir de 1941,
mais il ne renonce pas aux voyages.
Jusqu'a la deuxiéme guerre mondiale
son ceuvre reste trés classique méme
si elle laisse entrevoir les grandes li-
gnes qui marqueront la suite.

Le tournant se situe en 1939 avec
I'estampe "Jour et Nuit".

Nombres des thémes "eschériens” y
sont présents.

La symétrie, le clivage noir/blanc, les
remplissages périodiques du plan, la
dualité arriére- plan/premier plan, les
déformations progressives, la confu-
sion plan/espace.

De cette date & la date de sa mort le
27 mars 1971, son ceuvre va sortir ré-
solument des sentiers battus.

Nous vous proposons un survol rapide
des piéces maitresses de cette pé-
riode.

B Les mondes
impossibles

Regardez dans le dessin intitulé
"Belvédére" le personnage assis te-
nant un étrange cube. Une telle
construction est-elle possible dans
notre monde tridimentionnel ? Un
début d'explication se trouve sur la
feuille aux pieds de notre homme.
Reproduisons ce dessin (page sui-
vante).

Avec un petit effort de concen-
tration, en regardant ce cube
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Belvedere,

fithographie,

958



représenté en perspective cavaliére,
on voit apparaitre deux cubes suivant
que laréte (23) se trouve sur le
devant de la scéne ou a I'arriére- plan.
En jouant sur cette confusion, on
construit un cube impossible o0
I'aréte (23) se trouve a la fois devant
et derriére,

Regardez a
nouveau le
Belvédére.Sa
construction
est fendée
sur le princi-
pe précédent.
Examinez les
deux person-
nages sur I'é-
chelle. Celui
du bas est a
l'intérieur du
Belvédeére,
celui du haut
est a I'exté-
rieur ! Pour
bien voir le
lien qui existe
avec le modéle du cube impossible,
détaillez I'entrelacement des colonnes
qui soutiennent le deuxiéme étage.
Les deux dessins suivants "Mou-
vement Perpétuel’ et "Montée et
Descente” trouvent leur origine dans
un article du mathématicien R.
Penrose dans le British Journal of
Psychology (février 1958).

Penrose proposait un assemblage de
trois parallélipipédes connu sous le
nom de "tripoutre”. Un tel objet est
inconcevable dans notre espace. En
effet la figure de Penrose représente
un pseudo-triangle dont la somme
des angles vaut 270" !

Escher a utilisé celte premiére idée
de Penrose sous la forme plus
complexe d'un assemblage de trois
tripoutres (ci- dessous) dans “Mouve-
ment Perpétuel”.

"rripoutre®”
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Suivez

attentivement le
cours de l'eau, de la
cascade aux canaux
en passant par la

roue du moulin.
L'effet est saisis-
sant. Grace a

Escher, le probléme
de [I'énergie est
résolu.

Dans la méme to-
nalité, Penrose a
proposé une autre
construction impos-
sible : son fameux
escalier.

Escher a exploité I'i-
dée dans "Montée et
Descente”. Suivez la
ronde des moines.
Un premier groupe
ne cesse de monter
I'escalier, l'autre

groupe est condam-
né a poursuivre une
descente infinie.

Montse et descernte

Mouvement perpetuel, lithographie,
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B Autres curiosités.

Escher s'est intéressé a tous
les demaines des mathéma-
tiques qui peuvent étre illus-
trés.

La topologie, par exemple,
avec différentes études sur le
ruban de Mdbius : "Cavaliers’
et "Le Auban de Mabius I".

En examinant le parcours des
fourmis, on découvre une
propriété remarquable de ce
ruban : celle d'étre une surface
non- orientable. Comment les
fourmis peuvent-elles passer
de ce qui semble étre
l'intérieur du ruban & ce qui
semble étre I'extérieur ?

Dans "Cavaliers”, Escher réalise le
tour de force d'allier cette propriété
du ruban & un remplissage périodique
du plan.

Admirez la parfaite imbrication des
cavaliers.

Les deux motifs symétriques peuvent
paver une surface plane infinie.

Le ruban de Moblus
xylogravure, 7963

Escher a éprouvé une grande fas-
cination pour les polyédres réguliers
que I'on retrouve par exemple dans la
gravure sur bois "Etoiles” ol le motif
central est une combinaison de trois

Cavaliers
octaédres concentriques flottant les différentes représentations de

parmi, entre autres, des tétragdres,
des hexaeédres, des octaédres, des
dodécaedres, des isocaédres, des
étoiles de Képler.

notre monde tridimentionnel sur une
surface plane sans oublier les
géométries non- euclidiennes illus-
trées par Escher pour le modéle
circulaire de Poincaré du plan

Etolles, gravure sur bols, 1938

Nous ne pouvons pas évoguer ici

toutes les richesses de ['univers
d'Escher.
Nous repoussons & de prochains

dossiers & paraitre dans "Tangente”
I'étude des remplissages périodiques
du plan et des 17 groupes de pavage
de Féderov, ainsi que les fascinants
jeux sur la perspective classique et

hyperbolique dans I'estampe "Limite
circulaire IV".

F. Casiro
Bibliographie :
Le Miroir Magique de M. C. Escher de
Bruno Ernst chez Médéa. (remar-
quable étude).
Le Monde de M. C. Escher chez
Chéne. (un peu snob).



66

Et pourquoi la tour de Pise ne tombe-t-elle pas ?

... Quelques propos au sujet du barycentre ...

Georges Delande

Peut-étre avez-vous eu l'occasion de
voir la tour de Pise au cours d'un
voyage en Italie ? Ci-contre, la
reproduction d'une photo vous donne
une image de cet édifice.

11 y a quelques années, des experts ont
craint de la voir s'écrouler dans un
avenir plus ou moins éloigné. Pourquoi
cette crainte et comment prévoir un tel
désastre ? Et tout d'abord ... pourquoi
ne bascule-t-elle pas ?

Les physiciens vous diront :

"La tour de Pise ne bascule pas car la verticale menée par son barycentre tombe i
l'intérieur de sa base de sustentation."

Mais que sont la base de sustentation et le barycentre ?

1.1. La base de sustentation ou base d'appui d'un solide est la surface délimitée par
la ligne fermée la plus courte possible qui englobe tous les points d'appui du
solide.

Pensez par exemple a un petit tabouret
circulaire 2 trois pieds posé sur le sol;
utilisez une corde pour entourer les
points d'appui des trois pieds; vous
tendez bien la corde et vous obtenez ainsi
le contour de la base de sustentation du
tabouret (en traits interrompus sur la
figure ci-contre). Vous constatez qu'elle
est triangulaire.

(
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Pour ce qui est des tables dessinées ci-dessous, la base de sustentation est tantot
un rectangle (... avec coins parfois légérement arrondis), tantdt un disque.

1.2,

Et quelle est la base de sustentation d'une bouteille posée sur la table, d'une
chaise A quatre pieds, de vous-méme lorsque vous &tes debout sur le sol ?

Et qu'est-ce que le barycentre d'un corps ?

Le mot vient du grec barus = lourd; poids; le préfixe est employé dans
barymétrie = mesure des poids, dans barycentre = centre des poids.

Les différents vecteurs forces (pour l'instant nous pensons 2 la gravitation) qui
sollicitent un corps solide ont une somme vectorielle appelée résultante.
Appliquée en un point particulier du solide, cette résultante a le méme effet que
toutes les forces qui agissent sur le solide. Ce point particulier s'appelle le
barycentre du solide.

Le barycentre est donc un point invariablement lié au solide considéré.

C'est & Archimede que I'on doit les premiéres considérations relatives au
barycentre; il a déterminé sa position dans un grand nombre de cas.

Voici 2 ce propos des expériences que vous pouvez aisément réaliser (elles sont
sans doute faites au cours de physique).

1°) Vous suspendez un triangle en carton par i'un de ses sommets; vous
attendez qu'il soit en position d'équilibre (c'est-a-dire & 1'état de repos) et
vous tracez alors sur sa surface la verticale comprenant ce sommet. Vous
procédez ensuite de méme pour ses deux autres sommets. Vous constatez
que les trois droites sont concourantes (en un point que vous appelez Ghet
qu'elles coincident avec les médianes du triangle. Celui-ci étant alors placé
dans une position quelcongue, vous le suspendez au moyen d'un fil attaché
au point ¢3 ... et vous constatez qu'il reste en équilibre. Ce point G est

donc le barycentre du triangle.

2°) Vous faites la méme expérience avec un triangle creux dont les cotés sont
en matériau assez lourd et de longueurs différentes les unes des autres.
Vous observerez que les verticales comprenant les points de suspension
(sommets du triangle) ne sont plus nécessairement les médianes. Nous
reviendrons plus loin sur ce cas; nous comprendrons mieux ce qui s'y
passe.
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3°) Si vous disposez d'une plaque
métallique a surface plane et de forme
quelconque (Fig. 1), vous la
suspendez & un crampon S par un fil
accroché successivement 4 des points
P1 . P2 . ... de la plaque. Vous

constaterez i nouveau que les
verticales Spi, Spp, ... sont
concourantes en un point G qui est le
barycentre de la plaque.

Reprenez votre plaque et suspendez-la
maintenant par G .

Effectuez cette opération plusieurs fois
en plagant chaque fois la plaque dans
une position différente. Que
constatez-vous au sujet de son
équilibre ? ...

11 résulte de ces expériences que :

Lorsquun corps est suspendu, il reste en équilibre dés qu'il est soutenu par
son barycentre ... ou encore lorsque la verticale passant par son barycentre
passe également par le point de soutien.

4°

~

Procédez enfin avec un corps homogéne qui posséde un centre de symétrie
(homogéne signifiant de méme densité pour chacune de ses parties), par
exemple un carré, un disque, un parallélogramme, ... Constatez-vous que
le barycentre est précisément le centre de symétrie du corps ? Dans ce cas,
de méme que pour les figures géométriques simples, le barycentre s'appelle
souvent centre de gravité.

Revemons & présent & notre tour de Pise.

Rappelons le principe de physique énoncé au début de cet article :

Un corps est en équilibre lorsque la verticale passant par son barycentre traverse
sa base de sustentation.

(A rapprocher de la conclusion émise ci-dessus : "point de soutien” étant
remplacé par "base de sustentarion”.)

Intuitivement, on comprend que la force (ou poids) appliquée au barycentre ne
fait que presser le corps contre la surface d'appui.

Dans le cas de la Tour penchée (Fig. 2), (G est son barycentre; sa base de

sustentation est un disque de diamétre [AB]; la verticale par (3 coupe ce disque
au point P qui lui est intérieur.

Pensez également aux voitures : leur stabilité est liée 4 leur mode de chargement.

1l résulte de tout cela qu'un homme n'est en équilibre sur le sol que si la
verticale de son barycentre coupe la base de sustentation, celle-ci étant la surface
limitée par le contour extérieur des chaussures et par les droites tangentes
respectivement aux talons et aux pointesdes chaussures. En position verticale,
les bras le long du corps, son barycentre se situe vers le milieu du bassin.




69

L)

sy
[RE

azan

Secnon e Tow Fercher

plan d'une section de la tour de Pise.

Sans la suspendre bien siir !

Son équilibre est d'autant plus
difficile que la base d'appui est
petite; c'est pourquoi on se
maintient avec peine sur la
pointe des pieds, mais au
contraire plus fermement en
écartant les jambes(comparez
ce propos la danseuse qui fait
"des pointes” A la marche du
matelob sur un bateau qui
tangue). L'avantage de la canne
(ou du biton en montagne) est
de fournir une base triangulaire,
done plus étendue.

Assis dans un fauteuil, pour
vous lever, vous penchez le
corps en avant afin de ramener
votre barycentre au-dessus de
vos pieds ou vous placez vos
pieds en arriére dans le méme
but.

HAT_?UE ;‘ ALI:( C;E RNR AIN Voyez aussi le danseur de corde:
il tient généralement un grand
balancier, ce qui rameéne le
barycentre de Il'ensemble
(danseur + balancier) dans les
mains de l'acrobate, quels que
soient les mouvements de
celui-ci.

Q,U,JL@) ﬂmﬁa‘m(&j Vo
,P,o’bezg - VoD ?

1l est donc fondamental de déterminer la position des barycentres d'un corps.
C'est pourquoi nous vous proposons cette recherche d'une maniére rigoureuse
dans le cas de quelques figures simples.
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5 ) Deux poids pj et py sont
. S suspendus aux
extrémités d'une barre de
poids négligeable AB,
mobile autour d'un point
'114 horizontal matérialisé par
le point G (Fig. 3).
En vertu du principe
d'Archimeéde relatif 2
Féquilibre du levier, 1a
barre prend la position
(/]14+11l) horizontale lorsque
PLx=p2.y (1)
ol x et y sont
. respectivement les
F}S} longueurs des bras de ce
levier AG et BG.

T

T )

Dans ce cas G est le barycentre du systéme.

La barre reste en €quilibre si I'on remplace les deux poids par leur somme (ou
résultantes) p) + pp appliquée en G.

Si nous orientons la droite BA, I'égalité ci-dessus entralne :
—
pP1.GA+py . GE=0" )
Cette relation est 4 la base d'une définition trés générale du barycentre.

Cas particulier : p) =py ; G est alors au milieu de la barre,

D'ol : Le centre de gravité d'un segment est son milieu,
Terminologie et notation : _

A (p1) est le point A affecté des poids (ou masse, ou coefficient) py.
B (p7) est le point B affecté du poids (ou masse, ou coefficient) p).
On dit €également que I'ensemble {A,B} est pondéré ou massique.

ntr vité d'un tripl in m 'un triangl
Recherchons le centre de gravité du triple {A, B, C} (Fig. 4).

Aca Nous affectons
F1g_4 % chacun des trois
points d'un poids (ou
masse) unité et nous
utilisons les résultats
du n° 2 (équilibre du
Ceny levier).

B)e= Ay

1°) Nous savons que 1'on peut remplacer les points B (1) et C (1) par leur
barycentre A’, milieu de [BC], affecté du poids 1 +1=2. _
Le centre de gravité (ou barycentre) du triangle est alors le point G,
barycentre des points A (1) et A’ (2). En vertu de la formule (2), il
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appartient & la droite AA' (médiane) tout en satisfaisant la relation
1.GR+2.GA' =0
D'oi : A'G = (1/2).GA 3)

2°) Nous pouvons recommencer le méme raisonnement en remplagant A (1) et
C (1) par B' (2), milieu de [AC]; puis A (1), B (1) et (C1) par B' (2) et B

(1). Dot il résulte que G e [BB](médiane) et
8C = (172).GE
3°) Résultat analogue pour la troisieme médiane.
Conclusions : 1) les trois médianes d'un triangle sont concourantes au

centre de gravité de ce triangle.
2) 1l est situé aux 2/3 de chaque médiane & partir du sommet.

Propriétés fondamentales du centre de gravité.

I°) En vertude (3) : AG=2GA = (GB + B&)+(66+C_A")
=GB +GC

Dol : GR 4GB+ GC =0 4)
2°) En vertu de (4), apreés avoir choisi un point 0 quelconque dans le plan (noté

(5_6+ﬁ)+(6"_6+0_3?)+(é_6+()_clb)=_()_’
Diod : V0eIl: 0G=(1/3).0A+0B+0C) (5)
3°) Réciproquement : (5) ===> (4)

g:onglugion : I1 y a équivalence entre les formules (4) et (5). Le centre de
gravité étant unique, il peut étre défini par 1'une ou l'autre de ces formules.

Barycentre d'un triangle creux

Comme au 2° au n® 1.2, nous supposons que les c6tés du triangle creux ABC sont des
barres homogénes en matériau lourd et de longueurs différentes les unes des

antree
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Nous posons BC =a, CA=h, AB = ¢ et nous désignons par «, 3, yles poids
e 5 ffecter chacun
5 ier, nous sommes amenés 4 & :

ggsprl;ﬁ?fcdua; tdi:zrzrc‘?t%sd aggiie[;l?sé? (léalw).' S'l}ﬂ poids égal & celui de la barre qui l?
Aétermine. Nous sommes ainsi ramenés 2 chercher le barycentre du triple {A', B,
C'} pondéré par les poids ¢, 3, 7.

On dit que A'R'C’  est le triangle médian de ABC et, en vertu du "petit" théoréme de
Thales :

BC-2, C(CA=b, AB=¢,
2 2 2

Si D est le barycentre des points B' (B) et C' (y), on sait que
R . —
B.DB +yvDC =2

DB

D'ol : 25- X
DC B

Les barres étant homogenes, leurs poids sont propoi_tiimnels a leurs longueurs :
y_AB_c_AB
B CA b CA

I en résulte finalement que % 2 %‘le:

2% g 1
relation qui prouve que A'D est bissectrice de I'angle A' dans le triangle AB'C'.
Vous avez vu en effet ... ou vous verrez plus tard que : . .
“Dans tout friangle, si une droite issue du sommet d'un angle partage le c6té opposé
en segments proportionnels aux c6tés adjacents, elle est bissectrice de l'angle
considéré”.

On sait que le barycentre G du triangle creux ABC est le barycentre des poids A' (o)

et D (B +v); il appartient donc 2 Ia bissectrice A'D du triangle médian.

Par un raisonnement analogue, on prouve que le barycentre & appartient également

aux deux autres bissectrices de A'B'C'.

Ainsidone, G est le centre du cercle inscrit au triangle médian ABC.

Ce quiprouve qu'en général le barycentre d'un triangle creux n'est pas le point de

concours de ses médianes. (Résultat qui confirme celui de I'expérience réalisée au 2°

dun® 1.2).

Mais que devient dans ce cas la propriété (4) dun® 3 ?

11 découle de nos constructions et de la formule (2) que
B.(GB+BD)+7.(GC+CD)+0. G A=

0
Vous en déduisez si G est le barycentre du triple {A' (cr), B' (B), C' (y)}, alors on a ;

a.(ﬂ?+[3.(}_§'+y.d_ch‘=? (6)

Nous verrons dans un prochain arnticle conment étendne £a notion
et L'utilbiser poun abordern des notions d'Equilibre dans d'autnes
domaines que La pesanteuwn.

=

P




Les Problemes du Rallye

Ne vous mariez pas trop vite

Un jeune homme demande une trés Jjeune fille en mariage. Voici

le dialogue qui s'en suit:

- "Je regrette, Monsieur, ma fille n'a que 12 ans et vous
pourriez &tre son pére pulsgue vous avez trois fois son dge!”

- "Et si je n'en avais que le double 7"

- "Alors, je ne dirais pas non !

- "Dans ce cas, Monsieur, J'attendrai !"
Combien de temps attendra-t-il avant de pouvoir refaire sa
demande en mariage ? 12 gns

180 l Le triangle quelconque existe-t-il ?

Au cours de géométrie, le professeur nous demande scuvent de
tracer un triangle ... quelconque. Mais chaque fois que nous
essayons d'en dessiner un, Madame trouve gqu'il a 1'air un peu
trop particulier. Ainsi un triangle dont les treis angles
valent 509, B0° et 80° n'est pas mal mais il a un angle pres-
que droit (& 10° prés).

Aidez-nous & résoudre ce probléme guasi gquotidien. Essayez

de trouver un triangle dont les angles sont tous aigus, dif-
férent le plus possible de 90° tout en différant le plus pos-
sible entre eux 14 ans

Test pour un nouveau vicaire

Un curé s'entretient avec son vicaire qui est nouveau dans

la petite paroisse. Tout en se promenant, le curé dit au

vicaire:

- " J'ai trois paroissiens en tout, et le produilt de leurs
Bges vaut 2 450. Votre &dge vaut en outre la demi-somme
de leurs dges. Quel est 1'3ge de chacun d'eux 2"

Le vicaire ré&fléchit un moment et dit au curé

- " T1 me manque une donnée pour &tre tout a fait sir de ma
réponse. "

Le curé répond

- " Bien sfir ! Mais sachez que je suis plus &gé que le plus
vieux de ces paroissiens !"

Avec tous ces renseignements, pouvez-vous trouver 1'dge des
cing personnes ? 13 ans

Trois pour le prix de deux !

Les dépliants d'un supermarché anncncent la vente de trois
schmilbliks pour le prix de deux.Et la publicité explique

la possibilité d'une telle vente par le raisonnement suivant:
" Soit b le nombre de schmillbliks que vous payez et a

le nombre de schmillbliks que nous vous offrons. Vous repar-
tez avec ¢ schmillbliks

Vous avez donc c =a+b
ce qui donne c(ec=b) = (a+b}(e-b)
c?- ¢b = ac - ab + be - b?
¢ - cb - ab = - ab + bc - ¥
c{c-b-a) = blec-b-a) d'oit c = b
C'est pourquoi, chez nous, 3 = 2 ! Qu'en pensez-vous ?

13 ans
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