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Applications des nombres de Fibonacci
Jacques Bair, Université de Liége
1. D’un probléme a I’autre 2. Apercu théorique sur les

Lors de la résolution d’un probléme mathéma-
tique, une démarche importante et souvent fruc-
tueuse consiste a se ramener 3 un probléme étu-
dié précédemment et dont la solution est connue.
C’est d’ailleurs 1'une des clés fondamentales de la
recherche en mathématique.

De fagon humoristique, le raisonnement tenu par
le mathématicien peut étre caricaturé par cette his-
toire classique concernant des oeufs i faire bouillir
(3, p.150].

Situation:

Dans une cuisine, il y a des oeufs prés du réchaud
a gaz et un évier & eau froide.

Un mathématicien (ou un polytechnicien) doit
faire bouillir ces oeufs. Un physicien aussi.

Probléme A

Une casserole est suspendue @ un clou. Il s’agit
de décrire tous les gestes élémentaires nécessaires
pour obtenir des oeufs bouillis.

Essayez : tout le monde fait a peu prés comme
vous.

Probléme B

Maintenant la casserole est pleine d’eau froide,
avec dedans les oeufs & faire bouillir, sur I’un des
brileurs du réchaud a gaz non encore allumé.

...Le physicien allume ce brileur . . .etc
... Et le mathématicien ? Certainement pas :

- 1l enléve delicatement les oeufs et les pose prés du
réchaud,

- tl vide la casscrole

- il la suspend au clou et s’écrie triomphalement:
“Je suis ramené au probléme précédent !”

Ao
aans

Nous nous proposons d’illustrer cette petite his-
toire en traitant quelques problémes variés et sou-
vent bien concrets. Ils ont la particularité de se ré-
férer & un méme modéle fort classique en mathé-
matique, a savoir la suite de Fibonacci.

nombres de Fibonacci

Dans son livre “Liber Abacci”, Léonard de Pise,
encore connu sous le nom de Léonard FIBONACCI
(né a Pise vers 1175 et mort & une époque incer-
taine) étudia (en 1202) une suite de nombres cons-
truite de la maniére suivante : les deux premiers
termes sont égaux a 1, tandis que tout terme ulté-
rieur sera la somme des deux termes qui le précé-
dent. Il s’agit donc de la suite, dite suite de Fibo-
nacct, suivante :

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, ...

En posant f1 = fo =1, f3 =2, fa =3, fs =5,
fe =8, fr = 13,..., ces nombres, qui sont souvent
appelés nombres de Fibonacct, vérifient 1'égalité sui-
vante valable pour tout entier n au moins égal a 3 :

fn:fn—1+fn—2- (1)

Remarquons que la suite pourrait également
commencer avec fo = 0; en effet, I’égalité (1) est
encore vraie pour n = 2.

L’équation (1) est dite récurrente, car la connais-
sance de f et de f, permet de calculer de proche en
proche f3, puis fy et successivement tous les termes
de la suite.

Sans détailler la théorie générale des équations
récurrentes, signalons une maniére de construire
la solution gen€rale de (1). On pense a une solu-
tion donnée par une fonction exponentielle : en ef-
fet, si on avait une équation plus simple du type
Tp = AZn_1, alors visiblement la solution serait
donnée par z, = A"zg puisque l’'on trouve succes-
sivement x; = Azg, T2 = Az; = A(Azp) = Az,
T3 = Azz = AMA%zg) = A3zq, ...Si donc A™ est
solution de 1’équation (1), alors on a

A" = /\n—l e Xn—Z (2)

oli, aprés simplification par A"~2 et en ramenant
tout dans un méme membre :

A_d-1=0. (3)

Réciproquement, une solution algébrique de
’équation (3), appelée équation caractéristique de



(1), livre une solution de (1) : pour le voir, il suffit
évidemment de multiplier les deux membres de (3)
par A" 2, ce qui donne (1).

Or, I’équation (3) posséde les deux solutions
1—‘%@ et 1—‘2"@, de sorte que (%E)R et (1:25@)”
sont les solutions de (1); on peut montrer que la
solution générale de (1) est donnée par :

fn=cl(1+‘/5) +Cz(l_\/g)n. (4)

2 2

En prenant successivement n = 0 et n = 1, on
trouve 0 = Cy + (7 et

1201(1—*-‘/5)4“02(1_\/5)’

2 2

ce qui livre Cy = % = l? et Cq = —\/L’S = *lé-

En conséquence, la solution générale de (1) vaut,
pour tous n = 0,1,2,...:

fo L (LB L (1-VEY
"B 2 V5 2 '
Voici un petit programme informatique (écrit en

GWBASIC) permettant d’obtenir les N premiers
nombres de Fibonacci.

10 PRINT "Choisir le nombre N d’éléments
de la suite : N="

20 INPUT N

30 LET A=1

40 LET B=1

50 PRINT "L’élément numéro 1 vaut :";A
60 PRINT "L’élément numéro 2 vaut :'";B
70 FOR I =3 TO N

80 LET F = A+B

90 PRINT "L°’é&lément numéro";I;"vaut:";F
100 LET B=A

110 LET A=F

120 NEXT I
130 END

Donnons quelques remarques a propos de cette
théorie.

De facon inattendue, les nombres de Fibonacci,
qui sont bien entendu tous des nombres entiers,
s’écrivent A 1’aide de nombres irrationnels, a savoir
le fameux nombre d’or

_1+5
¢="

~ 1,618
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et son inverse

V6 -1

2

¢l = ~ 0,618.

De plus, la suite de Fibonacci est riche en propriétés
arithmétiques intéressantes oll interviennent (entre
autres) nombres premiers et divisibilité [5, p: 12].
C'e modele trouve des applications parfois surpre-
nantes [2, p. 80].

Ainsi, il existe dans la nature certaines plantes en
formes de spirales; ces courbes se présentent quel-
quefois en deux ensembles formant une révolution
en sens opposé, chaque jeu étant constitué par un
nombre fixe de spirales. Par exemple, chez la plu-
part des marguerites, il y a 21 spirales dans un
sens et 34 dans ’autre; dans les écailles de pommes
de pin, on dénombre 5 spirales dans un sens et 8
dans ’autre; dans les protubérances des ananas, on
compte respectivement 8 et 13 spirales. Ces diffé-
rents nombres (21 et 34, 5 et 8, 11 et 13) sont en fait
deux termes consécutifs dans la suite de Fibonacci.

Par ailleurs, les nombres de Fibonacci jouent ap-
paremment un role important dans les arts. En ef-
fet, le nombre d’or, qui vaut approximativement le
rapport de deux nombres consécutifs (et supérieurs
4 3) dans la suite de Fibonacci, posséde une valeur
esthétique certaine : pour preuve, le rapport de 1
4 ¢ ~ 1,618 se retrouve dans de nombreux chefs-
d’oeuvre de I’architecture ancienne et moderne.

La suite de Fibonacci est également exploitée
en mathématique, notamment dans la construction
d’algorithmes en programmation non linéaire (par
exemple, pour trouver une approximation du mini-
mum d’une fonction dans un intervalle donné).

3. Probléemes

Probléeme 1

Un €leveur achéte deuz lapins dgés d’un mots et
de seres opposes.

On suppose que les lapins atteignent l'age adulte
aprés deuz mois; par ailleurs, tous les mois, deux
lapins adultes et de sexes opposés donnent nais-
sance ¢ deuz lapereauz de sexes opposes; enfin, on
admet que les lapins ne meurent pas.
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Comment évoluera le nombre de couples de lapins
de cette personne ? [5, p. 11].

$o—aH— ], N

En comptant systématiquement les couples de la-
pins, on peut trouver les premiers nombres ¢, de
couples aprés n mois : on a visiblement ¢ = 1,
€2 = 2,¢3 = 3,... Dune maniére générale, pour
tout entier » au moins égal a 3, les couples existant
a linstant n — 1 seront encore en vie & I'instant
n (puisque les lapins ne meurent Jjamais); par ail-
leurs, tout couple vivant & linstant n — 2 donne
naissance i un nouveau couple a l'instant n; on a
donc ¢, = ¢,_1 + ch_s, de sorte que les nombres
¢, coincident avec les termes Jat1 de la suite de
Fibonacci.

Probléme 2

Un kangourou se déplace sur un chemin consti-
tué d’une succession de cases. Son mode de dépla-
cement est le suivant : ou bien il passe d'une case
dans la suivante, ou bien il saute par dessus une et
une seule case.

Combien ce kangourou a-t-il de manicres distin-
ctes de se rendre de la premiére a la n-iéme case ?

[5, p. 12]

[1[2[3[4]- - .[n=2[n—1]n]

Désignons par z,, le nombre de maniéres distine-
tes de se rendre de la premiére 4 la n-iéme case. On
trouve facilement : z; = 2, = 1, T3 = 2. A partir de
la, le comptage devient plus laborieux. Supposons
alors le probléme résolu, cest-a-dire le kangourou
parvenu dans la n-iéme case. A I'étape précédente.
il se trouvait soit dans la case numérotée n— 1 (d'ou
il est passé directement dans la n-iéme case), soit
dans la case numérotée n — 2 (d’ot il a sauté par
dessus la (n — 1)-iéme case). On obtient dés lors,
pour tout entier n au moins égal 3 3,

Tn = Tn-1 + Tp_3.

Les nombres z,, sont ceux de la suite de Fibonacci.

Probléme 3

De combien de fagons peut-on vider un récipient
contenant n litres d’eau avec des verres de 1 litre
et de 2 litres ? [1, p. 84].

Le nombre cherché dépend évidemment de n;
notons-le u,.

Il est clair que u; = 1 et uy = 2.

Supposons n > 3, puis établissons une formule
de récurrence entre u, et u,4;. Pour obtenir Up41,
remarquons que la derniére opération s’effectue soit
avec un verre de 1 litre (et I'on avait alors versé n
litres). soit avec un verre de 2 litres (auquel cas il
v avait déja n — 1 litres). Il en résulte que

Unt1 = Un + Un_1

ct les nombres u, coincident avec les nombres f,4q
de Fibonacci.
Probleme 4

['n compte bancaire est alimenté, systématique-
ment et uniquement en fin de chague année, par
deur personnes notées A et B.

La premiére année, A et B placent chacun une
unit€ moné€taire.

Chacune des années suivantes, A verse une
somme egale au placement global de Uannée précé-
dente, tandis que la quote-part de B coincide seule-
ment avec le versement effectué par A Uannée pré-
cedente.

Déterminer les sommes placées sur ce compte.

Pour I'année n (n € N), désignons par a, (resp.
b.) le capital placé par A (resp. B) & la fin de ’an-
née numéro n; la somme totale versée cette méme
année vaut donc e, = a, + b.,.

On sait que a; = by =1,dotl ey = 14+ 1= 2.

Pour tout entier n supérieur & 1, on a a, = ¢,,_;
et b, = a,_1. Dés lors, cg = aa + by = ¢4 + a; =
2+ 1 = 3. Pour n au moins égal & 3,

Cn = Cp1 + Up-1 = Cp—1 + Cp_3z,

partant, chague nombre ¢, est égal au nombre f, 5
de Fibonacci.
Probléme 5

On considére un systiéme de signalisation qui
comprend seulement deux signavz S et T (par
exvemple, les points et les trails en morse).

On appelle “message” toute succession de ces
deuz signes.

Sachant qu'un signe S (resp. T ) réclame exacte-
ment 1 (resp. 2) unité(s) de temps pour étre trans-
mis dun endroit A vers un endroit B, et que le



premier signe d’un message est toujours S, on de-
mande la capacité ¢ de B par rapport a A, & savoir
(d’aprés Shannon),

log, N,

c= lim ;

n—+oo n

ou N, désigne le nombre total de messages qui peu-
vent €tre transmis de A vers B aprés n unités de
temps (n €tant un nombre entier) [2, p. 80].

D’apres ’énoncé, Ny est égal visiblement a 1: par
ailleurs, Vo vaut également | car, aprés 2 unités de
temps, le seul message possible est formé de 2 fois le
signe S. Plus généralement, le dernier signe de tout
message d'une durée n (avec n entieret n > 3)est §
ouT, d’ouon aévidemment N, = N,_;+ N, 5. La
solution de cette équation récurrente s’écrit donc
No= L (LEVBYT L (15T

s\ 2 a2 )

Le calcul de ¢ peut s’effectuer comme suit :

o o [ (1) (- (2
n—+o0 1 = \/E 2 l+\/§

log, (1+2\/'::) )

Probléme 6

On construit une suite de rectangles de la ma-
niere suivante.

On part d’un rectangle quelconqgue.

Ensuite, en tournant toujours dans le méme sens
(par exemple, le sens Irigonométrique), on accole
un carré sur le grand cole du rectangle oblenu
Uétape précédente. On poursuil indéfiniment celle
operation.

a) Que peut-on dire des cotes des rectangles ainsi
obtenus ?

b) Considerer le cas particulier ot le reclangle de
départ est un carre de cote | (auquel cas, on choisit
arbitrairement un de ses colds pour construire le
deurieme carré).

c) Trouver, dans le cas general. la limite du rap-
port des deur cotés des rectangles oblenus [4, p.
L01].

a) Désignons par ¢ et ¢; les deux cotés du pre-
niier rectangle. Ceux du deuxiéme rectangle sont,
par construction, ¢; et ¢3 = ¢y + ¢p. De proche en
proche, on trouve, pour tout entier n au moins égal
a2:

Cntl = € + Cni,

ce qui donne 'égalité suivante :

les deux constantes A et B pouvant étre détermi-

nees des que ¢g et ¢ sonl connus.

b) Dans le cas particulier oli ¢ = ¢y = 1, les
nombres ¢, sont ceux de la suite de Fibonacci; 'on
peut écrire

N AE N ANAE AN S A WA RN AN
R 2 2/5 2 '

¢) Revenons au cas général pour calculer la limite
du rapport des deux cotés des rectangles :
)Tl

n
Cn ( ) 55 (i;

lim —— = lin — S

s A e =\ n—1 =
i S (1_&-)\/_’) o4y (]—:“'

1/
1+ 5
=

S5

(‘ette limite coincide done avec le nombre dor.
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I. Prologue : la fourmi dans sa chambre (Fable}.

Une fourmi vivait

En un réduit cubique

Drole d’idée, me direz-vous.

Et moi je répondrai:

Il n’est point de sots logements.
Elle avait élu domicile

En un sommet de sa chambrette.
Nommons-le L.

Un jour, alors qu’elle flanait

Le téléphone sonna.

Elle se trouvait

Au point P,

Sommet du cube

Opposé & L

Ou était le combiné

Ne sachant point voler

-Quoi de plus naturel pour Madame Fourmi?-
Flle se hata

En prenant le chemin le plus court
Ami lecteur, dites-moi donc
Quelle fut la route suivie!

233 - Dhabusd ooy commenloy TR wddhove 2AN . Zhe polld ful
_gn—-\ﬂfﬁ- ST-F--"u(' ohls;

Probleme des lapins extrait d'une des copies dn
“Liber Abacci” de LEONARD DE PISE (manuscrit 172
T7

UP conservé a la Bibliotheque Ambrosienne de MMi-
lan).

'

2. Solution.

e Un trajet suivant les arétes du cube n’est
certainement pas le plus court:

L




o Alors? Cherchez avant de lire la suite.

Si la fourmi longe une diagonale, elle
gagne du terrain.

L

O

=]

o Rien de mieux?

Voici 1'idée maitresse: le chemin le plus
court entre 2 points est la ligne droite.
(’est parfait! Dans le dessin précédent, P,
O et L sont alignés! Sur la représentation
du cube, oui. mais en réalité? Développons
les faces avant et supérieure du cube (re-
levons le “couvercle” ).

£
| .

,O POL : le trajet précédent.
Que pensez-vous de PIL?

I est le milien de l'aréte, puisque nous
avons affaire & un cube.

o Ce chemin est-il unique?

Non. Cherchez bien: il v en a 6.

3. La fourmi a déménagé.

e Elle habite désormais dans une piece
ayant la forme d’un parallélépipede rec-
tangle.

27

Le principe est identique: il v a 6 chemin-
possibles (qui peuvent finalement étre ra-
mends & 3 — si. si, réfléchissez). Sont-ils
tous équivalents? (Voir 2 exemples de tra-
jet sur la représentation).

Si les dimensions de la piece sont a, bet ¢
aveca < b < c:

L

7 -
a | _"‘L_.__,M —— i T
ﬁ /c P: !

p b

Chemin |
Le trajet de P a L peut se calculer en
atilisant le théoreme de PYTHAGORE (5i
{1 ne le connais pas encore. demande a

ton professeur de mathématique).

Y 3 2
(chemin 1) = (b+¢)*+a

= b2 4+ 2bc+ c? + a?
= a® + 6%+ ¢ 4 2be. (1)

L
L
e .
a
c N

P b

a

P b

Chemin 2
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De la méme maniére:
(chemin 2)? = (a+ e)® + b?
= a’ + 2ac+ ¢% + b2
= a?+b% 42 + 2ae (2)

Chemin 3

(chemin 3)? = (a+ b)2 + ¢2
= a4 2ab+ b2 + 2
a® 4 b% 4+ 2 + 2ab (3)

e Il nous reste a comparer ces 3 distances:

(1) : a® 4 b2 + ¢2 + 2b¢

(2) 1 a? + b2 + ¢ + 2ac

(3) : a® + b2+ ¢ + 2ab
On voit qu’il suffit de comparer be, ac, ab.
Puisque a < b < ¢, le produit ab est le
plus petit et le chemin 3 Ie plus court!

4. Un drame!

Dans cette picce (9,6m x 3.6m X 3.6m): une
araignée et une mouche.

o ——— o —

LT

M
L’araignée sur la face “arriére” (& 30 em du
plafond), la mouche sur la face “avant™ (i 30
cm du sol), chacune au “milieu” de la largeur.
La mouche. prise dans la toile de son enne-
mie, ne peut bouger. L'araignée fonce sur sa
proie. Quel est le chemin le plus court? Com-
bien mesure-t-il?

(a) Avant d’avoir lu le début de cet article, il
est probable que vous auriez dessiné ceci:

Chemin 1:0,3 + 96 + 3.3 = 13.2m

(Remarquons que nous avons emprunté 3
faces).
Mais vous étes beaucoup plus futés main-
tenant!

(b) Développons donc. Mais attention aux po-
sitions de A ot AM.

PYTHAGORE nous aide encore:

IMX|=0,3+9,64+1,8=11.7(m)
XAl = 3.3+ 1.8 = 5. 1(m)

Puisque (chemin 2)? = |[MX|? + | X A2
chemin 2 ~ 12.8(m).

("est mieux! (En passant par 4 faces).

(c) Mais Je génial mathématicien DUDENEY
(qui a posé ce prohléme) a trouvé ceci:
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LA Jeux-problemes
| André Parent,

Lycée de Mouscron

Dans article “Jouons avec les figures”. page 5 du
numéro 53 de ta revue préférée, Ann Billiau, Aude
De Ridder et Marie-Paule Peiffer t'expliquaient nc-
tamment comment déterminer, parmi des figures
données. celles qu’il était possible de dessiner d'un

b —— — - —— - -]

seul trait de crayon.
Nous te proposons d utiliser tes nonvelles connais-

sances dans les situations suivantes.

e La premiére est extraite de ton concours pré-
féré, I'Olympiade mathématique belge, la dou-
zieme du nom lors de la demi-finale mini:

IMX|=0,3+9,6+0,3=10.2(m)

XA =1,8+3,6+1,8=7,2(m)
On veut tracer la figure ci-dessous d'un trait

Chemin 3 ~ 12, 5(m) continu (sans lever le crayon), et sans suivre

De mieux en mieux’ deux fois le méme segment. Si on part de 1, le

Et en On'lprunta.nt. 5 faces!! tracé se terminera necessal rement en:

(d) Peut-étre pensez-vous que d’autres dé- @l ®m on @o ©p
veloppements sont plus intéressants. Es-
sayez et faites-nous part de vos conclu-
sions.

5. Epilogue

=

= O
=

Voici enfin la moralité de la fable:

“Le chemin le plus court n’est pas celui qu’on

pense!” Figure 1

e La figure suivante est un des onze patrons du
cube: tu constateras aisément qu'il est possible
de le dessiner d'un seul trait de crayon.

Il est certainement commode de marquer les
degrés des sommets.

L

Figure 2
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¢ Je m’adresse au spécialiste que tu es devenu
et te propose de rechercher parmi les dévelop-
pements du cube, ceux qui possédent la méme
particularité. Tu trouveras les onze patrons du
cube a la page 10 de Math-Jeunes n° 53.

e D’autres jeux se raménent & une démarche du
méme genre. La figure 3 représente des salles
rectangulaires qui communiquent avec leurs
voisines et l'extérieur par une ouverture.

Est-il possible de trouver un chemin permet-
tant de passer une seule fois par chaque ouver-
ture?

| .
Fhl D' lﬂ
L ]

Figure 3

e Tu sais que la grandeur des piéces ne joue au-
cun role et par conséquent, la représentation
du probléme peut se faire sous la forme d’un
graphe ol chaque salle est représentée par un
point (n’oublie pas l'extérieur des locaux) et
chaque ouverture permettant 1’accés d’un lo-
cal au voisin a I'aide d’un arc (figure 4)

Figure 4

Le tableau suivant te permet alors de repérer
le degré de ces sommets

Salle Degré Salle Degré
A 5 D 5
B 5 E 4
C 4 F 9

Maintenant tu sais pourquoi ce probléeme est
impossible. Qu’en est-il de la situation sui-
vante?

Figure 5

e Pour terminer voici un probléeme inspiré d'un
puzzle célébre, le Tan-gram, qui serait d’ori-
gine chinoise:

Un musée d’art chinois comporte sept salles
abritées dans un batiment de forme carrée.
Chaque piece communique avec la salle voisine
ou avec I'extérieur par une porte (ici symboli-
sée par une ouverture).

Imagine le trajet du gardien, devant fermer ces
portes le soir, qui ne franchirait chacune d’elles
qu’une et une seule fois.

Sachant qu’il se rend chez le rédacteur en chefl
de Math-Jeunes afin d’y faire une partie au jeu
de Nim avant de rentrer chez lui. quelle porte
ferme-t-il en dernier lieu?

2%

A RN
AJC'B D
F‘ G

W/

Figure 6

Tu trouveras les solutions dans le prochain
Math-Jeunes; en attendant, nous te souhaitons une
bonne récréation mathématique.

)
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iA l’? recherche du barycentre du triangle “fil de
er

Christian Van Hooste, Athénée Royal Vauban

Imaginons un triangle dont I’entiéreté du poids —metre (cf. Fig. 2). L'intérieur serait donc de poids
serait répartie de facon égale entre ses trois som- nul. Ce triangle pourrait étre construit en fil de
mets. L’intérieur, ainsi que les c6tés de ce tri- fer homogéne de section constante. Son barycentre
angle, auraient donc un poids nul (concretement, n'est plus situé au centre de gravité géométrique.

négligeable). Son barycentre coincide alors avec son Vous doutez ? Alors, lisez ce qui suit.

centre de gravité géomsétrique. Vous savez cela par- Mais. a chaque question, a chaque sollicitation, in-

faitement grace a votre cours de quatriéme ! terrompez votre lecture pour essayer d’y répondre.
Imaginons un autre triangle dont toute la sur-

face serait faite de matiére homogene et d’épaisseur L. Ot se trouve le barycentre d'un morceau de fil

constante. Son barycentre coincide encore avec son de fer rectiligne 7 )

centre de gravité géométrique. Si ce fil de fer est homogeéne et si sa section

Vous doutez ? reste constante, il est évident que son bary-

e Prenez du carton et des ciseaux. centre est situé en son point milieu.

e Découpez un triangle quelconque et tracez ses

médianes. 2. A quoi pouvez-vous réduire la recherche du

e Déposez ce triangle sur le bout de votre crayon. barycentre du triangle “fil de fer™ décrit plus

e Essayez de trouver la position d’équilibre du tri- haut?

angle.

(‘omme le barycentre de chaque coté est situé

Que constatez-vous ? L’équilibre est atteint lorsque . . e s s
en son milieu, cette recherche se limite a déter-

votre crayon est placé sur le point commun aux

1 ; . iner le bary rois points pondérés.
médianes (cf. Fig. 1); autrement dit, au centre de miner le barycentre de trois points por feren

gravité géométrique du triangle. Cles trois points sont les milieux des cotés du
triangle. Mais quels poids faut-il leur attri-
buer?

Le fil de fer utilisé étant homogene et sa sec-
tion restant constante, la masse d'un coté est
proportionnelle & sa longueur. Par conséquent,

son poids aussi. Nous pouvons donc donner a
chacun de ces points, un poids égal a la mesure
de la longueur du coté dont il est le milieu.

i . Adoptons les notations suivantes et résuImons-
Figure 1: Position d’équilibre d’un triangle AU

plein ]
Désignons par
e ABC le triangle “fil de fer”,
e «. b, ¢ les mesures respectives des cotés

[BC), [AC), [AB].

o A, B, (' les milieux de ses coOtés.

Le barycentre du triangle ABC coincide avec

Figure 2: Le triangle “fil de fer” le barycentre des points A’ B’ et (" respec-

Imaginons un nouveau triangle dont tout le poids tivement pourvus des poids a, b et ¢ (cf. Fig.
serait concentré uniquement le long de son péri- 3]
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CI a/2 B'

b/2 c/2

Figure 3: A la recherche du barycentre de

A'a), B'(b) et C'(c).

3. Oublions momentanément notre probléme et

considérons un triangle Af PQ quelconque {cf.

Fig. 4). Tragons-y la bissectrice intérieure
MD.
M
q P
P D Q

Figure 4: M D bissectrice intérieure

Rappelez-vous une proposition concernant les
bissectrices intérieures.

Dans tout triangle, une bissectrice inicrieure
partage le cot€ opposé en deuz segments doni
les mesures sont proportionnelles a celles des
cotes adjacents. Autrement dit. D partage le
coté PQ en deux segments [DP] et (DQ] tels
que

Pouvez-vous donner une lorme vectorielle &

cette relation ?
MQ|- |DP| = |MP|-|DQ|
[MQ|-DP = |MP|-QD

|MQ|-DP+|MP|- DG =T

Qu’exprime cette égalité ?

Replacez-la dans le contexte des barycentres.
Oui. cette égalité vectorielle montre que D est
le barycentre des sommets P et  pourvus de
poids égaux aux mesures des c6tés qui leur sont
Opposés.

Sim. p et ¢ sont les mesures des c6tés du tri-
angle M PQ, quel est donc le barvcentre des
points M, P et ) munis respectivement des
poids m, pet ¢ 7

Vous savez certainement que le barycentre de
trois points pondérés est le point commun aux
droites comprenant un de ces points et le ba-
rycentre des deux autres. Concluez !

Le barycentre des points pondérés M (m), Pip)
et Q(q) est le point commun aux bissectrices
intérieures du triangle M PQ; c’est-a-dire. le
centre du cercle inserit a ce triangle.

Ainsi. le centre du cercle inscrit o un triangle
est le barycentre de ses sommets pourvus de
poids €gaur auxr mesures des cotés qui leur sont

OPPOSEs,

Revenons maintenant & notre triangle “fil de
fer™ ABC et & son “triangle des milieux”
AR,

Quel rapport y a-t-il entre notre probléme qui
consiste a rechercher le barycentre du triangle
fil de fer et ce que nous venons de découvrir
dans le paragraphe 3 7

Le barycentre du triangle “fil de fer™ ABC' est
le barycentre des points pondérés A'(a), B'(h)
et ("(c). donc le barycentre des points pondé-
rés A'(af2). B'(b/2) et ('(¢/2). Comme a2,
b/2 et /2 sont précisément les mesures des
cotés du “triangle des milieux™ A’B'C" oppo-
sés respectivement aux sommets A. B et ('
ce baryeentre est le centre I/ du cercle inscrit
dans ce triangle.

Le barycentre du triangle “fil de fer™ ABC' est

5 ;. 4 el | 2 T 7
le centre I du cercle inscrit dans le friangle
des milieua™ A’ B'C.

Essayons de donner une autre interprétation a
ce résultat. Parlons “homothéties”.

Considérons le barycentre ' de trois points
pondérés M(m), P(p) et Q(q) et une homo-
thétie & de rapport . Appelons respectivement



G', M', P et @' les images de ces points par e Bricolez d’abord un triangle 7" en fil de
I’homothétie A (cf. Fig. 5). fer.

A quoi pensez-vous ? o Découpez ensuite dans du papier un tri-
Mais bien sir, G/ est le baryvcentre des points angle 7' ayant les memes dimensions que
pondérés M'(m), P'(p) et Q'(q) puisque nous le triangle 7. Sur ce triangle 77, mar-
pouvons successivement écrire quez les milieux des ¢o6tés et tracez les bis-

sectrices du “triangle des milieux”. Leur
point commun J’ est le barycentre du tri-

m - G";lt,.‘r'f Lp-G'P g GO angle T'. Assemblez les tria[llgle.s T et T
o " ; Déposez le tout sur la pointe de votre

= mr-GM+pr-GP+qr-GQ cravon et cherchez la position d’équi-
=rm-GM+p - GP+q-GO) libre. Cette position est atteinte lorsque

_— la pointe de votre crayon se trouve sur le
= i ()

=0

point [’

Quelle est I’homothétie qui applique le triangle
“fil de fer” ABC sur le “triangle des milieux”
A'B'C'?

L’homothétie de rapport —% dont le centre est
le centre de gravité géométrique du triangle
ABC applique respectivement les sommets .
B et ' sur les milieux A’ B et (" des cotés.

Deés lors. le barycentre [’ des points pondérés

A'(a), B'(b) et ("(¢) est I'image par ['homo-

thétie de centre ¢ et de rapport —1 du ba- L R . -
s et ,p?_ : i g2 l Fieure 6: Position d'équilibre du triangle “fil

rycentre I des points pondérés A(a). B(b) et ‘ do for™

C{c). Mais, I est le centre du cercle inscrit au |

triangle ABC' (voyez le paragraphe 3).

Par conséquent, le barycentre du triangle “fil

de fer” est l'image par Uhomothétie de cenlre

G (centre de gravité gecométrique) et de rapport

—% du centre du cercle inscril dans ce triangle.

p' M*

Figure 5: Toute homothétie conserve le
barycentre d'un ensemble de points pondérés

6. Vous sounhaitez peut-étre vérifier expérimenta-
lement ce résultat. PI - lier
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Math-Jeunes n

Structure et isomorphisme. Compositions
géométriques attrayantes: Une ronde de ronds

M.O. Vanderschueren-Louppe

Idée originelle

Sais-tu qu’il est possible “d’additionner” des
cercles d’'un méme plan et que tu es capable de
reconnaitre bien des propriétés de cette loi d addi-
tion?

Voici deux cercles du plan passant par un point
fixe O et traversés par une sécante quelconque issue
de ce point. Je te propose tout simplernent, comme
le suggeére la figure 1, d additionner vectoriellement
les cordes interceptées: tu obtiens dans ce cas le

point P.

OR +0P,

Figure 1: OP =

Imagine que tu recommences cette opération
pour toutes les sécantes issues de 0. Que crois-tu
que le point P engendrera comme figure?

Recherche graphique

Voici une premiére construction réalisée point
par point (fig. 2).

Le résultat semble bien étre un nouveau cercle
passant lui aussi par O.

Postulons provisoirement qu’il en est bien ainsi et
demandons-nous comment on pourrait le construire
le plus rapidement possible.

Remarque tout d’abord qu’il est a priori évident

quel lelieu cherché r_;,»c--ndx anto

(O B Ll asSs5e Q¢ Loute

facon par I’ oL'B ine
dnte

U] et [OV] (fig. 3)

O. En effet, tu peux toujours trouver une sé
qui détermine deux (ordeL [0

telles que oU +0V

Tu vois d’autre pqlt duectement sur la figure 2
que si tu choisis deux sécantes orthogonales, les ex-
trémités (P et ) des cordes sornmes déterminent
alors un diameétre du lieu.

Figure 2

Tu peux facilement imaginer une variante a cette
construction en remarquant que si tu choisis les
deux sécantes particulieres tangentes a lun des
cercles de départ (OR et OS5 sur la figure 2). les
extrémites des cordes qu'elles déterminent sont des
points du lieu et le centre de celui-ci se trouve donc
a Uintersection des médiatrices de ces deux cordes
[OR] et [OS].

Figure 3

Définition de (, et #

Appelous C, 'ensemble des cercles coplanaires.

notés (7,. passant par le point fixé O et # la loi

d’addition sur C, définie comme dans la figure 1.

Coordonnées polaires

C'onsidérons le systéeme d’axes orthonormés Oay
(fig. 4). Tout point P du plan est univoquement
dérerminé par sa coordonnée cartésienue (r.y). Tu
peux facilement imaginer que ce méme point P est



également univoquement déterminé par la donnée
du nombre positif p = |OP| et de I'angle orienté
a que fait la droite OP avec 'axe z (fig. 4). (p, )
s’appelle coordonnée polaire du point . On éta-
blit facilement que:

p=a?+y? tana = £
T =p-cosa y=p-sina
y
P(x,v)
§
of
o X
Figure 4

Recherchons 'équation d'un cercle passant par

O dans ce systéme de coordonnées polaires.
Yy

M(a,b) P(x,y)
$
(-3
o X
Figure 5

Soit C un cercle de centre M dont la coordonnée
cartésienne est (a,b). L'équation cartésienne de ce
cercle est:

(z-a)+(y—b)°=a*+ 0’

En substituant @ = p-cosa. y = p-sina, p =
Vva? + 2,1l vient:

(pcosa —a)? + (psina — b)? = a* + bh?

2 2

p?cos® o — 2apcosa + p*sin*a — 2bpsina = 0

,oz(cos2 a +sin?a) — 2p(acosa + bsina) = 0
p? —2placosa + bsina) =0

ce qui donne p =0 ou
p=2(acosa + bsina)

qui est 1’équation de tout cercle du plan passant
par O en coordonnées polaires. Gardons bien en
mémoire le fait que (a,b) représente la coordonnée
cartésienne de son centre.

Démonstration

Nous allons maintenant montrer que le point ¥
de la figure 1 engendre un cercle de C, auntrement
dit que, si (', Cy € C, alors C1#C4 € C,.

Faisons subir l'opération # & deux cercles 'y et
(5 passant par O. Soient My de coordonnée car-
tésienne (aq.by) et Mo de coordonnée cartésienne
(a3.by) leurs centres respectifs. Désignons par €' le
résultat de 'opération

Cy = p1 = 2(aq cosaq + bysinay)

'y = pa = 2(az cos az + bysinay)

Lors de cette composition, deux cas peuvent se pré-
senter:

¢ /\

{1

.’y

2
My s iy /

Figure 6: p = p1 + p2. a1 = @2

TN

. hy

L
f2

Ay

P 1=y x

Figure 7: p = py — p2. Q2 = 7 + &

Un rapide calcul te fera voir que, de toute facon.
Ci1#Cy =C

et C = p = 2({eq+ag)cosa+ (by 4 by)sina) ol

0 = ap OU (3.

Ceci montre bien que la composée est un cercle pas-

sant par O dont le centre a pour coordonnée carté-

sienne (ay +az, by +b2). Vectoriellement, cela signi-

fie que le centre M du cercle résultat (' est tel que

OM = OM,; + OM,. Nous appellerons vecteurs

centraux les vecteurs OM, OM; et OM;

Propriétés

1. En faisant appel aux propriétés du corps des
réels. il est aisé d'établir que (C,.#) posséde une
structure de groupe commutatif.
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En effet, de ce qui précede, tu déduis facilement
les propriétés d’un groupe abélien i savoir:

laloi # :C, xC, —C,

e est interne. partout définie, associative. com-
mutative

e il existe un élément neutre: le cercle de rayoi
nul

o tout élément est symétrisable: 'image €' svmé-
trique de C' pour la loi #, est I'image de (' obtenue
par symétrie centrale de centre O (fig, ).

Figure 8

2. Introduisons la multiplication par un scalaire
comme loi externe de R x (.
VO el,,VrcR:

r-(

I

r-p = 2r(a-cosa+b-sina)

2((ra)cosa 4+ (rb)sina)

Il s’ensuit que cette multiplication par un scalaire

e est telle que le produit d'un réel par un élément
de C; est un élément de C,

e vérifie associativité mixte

e distribue "addition des réels

e distribue la loi # des éléments de C,

e admet 1 comme neutre.

Ces propriétés nous aménent i conclure que
(R,Co, #) posséde une structure d'espace vecto-
riel réel.

3. L'espace vectoriel réel (R, T1,.+) des vectenrs
du plan IT, nous est familier. Les cercles de C,, sont
completement déterminés par le point O et leur
centre. Il va de soi d'associer & chaque cercle (',
son vecteur central ¢;. Nous imaginons assez natu-
rellement qu’il existe une correspondance hijective
entre les éléments de C, et de II,. De plus, étant
données les structures d'espaces vectoriels, cette bi-
Jection engendre un isomorphisme de (R.C,. #) sur
(R, I, +).

Cette correspondance bijective, tu peux a titre
d’exercice la démontrer sans difficultés en passant
aux composantes cartésiennes des vecteurs.

4. Parmi les éléments de C,. extravons tous
les éléments dont les centres appartiennent & une
droite D), passant par O, notons les CP». nous
constatons facilement que (R.CP=. #) constitue un

sous-vectoriel de (R, C,. #) (fig. 9.

Figure 9

Simulation d’une rotation

5i tu souhaites exercer ton imagination. voici
une application mathématique gui pourrait par
exemple déboucher sur une animation graphique
sur ordinateur, a savoir la simulation d'une rota-
tion de cercle.

En d’autres mots: on te donne 2 circonférences
A et B de méme ravon. comment passer de 'une a
Fautre en utilisaut la loi #7

Figure 10: A#X =B

Grace a isomorphisme. le probléme revient &
déterminer un cercle par son vecteur central 7 tel

=—"u + b.

que a4 o = b, Cest-a-dire o
Ceci exprime que le vecteur & dorigine O a son

extrémité qui décrit A, le svmétrique de 1.

Conclusion

Une rotation de A peut étre obtenue en compo-
sant - avec un élément de C, centré sur son symeé-
trique .
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La relation entre I’angle ¢ de rotation et ’'angle
d’inclinaison (ou “azimuth”) ¥ du vecteur 7z est:

m
S+

cp:‘zllf—;woullf::2

0o |6

Constructions

1. Cette simulation nous suggére une construc-
tion particuliére: tracons tous les cercles de len-
semble C, centrés sur un élément fixe A de C, (de
rayon r).

L’enveloppe de tous ces cercles (fig. 11) est la Figure 12

be d’équation trés simple:
FENE FrRaition RECs BImps L'enveloppe de cet ensemble (fig. 12) rappelle

une courbe jadis bien connue: la “conchoide™ (parce
qu’elle rappelle une coquille) dont la cardioide est
d’ailleurs un cas particulier.

3. Une derniére construction qui t'est proposée
est celle de la fig. 13. C'est le résultat du processus
suivant:

Soient A; tous les cercles de ) de vecteurs centraux

p=2r(cosa+l)

que l'on appelle la “cardioide” (parce qu’elle rap-
pelle la forme du coeur).

@ tels que Vi, ||@/|| = a ol a est un réel fixé.
Au départ, on choisit un cercle 'y parmi ces A; et
on construit successivement 'y, C3, ...de la ma-

niére suivante:
Si on désigne par ¢; le vecteur central de C';,

Vn>1,0,=Cha#A 1001 L a,_q.

Figure 11

2. Dans la méme voie, tu peux faire un pas sup-
plémentaire. Compose un élément fixe 4 de C, avec
tous les cercles de C, centrés sur A. Tu obtiens évi-
demment les éléments de €, centrés sur un translaté Figure 13

(B) de A.




38

VSEAES),

Voici les six problémes suivants de ce rallye 1991—
1992. Rappelons que les trois premiers concernent
(en principe) les éléves des trois classes inférieures
et les trois derniers concernent les éléves des trois
classes supérieures.

Présentez soigneusement vos solutions, chaque
probléme étant rédigé sur une (ou plusieurs) feuilles
séparées et chaque feuille comportant vos nom, pré-
nom, age, adresse, classe et école.

Envoyez vos solutions & C. FESTRAETS, 36, rue
J.B. Vandercammen, 1160 Bruxelles, au plus tard
pour le 25 février 1992.

m4 A la maternité galactique, trois mamans ont
accouché le méme jour. Elles ont rapidement
sympathisé et a la fin de leur séjour a la mater-
nité, elles décident de se retrouver pour féter le
premier anniversaire simultané de leurs enfants
nouveaux-nés. Seulement voild, les années sur
Xin, Aurore et Zwiky d’ou sont originaires nos
trois mamans durent respectivement 416, 200
et 945 “jours” et ces “jours” ne sont bien en-
tendu par les mémes. Les jours de Xin, Au-
rore et Zwiky équivalent respectivement a 30,
36 et 20.8 de nos heures terrestres. Dans com-
bien de temps (mesuré en années terrestres),
les mamans se rencontreront-elles et quels se-
ront alors les ages de leurs enfants?

mb5 Deux cercles de rayons R et r sont tangents
extérieurement. On meéne une tangente exté-
rieure commune formant avec les deux cercles
un triangle curviligne. Quel est le rayon du
cercle inscrit a ce triangle?

m6 Dans un parc, deux allées rectilignes se cou-
pent & angle aigu. Le long de I'une des allées
se trouve un banc. En quel point de Pautre al-
lée, un détective doit il se placer pour surveiller
le banc en le voyant sous le plus grand angle
possible.

Math-Jeunes n ° 54, 38-38, 1992

C. Festraets

M4 Un diamantaire faconne un diamant poly-

édrique qui a 30 sommets et 18 faces qui sont

5 quadrilatéres, 6 pentagones et 7 hexagones.

Combien ce diamant a-t-il de diagonales inté-
rieures?

M5 Soit @ un réel et n un entier positif. Prouver
que 1'un des réels a, 2a, 3a, ..., (n — 1)a est a
une distance inférieure ou égale a ;1; d'un en-
tier.

M6 De combien de maniéres peut-on vider un ton-
neau de 1992 litres au moyen d'une bouteille
d’un litre et d’une bouteille de 2 litres (on tient
compte de l'ordre).

Les mots a inscrire dans la grille sont formés des
lettres données dans l'ordre alphabétique (par G.
Malisse).

A: ACDER-ES I: ELO-EM 1. ACIMOPTT
B: EOS-EMRS II. AEEINSS 2. AEIS-EIL
C: EIMT-NOS III: EILS-ORS 3. DEENORST
D: EELPRS IV: EST-AENS 4. EELLS
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Jeu de I’hexagone et de la mar-
guerite

Les régles de ce jeu sont exposées en page 3 de
couverture. Voici quelques grilles de difficultés dif-
férentes a décoder.

Grille des moyennes (par C. Pa-
rent)

Compléte les grilles ci-dessous en inscrivant dans
chaque case vide la moyenne arithmétique des
quatre cases adjacentes.

5

3

A

Z]

5
B

Horizontalement

UL N

. Puissance de 35
. Produit d'un carré et d’un nombre premier
. Multiple de 37
. Différence d’un carré et d’un cube
. Puissance de 2 — Palindrome

Verticalement

Carré

. Puissance de 39

. Produit de deux nombres consécutifs
. Puissance de 28
. Palindrome diminué de 2

39
A.Parent
11| 3 10| 6
13 15 24 10
6 11 16 16
4 |5 24 | 18
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P. Van Elsuwé
XVIleme OLYMPIADE MATHEMATIQUE BELGE

Le 22 janvier s’est déroulée 1’éliminatoire de la dix-septiéme Olympiade Mathématique Belge. Une fois
de plus, elle a connu un franc succés. Il est encore trop tét. au moment ol j'écris ces lignes, pour connaitre
le nombre exact de participants. De plus amples renseignements te parviendront dans le prochain numéro

de Math-Jeunes. ‘
En supplément de ton Math-Jeunes, tu as recu les questionnaires des éliminatoires “Maxi” et “Mini”
1992. Essaie de résoudre ces problémes et contrdle tes réponses grace a la grille des solutions ci-dessous.

Questions|1]|2]3]4|5|6]7|8|9[10[11]12[13[14[15[16]17| 18 [19{20]21| 22 |23]|24|25|26|27| 28 |29|30
MINI C|A|D|/E|D|E[B[B|B[A|20|D|5|B|D|B[D| C|D|D|B[435|E|E[{C|A|[D|600|D|E
MAXI D|D|C|D|C[C|C|B|20[A[A|C[20[A[B|C[A|250E|B|B| B |A|E|C|C|C|36|E|D

Rappel des dates importantes:

o Mercredi 11 mars 1992: demi-finale o Mercredi 29 avril 1992: finale
e Samedi 23 mai 1992: proclamation des résultats

OLYMPIADES INTERNATIONALES

En 1991, la Belgique était représentée par 3 étudiants francophones [f] et 3 étudiants néerlandophones
[n]. Trois d’entre eux ont obtenu une médaille de bronze (Etienne DE POORTERE [f], Francois GLINEUR
[f], Mario PICKAVET [n]), les trois autres (Bert SEVENHANT [n], Jérome LOUVEAUX [f], Stefan
DELCROIX [n]), une mention honorable (mention accordée lorsque l'étudiant obtient le maximum a au
moins une question ).

Un des médaillés, Francois GLINEUR, a écrit pour Math-Jeunes ces quelques lignes:

Depuis 1959, une compétition mathématique internationale réservée auz éludiants est organisée annuellement: 1l
s’agit des O.M.I, en d'autres termes des Olympiades Mathématiques Internationales. L'an passé, celles-ci se sont
déroulées en Suéde, plus précisément a Sigluna, au nord-ouest de Slockholm et, comme il se doit, la Belgique y a
participé.

Tout d'abord, quelques chiffres: U'O.M.I. rassemble 312 participants, provenant de 54 pays différents, réunis
pendant une semaine. L’épreuve en elle-méme comporte deux séances. chacune d'elles est consacrée d résoudre 3
problémes (difficiles) en 4h30. Chaque pays peut présenter 6 participants; notre petil pays envoie 3 francophones et
3 néerlandophones.

Mais ce formidable événement est bien plus qu'une simple compélition: ¢’est surtout la renconire de 300 jeunes
venant de pays aussi éloignés que la Chine, le Brésil, la Grande-Bretagne, U'Algérie ou la Nouvelle-Zélande, qui
vont pouvoir disculer enire eur aussi bien de politique, de musique que de sport ou de mathématiques (bien sir).
De plus, les nombreuses excursions organisées oni égalemeni permes aur concurrents de découvrir les chemins de
ce pays trés accueillant qu’est la Suéde.

Passons maintenant auz résultais: le trio de 1éte se compose, dans l'ordre, de 'URSS, de la Chine et de la
Roumanie (en effet, bien que l'épreuve en elle-méme soil individuelle, le classement s’effectue en fonction des
résultats de I'équipe entiére). Quant a la Belgique, elle a trés méritoirement décroché une 22éme place (la meilleure
jamais oblenue depuis qu’elle participe), tandis que 3 de ses membres (dont 2 francophones) recevarent une médaille
de bronze. Alors, si Uaventure vous tente, sachez que les O.M.1. se dérouleront cetle année @ Moscou ef en Turquze
Uannée suivante et qu'il faudra bien sir véaliser un irés bon résultat aur Qlympiades (belges, celle fois), pour pouvoir
étre sélectionné.



Jeu de I'hexagone et de la marguerite

Ce jeu de codage et décodage inventé par un belge, Jean-Pierre LABRIQUE, utilise une grille de cases
hexagonales que nous limiterons & 37. Le codeur colorie alors un certain nombre de cases.

Figure 1 Figure 2

La marguerite (figure 2) comportant 7 trous est alors utilisée de la maniére suivante: le trou central
est appliqué successivement sur chacune des 37 cases de la grille; & chaque fois on compte le nombre
de cases coloriées dans la marguerite et on reporte ce nombre dans la case centrale.

A partir de la grille de la figure 1, on obtient la grille codée de la figure 3.

Figure 3 Figure 4

Le jeu consiste a retrouver, & partir de cette derniére grille, la configuration initiale.

Remarquons que chaque case intérieure posséde 6 voisines, donc un support hexagonal comme celui de
la figure 3 peut trés bien convenir, mais n’est sans doute pas facile & reproduire. Comme tu disposes
certainement de feuilles quadrillées, je te propose d'utiliser le dessin de la figure 4 ou chaque carré
est représenté a l'aide de 4 petits carrés de ta feuille, il suffit alors & chaque ligne de décaler d’un
petit carré pour reproduire sans difficulté une telle grille et jouer avec un copain a ce jeu de codage et
décodage.

Reéférence: Pour lu Science, n° 44






