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Ne cherchez pas trop loin le PGCD de deux
éléments de la suite de Fibonacci: il se trouve

edans...
Marc Lardinois, Université de Mons

Le plus grand commun diviseur de deux entiers
non nuls a et b, qu’on note pgcd(a,b), est le plus
grand naturel qui divise & la fois a et b. Par exemple,
pged(60,24)=12, pged(34,21)=1, pged(34,8)=2 et
si a # 0, alors pged(a,0)=|al.

On définit la suite de Fibonacei par:

’U,1:1

{uo = 0;
Untl = U +Up—1 VR =1

Ainsi, up = 1, us = 2, ug = 3, us = 5, ug = &,ur =
13, Ug = 21, Ug = 34,

Dans cet article, je vous propose la démonstra-
tion du théoréme suivant:

Quels que soient m et n naturels non tous deur
nuls, il eziste ¢ naturel tel que pged (i, Un )=t
et e=pged (m,n).

Nous devrons faire appel & l'algorithme d’Eu-
clide; le voici pour ceux qui le découvrent! Mais
rappelons d’abord ce qu’on entend par division eu-
clidienne,

Soient a et b deuz naturels non nuls avec b £ a.
Il eziste un seul q naturel non nul et un seul r €
{0,1,...,6 -1} tels quea =b-q+r.

g est le quotient entier et r le reste de la division
euclidienne de a par b.

Nous pouvons méme montrer que, dans ce cas,

ngd(aab) = ngd(bvr)

En effet, si d=pgcd(a,b), il existe a/, b’ naturels non
nuls tels que a = da’ et b = db’ avec pged(a’ b)) =1.
On peut donc écrire da’ = db'q + r, c’est-a-dire
que 7 = d(a’ — ¥'q) est divisible par d. Soit done
7’ tel que r = dr’. On a alors da’ = db'q + dr' ou
encore a’ = b'q + ' puisque d > 1. Si p est un
facteur premier de &, comme pged(a’,d')=1, p ne
divise pas a’. Par conséquent, p ne peut diviser /
sinon, divisant b’ et ¢/, il diviserait a' = b'g + '
ce qui ameénerait une contradiction. Ainsi, le cas
b = 1 étant évident, nous avons pged(t/,r)=1 et
donc pged(b,r)=pged(db’,dr')= d-pged(b’,r')=d.

Remarque(}): I’égalité pgcd(a,b)=pgcd(b,r) reste
valable quel que soit ¢ entier, du moment que

T = a — bg. Cette remarque revétira toute son im-
portance dans la suite de ’article.

L’algorithme dit d’EUCLIDE repose sur litération
de cette propriété: soient a et b deux naturels non
nuls avecrg = b < a

o il existe un seul gy naturel non nul et un seul
€ {0515"-1T0_ 1} telS que a = qo'r0+7-1 et
pged(a.b)=pged(a,ro) =pged(ro,m1)

e il existe un seul ¢; naturel non nul et un seul
rg € {0,1,...,7 — 1} tels que ro = ¢y71 + 7o
et pged(ro,r1) =pged(ry,rz2)

e en général, il existe un seul gx4; naturel non
nul et un seul reyo € {0,1,..., 741 — 1} tels
que 7 = gpi1Tk+1 + Tr42 et pged(rg,riqr)=
pged(Tr41,Tk+2)

Comme la suite des naturels (7 )zen est strictement
décroissante, il existe un entier [ tel que r; > 0 et
ri+1 = 0. Mais alors, pged(a,b) = pged(ro,r1) =
... = pged(ri—1,m) = pged(r;,0) = 7. Par exemple,
60 = 2 x 24 + 12, 24 = 2 x 12 et, par conséquent,
pged(60,24)=pged(24,12)=pgcd(12,0)=12.

Cet algorithme nous permet de traiter d’em-
blée un cas particulier: m = n + 1. Recherchons
pged(tpn41,un) OU 7 est un naturel.

1. Il est évident que pged(us,uz)=pged(ua,uq)=
pged{u;,up)=1.

2. Si n 2 3, la division euclidienne de u,,, par
u,, donne

e ] comme quotient puisque, de u,_1 < U,
on tire:

Untl = Up + Up_1 < Upy + Up
Un41 < 2un
® et u,_1 comme reste.

Ainsi, si n 2= 3, pged(unyrsun) =

ngd(unaunkl)



Donc pged(unt1,tn) = pged(tn,tn_1) = ... =
pged(us,uz) = pged(ug,uy) = pged(uy,ug) = 1. En
conclusion, deux nombres de Fibonacci d’indices
consécutifs sont toujours premiers entre eux.

A présent, observons la suite d’'un peu plus
prés... On remarque, par exemple, que:

ug =21 =5 X3 +3 X2 =us-uq+ ug-us
g =34 =5X5+3 X3 =us-us+ ug-uy
ug =34 =8%x3+5X2=1usg-us+ us-usa
U1 =89 =13 X5+ 8 X3 =ur-us+ ug - Uy

D’une maniére générale, nous allons montrer que:
Quels que soient m et n naturels,

Umgntl = Um4l " Unyl + Um - Un
La démonstration de cette derniére thése nécessite
les notions de matrice 2 X 2 et de multiplication de
ces matrices 2 X 2.

Une matrice 2x2 est un tableau de nombres, tableau
comportant deux lignes et deuz colonnes.

Exemple de matrice 2 X 2: (Lcl 3)

On définit la multiplication des matrices 2 X 2 de
la maniére suivante:

a b s a b\ _ [ad +bc
¢ d ¢ d'/) \cd +de
Tu peux t’amuser & démontrer que cette opération
est associative mais qu’elle n’est pas commutative.
Peux-tu illustrer cette derniére affirmation par un

exemple?
Considérons la matrice 2 X 2 suivante:

_ 1 1 _ Uz Uy
F=(10)=(m W)
sances successives.
: (11 1 1y _ (2 1
Par=(y o)< (i o)=(0 1)
(2 3)
o Ug U7
Par associativité du produit matriciel:
2 (21 11
Fox F ‘(1 1)\ 0) 7
_ ('Uq U3
 \ug ug
3 2 11 5 3
4 = F3 = =
o xEF=1y9 1)*\1 o 3 2
_ (us U4
o \ug ug
Démontrons par récurrence que, quel que soit v

v
naturel non nul, F¥ = (1 1) = [ HoFt W
1 0 Uy — Uy—1

ab’ + bd’)
cb' 4 dd’'

et calculons ses puis-

F? =

—

FS
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e nous avons constaté que cette égalité était
vraie pour les premiéres valeurs de v

e supposons qu’elle est vraie pour v = k et mon-
trons, & partir de 1a, qu’elle est encore vraie
pour v = k + 1, ce qui suffit & achever la dé-
monstration (mais oui, réfléchis bien!)

NS UR ALV A I
(18 =G o) x(o)
()< )
up  Uk—1 1 0
(par hypothése)
(’U«k+1+uk uk+1>
Uk + Uk—1 Uk

[ k42 Uk+1)

B (uk+1 Uk
(par définition de la suite de Fibonacci)

Finalement, nous avons prouvé que si v est naturel
non nul, alors

(o) =% )

1 0 Uy Uy—1

En utilisant cette égalité matricielle dans le cas par-
ticulier suivant:

] 1 1 m—+tn+2
( Um+n+3 Um+n+2 ) o ( ) —
Um4nt+2  Umtntl 10

m4+1 n+1
(1 (1]) X (1 [1]) , C'est-a-dire

(um+n+3 H-m+n+2) —
Umtnt+2  Umtntl

(U'm+2 um+1) X (“n+2 un-l—l) _

Um+1 Um Un+1 Un

(um+2un+2 + U t1Unt1  Um42Untl T Umt1Un )
Umn+1Unt2 T UmUn41 Um41lnt1 T UmUn

Lidentification des éléments situés en seconde
ligne, seconde colonne, donne bien:

Umtntl = Umt1 * Untl T Um " Un

Servons-nous de cette nouvelle relation pour trai-
ter un second cas particulier: m = tn ou t est un
naturel et n un naturel non nul.

e sit=0, pgcd(uo,un):pgcd(o,uﬂ):un

e si t est non nul, démontrons par récurrence
(encore) sur t, que ¢, est multiple de u,

& sit =1, on atrivialement t1., = Un
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# supposons l’assertion vraie pour t = k,
c’est-a-dire que ug, est multiple de U, OU
encore U, = Qun, Ol & est un naturel;
nous allons montrer que U(k+1)n est mul-
tiple de u,:

Ulk+1)n = Ukntn = Ukn—14nt1l
= Ukn—141Un41 + Ukn_1Un
= UknUny1 + Ukn—1Un
= QUplUnyy + Ukn—1n,

= Up - (QUpyy + Upp_q)
et ainsi, U(k+1)n €st bien multiple de u,,.

Nous avons donc montré que u,, est multiple de
%n, quels que soient ¢ naturel et n naturel non nul;
cela revient & dire que pged(ten,un) = Uy,.

Nous allons & présent calculer en toute généralité
pged(en, ,u, ). Pour fixer les idées, supposons que
nELm=gqn+r avec m, n et g naturels non nuls
etre{0,1,...,n—1}.

Nous avons:

Um = Ugntr = Ugn " Upp1 + Ugn—1 -~ Ur

Comme u,, est multiple de Un, il est per-
mis d’utiliser la remarque (1), en divisant u,,
par u, et en prenant 3931:'-4‘—1 comme “quo-
tient”. Le “reste” étant Ugn-1 * Uy, ON peut écrire
PEcd(Um,us) = pged(Un,ugn—y - u,).

Soit p un facteur premier de Ugn—1. Puisque
Pgcd(ugn,tgn_1)= 1 (ils sont d’indices consécu-
tifs), p ne divise pas %gn. A fortiori p ne peut
diviser u, qui est un diviseur de Ugn. Alnsi,
Pged(tn, Ugn_1 - uy) = pged(un,u, ).

Nous avons donc pged(wum,,u,) = pged(uy,u,) on
T = 11 est le reste de la division euclidienne de m
par n = r,. En appliquant I’algorithme d’EucLIDE
a m et n, on obtient successivement, en utilisant la
notation vue plus haut:

m>n=r0>r1>r2>...>r1_1>n>r1+1:0
En itérant ce raisonnement, il vient:

pged (U, un) = pged(trg, un,) = ...
pged(ur,_,, 1y, ) = pged(u,,,0)

= u"r

l

ou ry=pgcd(m,n), évidemment.
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Une promenade parmi les inverses des diviseurs

d’un nombre

Maurice Famelart, Institut Sainte-Claire, Soignies

L’écriture des nombres dans le systéme décimal
nous est familiére. Cependant, dans pas mal de pro-
blémes d’arithmeétique ou, a un niveau plus élevé, de
théorie des nombres, il est souvent utile de décom-
poser les nombres en leurs facteurs premiers. Avant
de présenter un résultat qui concerne les inverses
des diviseurs d’un nombre, il est bon de rappeler
les quelques notions qui suivent.

Préambule

e Nous travaillons dans l’ensemble No =
{1,2,3,...}; dans cet article, dans le but
d’alléger le texte, nous appellerons entier tout
élément de cet ensemble.

e Un entier a est divisible par un entier b s’il
existe un troisiéme entier ¢ tel que a = bc. On
dit que b est un diviseur de a. Remarquons que
c est également un diviseur de a. Nous tradui-
sons cette situation en disant que b et ¢ sont
des diviseurs associ€s de a.

e Un entier p est premiers’il posséde exactement
deux diviseurs: 1 et p.
Tout entier supérieur a 1 et non premier est
appelé composé. 1 n’est ni premier ni compose.

e Deux entiers a et b sont dits premiers entre
euz, ce qu’on note (a,b) = 1, si leur seul divi-
seur commun est 1.

e Théoréme fondamental de 1’arithmeé-
tique
Tout entier n différent de 1 s’écrit de maniére

unique
— M2 a2 a
n-—pll'paz ‘...'p.rr

ot p; < pg < ...< p, sont des premiers,
a; >0pouri=1,2,...,7;r 21

Cette écriture s’appelle forme standard de n.

En fouillant bien au tréfond de sa mémoire, cha-
cun se rappellera sans doute le schéma:

453600
226800
113400
56700
28350
14175
4725
1575
525
175

35

7

1

O I, B CRNSCRY JUR U SR L S S

qui permet d’écrire:

453600 = 25 x 3* x 52 x 7

La fonction “nombre des diviseurs
de n”

Soit n un entier; désignons par v(n) le nombre de
ses diviseurs (y compris 1 et n). Essayons d’évaluer
cette fonction v(n).

e si n = p°, ol p est premier, ses diviseurs sont
1,p,p?,...,p* et leur nombre

vin)=a+1

e sin =a-bavec (a,b) =1, tout diviseur d den
sera de la forme d = o -3 oil @ est un diviseur
de a et A un diviseur de b. On obtiendra donc
tous les diviseurs de n en multipliant chaque
diviseur de a par chaque diviseur de b, ce qui
conduit au résultat

v(a-b) = v(a) x v(b) si (a,b) =1

Par conséquent, nous pouvons €noncer:

Sin = pipl2.--p (forme standard)

alors

y(n):(a1+1)x(a2+1)x---x(ar+1)

Exercice: Utilise cette formule pour différentes
valeurs de n et vérifie qu’elle donne bien le bon
résultat.
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La fonction “somme des diviseurs
de n”

Désignons-la par o(n) et tentons également de
Pévaluer.

® sin = p?%, ol p est premier, ses diviseurs sont
1,p,p%, ..., p% et leur somme

U(n):1+p+p2+...+pﬂ

Certains parmi vous ont peut-&tre reconnu
dans cette expression la somme des termes
d’une progression géométrique de raison p,
somme pour laquelle il existe une “formule”.
Vous pouvez toujours en parler & votre profes-
seur de mathématique, mais, de toute facon,
DOUS pouvons aussi nous en tirer ainsi:

l+p+p*+---+p
pxXo(n) = p+p*+p°+-- 4 prt!
pxo(n)—o(n) = p** —1
(p-1)xo(n) = p**1 —1

o(n) =

® sin =a-bavec(a,b) = 1, notons les diviseurs
de a et b respectivement par

a; = 1,&2,0!3,...,

/BI = 17/827183: o

a; =aou s = v(a)

Br=bout=u(b)

Puisque (a,b) = 1, tout diviseur d de n est le
produit d’un diviseur «; de @ par un diviseur
ﬂjdeb:d:aixﬁj

Considérons tous les diviseurs de n obtenus
avec le méme a;; leur somme vaut

S = 0.‘5)(1+045X132+ai>(,33+----{—a'1‘><b
= i X(1+ 82+ 83+---+b)
= a; X o(b)

Opérons maintenant la somme sur tous les o;

possibles; nous aurons ainsi la somme de tous
les diviseurs de n qui vaut

o(n) = o(a-b)
= 1Xo(d)+a;xo(b)+---+ a, x o(b)
= (1+az+ o+ as) X o(b)

o(a) x o(b)

Ainsi

o(a-b)=c(a)x a(b) si (a,b) =1

Il vient donc:

Sin = pi'p3? - --p% (forme standard)
alors
aj+1 az+1 1 ar+l _
O‘(n):pl 1 Py X"'X&————
Py el py—1 pr—1

Exercice: Applique cette formule & quelques en-
tiers.

Un résultat concernant les in-
verses des diviseurs d’un nombre

On appelle moyenne arithmétique de deux nombres
z1 et 25 le nombre A tel que

1
A= 5(131 + .’1,"2)

On appelle moyenne harmonique de deux nombres
z1 et 23 le nombre H tel que

L1,
H 2 I T2
c’est-a-dire
_ 211’?1 Iy  T1°X2
- Ty + 29 A

Ces définitions se généralisent & n nombres:

1
A= E(“’l +zy4 -+ z,)
1 _l(i_f_i_{,..._{_i)
Hwn:cl T3 Ly

Examinons la moyenne harmonique des diviseurs
d’un nombre n. Pour tout diviseur d; de n, on a
n = d; X d; ot d; est le diviseur associé a d; c’est-
3 dire
a"ullc

1

d n

La somme des inverses % de tous les diviseurs d;
T

de n est donc égale a

/-\
\_-
<
3

1 d:
523;:. By
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La moyenne harmonique H(n) de tous les diviseurs
de n est telle que

1 1 ® 11 em) 10w
H(n)  v(n) ; d;  v(n) n - nv(n)

Mais ZJ(% est la moyenne arithmétique des diviseurs
de n, que nous noterons A(n). Il vient donc

1
H(n)

=~ A(n)

c’est-a-dire

n = A(n) x H(n)

Exemple:
Soit n =60 =22x3x5

v(60) =3 x2x2=12

231 32-1 52-1
60) = _ _
o(60) 51T X3°T X571 Tx4x6 = 168
o(60) 168
A(60) = o
) v(60) 12 14
60 60
Bl = —— = = 5
(60) A(60) ~ 14 4,285714286 . . .
Référence

OYSTEIN ORE, Number Theory and Its History,
Dover Publ. Inc., New York, 1988.
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Math et poésie
indiennes

Y. et G. Noel,
E.N.S. Mons, Université de Mons

Il était une fois un mathématicien et astronome
qui vivait en Inde vers ’an 1150 de notre ére. Son
nom était difficile & prononcer pour nous, pauvres
occidentaux : il s’appelait BHASKARACARYA, mais
on 'appelait plus souvent BHASKARA LE SAVANT.
Or, voici que BHASKARA avait une fille, nommeée
Leelavati. En ces temps-13, la distinction entre ’as-
tronomie et l’astrologie n’était pas bien établie
et méme des savants éminents n’hésitaient pas a
consulter les astres pour décider de la date des éve-
nements importants. Lorsque Leelavati envisagea
d’épouser celui que son coeur avait choisi, BHAS-
KARA établit donc I’horoscope de sa fille et y décou-
vrit avec effroi que le mariage de celle-ci serait dra-
matiquement écourté. Le mauvais sort ne pouvait
étre conjuré que si le mariage avait lieu a4 un mo-
ment trés précis d’un jour bien déterminé.

Alors., BHASKARA reprit confiance. Ses capaci-
tés scientifiques lui permettaient de construire un
instrument de mesure du temps ayant toute la pré-
cision nécessaire. Il construisit ainsi un grand sa-
blier. Le sable s'écoulant trés réguliérement et tres
lentement du récipient supérieur dans le récipient
inférieur marquait de fagon sire 1’écoulement du
temps. Au moment précis ot plus aucun grain de
sable ne traverserait le minuscule canal reliant les
deux récipients, le mariage devrait étre célébré.

Mais voici Leelavati qui s’approche, vient admi-
rer l'outil réalisé par son pére. Elle se penche, une
petite perle se détache de la parure qui orne son
nez, tombe dans le récipient supérieur et se perd
dans le sable. Celui-ci s'écoule plus lentement, le
mariage a lieu en retard... quelque temps apres,
son jeune époux meurt tragiquement ! Pour conso-
ler Leelavati, son pére lui apprend l'arithmétique et
écrit un livre en son honneur.

Nous ne savons si cette histoire n’est qu'une lé-
gende ou si elle est vraie. Au moins deux versions
en existent puisque dans 1'Histoire des Mathéma-
tiques de SMITH, ce n’est pas un sablier qui sert a
mesurer le temps, mais une tasse percée d’un petit
orifice qui flotte sur de 'eau et s’y enfonce lente-
ment. Dans les deux versions, ¢’est une perle perdue
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par Leelavati qui obstrue partiellement ’orifice et
entraine le retard fatal.

Mais méme si notre histoire n’est qu'une légende,
BHASKARA a bien existé et écrit un ouvrage nommé
Leelavati. Le livre commence par une adresse aux
dieux :

Salut a toi, étre a téte d’éléphant, qui
insuffles la joie dans Uesprit de tes ado-
rateurs, qui aplanis les difficultés de ceux
qui font appel a toi, toi dont les pieds sont
révérés par les dieuz !

L’ouvrage traite du calcul avec des entiers, des
fractions, de la régle de trois, des régles commer-
ciales, des intéréts, des séries, des permutations,
des mesures, de 1’algébre élémentaire. On y cons-
tate que ’emploi du 0 n’est guére maitrisé. On y
trouve aussi de beaux problémes récréatifs, présen-
tés sous forme poétique. Nous en avons sélectionné
quelques-uns : (1)

1. O jeune fille, voici un groupe de cygnes ! %

fois la racine carrée de leur nombre jouent au
bord d'un étang. Les deux derniers se livrent
dans l'eau a une parade amoureuse. Quel est
le nombre total de cygnes ?

2. O tendre jeune fille, sur un lac se trouvent un
certain nombre de cygnes ! 10 fois la racine
carrée de ce nombre sont partis &4 Manasa Sa-
rovar a l'arrivée des pluies. % du nombre se
sont envolés vers la forét de Shtala Padmini.
Trois couples de cygnes sont restés prés du lac.
Combien y avait-il de cygnes ?

3. A lintérieur d’une forét vit une bande de
singes. Le carré du huitiéme de leur nombre
total jouent avec enthousiasme. Les 12 singes
restant sont sur une colline. Combien y a-t-il
de singes ?

4. O Mathématicien, une perche de bambou
haute de 32 cubits se dresse sur un sol hori-
zontal. Une tempéte secoue la perche, la brise.
Les deux parties de la perche ne se séparent
pas, mais le sommet vient exactement toucher
le sol & 16 cubits de la base. A quelle hauteur
la perche s’est-elle brisée ?

5. Sur un pilier de 9 cubits de haut est perché un
paon. Il apergoit un serpent se dirigeant vers

(*) Mais la traduction n’est plus trés poétique !

son trou situé a la base du pilier. Au moment
ou le serpent est & 27 cubits de son trou, le
paon fonce dessus. Si les deux animaux se dé-
placent 4 la méme vitesse, & quelle distance du
trou le serpent sera-t-il attrapé ?

6. Dans une mare peuplée d’oiseaux, le sommet
d’une tige de lotus est situé & un demi cubit au
dessus du niveau de I'eau. Poussée par le vent,
la tige s’incline. Le sommet disparait totale-
ment dans ’eau, & une distance de 2 cubits.
Quelle est la profondeur de la mare ?

Ces problémes sont reproduits d’aprés un article
de SaHIB RAM MANADAN, publié en 1978 dans
la revue Mathematics Teacher (India), Vol. N° 14,
pages 138-139. Peux-tu les résoudre 7 Et qu’est-ce
qu’un cubit ?
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Une approche des objets fractals

Michel Ballieu, Athénée de Binche

Introduction

Figure 2

Si nous regardons des objets fractals, comme ceux
des figures 1 ou 2, nous n’en avons qu’une per-
ception statique qui nous fournit peu de renseigne-
ments sur la naissance et l’évolution de la struc-
ture. Or il arrive fréquemment, en botanique par
exemple, que 1’on s’intéresse a autre chose qu’a la
complexité de la plante : 2 son mode de croissance,
entre autres... Il en est de méme pour une mon-
tagne dont la géométrie est le résultat d’une activité
tectonique ancienne n odulée par une lente érosion.
Discuter d’objets fractals tout en ignorant le pro-
cessus dynamique qui a créé 'objet n’est pas tres
intéressant ! On peut évidemment craindre de plon-
ger dans une horrible complexité mathématique
liée & la complexité de 1’objet lui-méme... L’une
des nombreuses surprises que réservent la géomé-
trie fractale et la théorie du chaos est que, sou-
vent, un processus trés simple est a l’origine d’un

“motif’ complexe, ce qui peut également s’expri-
mer ainsi : la simplicité d’un processus ne doit pas
laisser croire qu'il est toujours aisé d’en interpréter
les conséquences.

Le principe du “feedback”

Ce principe est fondamental dans toutes les sciences
exactes; introduit notamment il y a quelque trois
cents ans par Sir Isaac NEWTON et par Gottiried
Wilhelm LEIBNIZ, sous la forme de lois dynamiques,
il permet par exemple de déterminer la position et
la vitesse d’une particule 3 un instant donné, a par-
tir de leurs valeurs respectives 4 l'instant précédent.
Le processus peut étre discret (évolution de jour en
jour, d’année en année,... comme en botanique ou
en géologie) ou continu (intervalles de temps infini-
tésimaux, par exemple, lors de 1’étude du mouve-
ment en dynamique). Le feedback ou itérateur peut
se schématiser ainsi :

= f () Xe 41
Figure 3
Quelques exemples :
e si f(z) = 3(z+2),en initialisant o a 1, pour

a = 2 le processus engendre la suite

g = 1

i = %(14—%):‘—‘32 =15

53, = %(%+%):;(%+%):1,41666...

iy = %(g %):% %+f—"‘7-):1,41421...

qui tend vers V2.
Certains, peut-étre a tort, désignent ce proces-
sus sous le nom d’algorithme de Babylone pour
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la recherche de la racine carré de a (en fait, on
n’est pas certain qu’il était connu des babylo-
niens).

e si la fonction f est une fonction de deux va-
riables réelles a valeurs dans R2, c’est-i-dire
une application de
RZ — R? : (xnayn) —  f2, yn) =
(xn+17yn+l)
ou

{ Tnt1 = Un .
Ynt1 = Tu+ iy, Figure 5

alors, en initialisant 2o 3 0 et o 4 1, on obtient Ls€ triangle de Sierpinski

la suite des couples:

(0,1), (1,1), (1,2), (2,3), (3,5), (5,8), (8,13), ...
La suite des y,;: 1, 1, 2, 3, 5,8, 13,... est cé-
leébre et connue depuis prés de huit siécles, on
I’appelle suite de FiBoNACCH : 5 F, ..
(une histoire de lapins. . . tu te rappelles 7) KE-
PLER (1571-1630) a remarqué que le quotient
T2 tendait vers 145 — 1, 618033989 .. sou-
vent désigné sous le vocable de nombre d’or ou
de proportion divine; c’est un rapport qui a pas
mal obsédé les “Anciens” et, par suite les hu-
manistes de la Renaissance. Nous ajouterons
encore qu’on retrouve cette proportion dans le
pentagone.

Il s’agit d’un exemple qui illustre un aspect impor-
tant de la géométrie fractale. Considérons un rec-
tangle et soumettons-le & 1’action d'une photoco-
pieuse (réduction multiple) munie de trois lentilles.

e itération par photocopie (réduction simple);

Figure 6

Recommengons le méme type d’itération avec une
autre forme

NOTM iy e

NCTINCTH o g,

Figure 4

Figure 7

e itération par photocopie (réduction multiple) Nous avons ici un processus qui produit un en-
C’est-a-dire au moyen d’une photocopieuse mu-  semble de résultats tendant vers un objet final indé-
nie de plusieurs lentilles (trois, dans le cas de pendant de la maniére dont démarre le processus;
la figure 5). cette propriété s’appelle la stabilite.
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Solution des jeux Grille des moyennes (par C. Pa-

rent)
) 2|8 6 | 2
Jeu de I’hexagone et de la mar-
guerite 3|4/|6]8 718143
50541 50421
7| 4 410




A part des monstres tels que le triangle de Sier-
pinski, quels sont les types d’images que on peut
obtenir grice & un tel procédé ? La réponse est
étonnante... Il y a énormément d’images “natu-
relles” qui sont engendrées au moyen d’une pho-
tocopieuse du type décrit ci-dessus!

Une généralisation

Dans les deux exemples qui précédent, chaque len-
tille de la machine agit comme une similitude, ce
qui signifie que I'image d’un carré est un carré, celle
d’un triangle avec trois angles donnés est un tri-
angle semblable c’est-i-dire avec les trois mémes
angles,... seule change I'échelle de I'image. Si
on considére deux points de 'objet et leurs images
respectives, le facteur de réduction est constant
quels que soient les deux points choisis. On peut
généraliser ceci en utilisant des lentilles opérant
des réductions de facteurs distincts dans les dif-
férentes directions du plan, par exemple une ré-
duction de % dans la direction horizontale et de
% dans la direction verticale. Les figures ne sont
alors plus semblables : on a introduit ce que ’on
appelle des étirements. L’'image d’un carré est
un rectangle, celle d’un triangle avec trois angles
donnés est un triangle avec des angles qui peu-
vent etre différents,... Ces transformations géomsé-
triques portent le nom d’affinités. Notons qu’une
affinité transforme une droite en une droite. On
peut montrer que, dans le plan muni d’un repére
ory, toute application

R? — R?: (z,9) — (<',¥)

az + by +e
= cx+dy+ f

avec a,b,c,d,e, f € R et ad — bc # 0 est une affi-
nité.

—
Q\ H‘I-
I

Cette notion d’affinité sera précisée plus tard.

Et si nous laissions faire le

hasard. ..

Les exemples qui précédent sont trés déterministes
car la fonction f est choisie une fois pour toutes;
on peut étre tenté de combiner “déterminisme” et
“hasard”... Supposons que dans l'unité “proces-
seur”, nous disposions d’un “réservoir de formules”

a1

et d'une “roue de la fortune” ou plus simplement
d’un “dé” qui va sélectionner une formule au ha-

sard.

f1 (x,)
a=  flx)
filx,)

Figure 8

Alors 1a, bonjour les dégits, me diras-tu ! C’est
d’ailleurs ce que Michael F. BARNSLEY a appelé le
Jeu du chaos...

Eh bien, non... Pas de panique ! C’est une
autre des surprises que nous réserve la géométrie
fractale... En guise d’introduction, nous te pro-
posons ce qui suit :

Prends une feuille de papier et un crayon. Marque
trois points sur la feuille, appelons-les 1, 2 et 3 :
ce sont les points que nous qualifierons de base.
Munis-toi d’un dé et associe les faces 1-6, 2-5 et
3-4 et commence alors le jeu. Marque un point au
hasard sur la feuille puis jette le dé, s’il affiche par
exemple 2 ou 5, considére le segment joignant ce
point au point de base numéro 2 et marque le mi-
lieu de ce segment. Jette a nouveau le dé, s’il affiche
par exemple 3 ou 6, considére le segment joignant
le dernier point marqué au point de base numéro 3
et marque le milieu de ce segment. Continue le jeu
en procédant toujours de la méme maniére. . .

Bon courage ! Ou alors, essaie de faire réaliser cela
par ton ordinateur préféré... Qu’obtiens-tu?

Si tu as eu beaucoup de patience ou que tu
as bien programmé, le résultat doit te rappeler
quelque chose et si tu en es arrivé 1a, pose-toi donc
la question suivante : quel rapport tout ceci a-t-
il avec les similitudes et affinités dont nous avons
parlé plus haut ? Nous laissons cela & ta réflexion
et, si tu ne vois vraiment pas, nous te donnons
rendez-vous dans le prochain Math-Jeunes qui te
réserve de nouvelles surprises fractales.
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Solutions du rallye
problémes (n° 53)

Claudine Festraets

Je remercie tous les lecteurs qui m’ont fait par-
venir leurs solutions et en particulier, je félicite les
éléves de la classe de troisiéme C de ’Athénée Royal
de Mons pour la qualité de leur travail.

Le probléme ml a donné lieu & de mauvaises
interprétations: certains ont cru qu’il fallait addi-
tionner les nombres de un & un milliard, d’autres
qu'il fallait compter leurs chiffres. Les problemes
m2 et m3 ont été fort bien résolus par la plupart.
Les éléves de sixiéme qui ont résolu le probléme
M1 ont utilisé la grosse artillerie (dérivées, ...},
les plus jeunes s’en sont fort bien passé et la solu-
tion est alors plus claire et plus directe. Le probleme
M2 n’a pas inspiré beaucoup de lecteurs; deux so-
lutions seulement sont complétes et correctes, mais
’une, fort longue, utilise des coordonnées et des dé-
rivées partielles et 1’autre fait usage de 'inversion.
Par contre, j’ai requ beaucoup de bonnes solutions
au probléme de construction M3; toutes sont astu-
cieuses, mais faute de place, je ne publierai ci-apres
que la plus simple.

m1 Solution des éléves de 3éme C, Athénée Royal
de Mons.
de 00 4 99, il y a 100 nombres de 2 chiffres,
donc 200 chiffres;
de 000 4 999, il y a 1000 nombres de 3 chiffres,
donc 3000 chiffres;
suivant ce méme raisonnement, nous avons:
de 000 000 000 a 999 999 999, il y a 1 000 000 000
nombres de 9 chiffres, donc 9000 000000
chiffres et les chiffres 0,1,2,...,9 sont égale-
ment répartis. Chaque chiffre apparait donc
900 000 000 fois. D’ou la somme des chiffres
vaut

900000000 x (04+1+2+---+9)=
900 000 000 x 45 = 40500 000 000

4 quoi il faut encore ajouter la somme des
chiffres de 1000 000 000, soit 1.

La somme totale de tous les chiffres utilisés
pour écrire tous les nombres de un & un mil-

liard (inclus) vaut donc 40 500 000 001.



m2 Solutions de VIEIRA RAMOS MIGUEL (13 ans),

m3

Collége Notre-Dame & Tournai et FREDERIC
BourGEOIs (16 ans), Collége Saint Michel 3
Bruxelles.

Deux cas sont possibles:

1. La fourmi et le grain de sucre sont situés
d’un méme coté de 1'axe de symétrie du verre.
Dans ce cas, il suffit d’additionner la distance
de la fourmi au bord supérieur du verre et celle
du bord supérieur au grain de sucre. La lon-
gueur du chemin le plus court est 2 cm + 4 cm
= 6 cm.

2. La fourmi (F) et le grain de sucre (§) sont de
part et d’autre de I’axe de symétrie du verre.

Déroulons la surface latérale du verre cylin-
drique pour obtenir son développement (voir
ci-dessus).

Le plus court chemin de F & S est le plus court
chemin de F’ & §; c’est I’hypoténuse d’un tri-
angle rectangle dont les cotés de 1’angle droit
mesurent 2 cm + 4 cm = 6 cm et 37 cm (le
cercle complet mesure 67 cm puisque son dia-
metre vaut 6 cm).

Le plus court chemin est donc /62 + (37)2 cm
=11,1725... cm, soit 11,1 cm ou 11,2 cm & 1
mm prés par défaut ou par excés.

Dans les deux cas, ’épaisseur du verre est
considérée comme négligeable.

Solution de SHIN JONATHAN OSWALD (16
ans), Athénée Robert Catteau & Bruxelles.
Désignons par

e A la petite poulie,

e B la grande poulie,

® v4, vp leurs vitesses respectives (en
tours/s)

® t4,tp les temps (en secondes) mis respec-
tivement pour faire 5 tours.
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400 20
400 tours/min = — tours/s = — tours/s
60 3
On a donc

va = vp+ 4

itig = t4+1
5
V4 = T
¢
g = E
: 5 _ _5 20
ce qui donne G AT

c’est-a-dire 4t4 4+ 414 — 3 = 0. Alinsi 14 = 3

d’ott

va=+ =10et vp = =

vl OV

Les vitesses respectives des deux poulies, en
tours/min, sont donc

10 x 60 tours/min = 600 tours/min
et 12 x 60 tours/min = 200 tours/min

M1 Solution de SEBASTIAN LEROY (14 ans), Ins-

titut Saint Boniface-Parnasse a Bruxelles.
Soient x et y les dimensions de la base du buil-
ding et z sa hauteur (mesurées en métres).

Si on perd une unité de chaleur par métre carré
par le sol, on perd 5 unités de chaleur par métre
carré par les murs et le toit.

Par le sol, on perd 1 -z -y unités de chaleur,
par le toit, on perd 5 -z - y unités de chaleur,
et par les murs, on perd 2(5zz + 5yz) unités
de chaleur.

La perte totale est

FP; = 6zy+ 10zz + 10y=2

P, doit étre le plus petit possible et pour cela, il
faut que les trois termes aient la méme valeur.
En effet, leur produit vaut

6xy - 10zz - 10yz = 600z%y?z?
= 600 - (75000)2
= 3,375- 102

car le volume du building est égal a a2yz =
75000.
D’autre part, la moyenne arithmétique de deux
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ou plusieurs nombres est supérieure ou égale a
la moyenne géométrique de ces nombres:

6zy + 10zz 4+ 10y=
3

\3/6xy -10zz - 10y=

§/3,375. 1012

15000

W

VoW

et I’égalité a lieu si et seulement si ces nombres
sont égaux.
Donc P; est minimum lorsque

bzy = 10xz = 10y=z

6zy + 10xz + 10y=z
3

= 15000

Dela,ontirey=12,z= %3: et

3
6x% + 10 - gmi’ + - %3:2 = 45000

18z% = 45000
a? = 2500
et z =50, y="50,z=%-50=30
Les dimensions du building sont donc: 50 m de
long, 50 m de large et 30 m de haut.

Considérons la rotation d’axe AD qui applique
C sur C”’ telle que C' appartient au plan ABD
et est situé dans le demi-plan de bord AD et
ne comprenant pas B.

Appliquons le théoréme de PTOLEMEE au qua-
drilatéere ABD(": la somme des produits des
cOtés opposés est supérieure ou égale au pro-
duit des diagonales.

|AB|-|C'D| + |AC’| - |BD| > |AD| - |BC"|

Or la rotation conserve les longueurs, donc
|C'D| = |CD| |AC’| = |AC]|

et |C'B| = |C'E|+|EB| = |CE|+|EB| > |CB|
(inégalité triangulaire)

D’otl, on a bien

|AB|-|CD| + |AC|-|BD| > |AD|-|BC|

(remarquons que l'égalité ne peut avoir lieu
que si le tétraédre est dégénéré: les quatre
points A, B, D, C sont dans un meme plan
et forment un quadrilatére inscriptible).

M3 Solution de CAROLINE RODEGHIERO (15 ans),

Institut Sainte Marie & La Louviere.
Tragons les droites BO et CO; elles coupent le
cercle respectivement en V' et U.

Le quadrilatere BCVU est un rectangle, car
les triangles BCV,CVU,VUB, UBC, inscrits
dans un demi-cercle, sont rectangles.

1l reste & construire la droite paralléle a BU et
4 C'V passant par A pour trouver la hauteur
AA issue de A.

La droite AB coupe CV en D, la droite AC
coupe BU en E. Joignons D et E; cette droite
coupe BC en M.

Par M, menons une droite quelconque qui
coupe BU et C'V respectivement en F et G.
Joignons BG et CF; ces deux droites se cou-
pent en K. La droite AK est paralléle aux
droites BU et C'V (je laisse au lecteur le soin
de le démontrer, ce qui ne présente aucune dif-
ficulté lorsque l'on remarque les nombreuses
paires de triangles semblables de la figure).
On a ainsi tracé la hauteur AA’ issue de A;
le méme procédé permet de tracer la hauteur
BB’ issue de B et le point d’intersection de
AA’ et BB’ est Vorthocentre H demandé.
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C. Festraets

Voici les six derniers problémes de ce rallye. En-

= voyez vos solutions & C. FESTRAETS, 36, rue J.B.
Vandercammen, 1160 Bruxelles avant le 24 avril.
Cette date limite est impérative!

m7 Au bureau de poste, un homme acheéte des

mé&

m9

timbres a 1fr, & 2fr, & 5fr et & 8fr. Le nombre
de timbres a 2fr est les % du nombre de timbres
4 1fr et le nombre de timbres & 5fr est les % du
nombre de timbres & 2fr. Combien de timbres
de chaque espece a-t-il acheté au minimum sa-
chant qu’il a payé avec des billets de 1000fr,
qu’on ne lui a pas remis de monnaie et qu’il a
acheté 5 timbres a 8fr ?

Toute personne a, dans son existence, serré la
main a bon nombre d’autres personnes. Prou-
ver que, sur la terre entiére, le nombre de per-
sonnes qui ont serré la main a un nombre im-
pair d’autres personnes est pair.

Un champ triangulaire ABC est bordé le long
du c6té AB par une plaine de jeux et le long
du c6té AC par un bois. On désire tracer
deux routes paralleles au coté B(C' pour re-
lier la plaine de jeux au bois et le propriétaire
du champ voudrait que celui-ci soit partagé
en trois parties de méme superficie. Ou faut-
il tracer les routes (on suppose la superficie
des routes négligeable par rapport a celle du
champ) 7

M7 On dispose d'une piéce de monnaie bien équili-

brée qui, lorsqu’on la lance, ne retombe jamais
sur la tranche. On la lance jusqu’au moment
oll on a obtenu un nombre impair de “faces”
consécutifs suivis immeédiatement d’un “pile”.
Quel est le nombre moyen de jets nécessaires
pour obtenir ce résultat ?
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M8 Soient a, b deux entiers positifs premiers entre
eux. Prouver que [}] + {2—;‘] + 3]+ -+
[Cohe] = 2] 4 [2] 4+ [2] + - + (5 =
E%"'—” ([x] désigne le plus grand entier in-
férieur ou égal a x).

M9 Soit » > 2 un nombre pair. On colorie les
cases d’un échiquier n X n avec ”—22 couleurs
de maniére telle que chaque couleur est utili-
sée pour colorier exactement 2 cases. Démon-
trer que ’on peut placer n tours sur n cases de
couleurs différentes de sorte qu’aucune tour ne

puisse en prendre une autre.

Math-Jeunes n ° 55, 56-57, 1992

Solutions des
jeux-problemes du

n° 54

André Parent,

Lycée de Mouscron

Premieére situation
Le tracé se termine au point m

Deuxiéme situation

A c
D E F|
| J K
LI

Sommet | Degré

Départ ou arrivée

Arrivée ou départ

ZE2H RO QrREOQmE >
BN RN B BN DD W R R NN WD

Une solution:

BADEBCFEIJFGKIJMNKLHG

Troisiéme situation
Les quatre patrons suivants sont solutions:



a7

La figure ci-dessus illustre un trajet possible par-
tant indifffremment de A ou de B pour arriver en
B ou en A.

En tenant compte de la derniére information, nous
savons que le domicile du gardien est 3 1’extérieur

Quatriéme situation

du musée.
Le point de départ est donc la salle B, celui d’arri-
Salle| Degré vée la salle A.
5 Notons aussi qu’il ferme la porte de l'extérieur sans

la franchir.

HOOQ®E »
00 M Gt

Le probléme est possible voici une solution :

AEDECDAEBACBEC

Cinquiéme situation

Salle | Degré

TOoOdEEgaw e
e Y N S O S Ny O
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Jeu de I’hexagone et de la mar-
guerite

A Parent
Horizontalement
1. n®
2. Palindrome carré d’un palindrome
4. Multiple de 83 trés actuel
5. Palindrome puissance d’un palindrome

Verticalement

1. Multiple de 37

2. Carré parfait—-Multiple de 7

3. Carré parfait palindrome

4. Multiple de 9 — Chacun de ses chiffres est carré
parfait

5. Multiple de 107

Grilles des moyennes (par C. Pa-
rent)
Compléte les grilles ci-dessous en inscrivant dans

chaque case vide la moyenne arithmétique des
quatre cases adjacentes.

218 6 | 2
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OYMBIADE
MATHEMATIOUBBEIGE

Eliminatoire 1992

Le mercredi 22 janvier dernier, arrivant par grappes
et le front soucieux, des jeunes, munis de stylos et
d’enthousiasme, gagnaient des salles de classe hos-
pitaliéres, ou ils allaient se livrer & un exercice ardu
mais fort enrichissant : 1’éliminatoire de 1’Olym-
piade Mathématique.

On dénombra ce jour-1, recensant les divers lieux
ou I’épreuve se déroula, 9967 éléves (2727 en lére,
3175 en 2éme, 4065 en 3éme) répartis dans 266
écoles pour I’épreuve MINI et 6715 éléves (2290 en
4éme, 2200 en 5éme, 2225 en 6eme) répartis dans
275 écoles pour 1'épreuve MAXI.

Tu en étais, bien siir, et pour te permettre de
situer ta performance, je te propose ci-dessous les
histogrammes nationaux, accompagnés de la solu-
tion a quelques problémes qui semblent avoir farou-
chement résisté & certains concurrents.

Question 14 Maxi

Remarquons que 22 est un multiple de 7+ 1 ce que
nous noterons :

22=M7+1

De méme, 55 est un multiple de 7 + 6 ou
encore un multiple de 7 — 1. Nous noterons :
3 =M7-1
Remarquons encore que Vn € N, : (M7 + 1)" =

MT+1 et (M7 —1)" = M7+ (-1)"

Dés lors,

I8 . R -

Il

(M7+1)P(M7-1)2 -1
(MT+1)(MT+1)—1
= M7T4+1-1=M7

La bonne réponse est donc @

Question 18 Maxi

Si I'on note z le nombre de cochons achetés par
le marchand, alors le prix d’achat par cochon est

- 00—0 00
000 00
—————0000
@80 00
—e0—000

P. Van Elsuwé
@F et, avant la Saint-Nicolas, le prix de vente
par cochon est (&;D + 5)F.

Le marchand en a vendu (z — 20) a ce prix et
les 20 derniers a 0,9 - %F chacun. La mise en
équation du probléme est :

(z —20)(£20 + 5)+20-0,9- 250 = 6250 + 1100
Cette équation, apres simplification, est équivalente
a I’équation z% — 240z — 2500 = 0 dont les solutions
sont * = 250 ou x = —10.

Seule la solution 250 est acceptable. Il a donc acheté
250 cochons en massepain.

Question 19 Maxi

Appelons L = |mn| = |lu] = |lum| = 2|mv| = 2|vn|

i 3 2L L2
L’aire du triangle Imv vaut —52% = -
L’aire du triangle umv vaut ‘%Q = LT?
Comme ces deux aires sont égales, nous en dédui-
sons (en soustrayant l'aire du quadrilatére umuvs)
que les aires des triangles [us et nvs sont égales.
Les triangles smv et snv ont méme aire (bases de
longueur égale |mv| = |vn| et hauteur commune).
De méme, les triangles lus et wms ont méme aire
(bases de longueur égale |lu] = |um| et hauteur
commune).
Dés lors, les quatre triangles [us, ums, mvs et vns
ont méme aire.
Cette aire vaut le tiers de 'aire du triangle Imuv
c’est-a-dire %2
On en déduit :

aire(lsnp) = aire(Imnp) — aire(Imv) — aire(svn)
s L= B2 ALX
=N o R B NN
2 6 3
Des lors : )
aire(lpns) % _ 8
aire({mv) L; -

Question 27 Maxi

Notons pr ({a}) la probabilité d’obtenir la face a.
Onapr ({1}) = k-1, pr ({2}) = k-2, pr ({3}) =
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k'3s pr ({4}) =

(k € RY)

Comme la somme de ces probabilités doit valoir 1,

on en déduit que 21k = 1 et dés lors k = 5.

Par conséquent, pr (obtenir un nombre premier) =

e ({2 3 5}) = I ({2}) + pr ({3}) + pr ({3}) =
+ 21 + 3 21

k-4,pr ({5}) = k-5, pr ({6}) =

Question 18 Mini

On a : aire(triangle psr) = £1%m? = 30cm?
Comme les aires des trois triangles psu, suv et svr
sont égales (leurs bases respectives [pu], [uv] et [vr]
ont méme longueur et leur hauteur est commune),
chacune de ces aires vaut le tiers de l’aire du tri-
angle psr.

Par conséquent, l’aire du triangle suv vaut 10 cm?.

Question 22 Mini

Le 1°7 ensemble contient 12 points, le 2¢™€ ensemble
contient 22 points...., le n®™¢ ensemble contient
n? points, le (n + 1)¥”¢ ensemble contient (n + 1)2
points.

Dés lors, pour passer d’un tableau de n rangées a
n points chacune & un tableau de (n + 1) rangées a
(n 4 1) points chacune, il faut ajouter

(n 4+ 1) — n? points = (2n + 1) points

Par conséquent, pour former le 218*™¢ ensemble
a partir du 217°™¢, il faut ajouter (2 x 217 +
1) points = 435 points.

Question 28 Mini

Les bornes rouges sont mises tous les 120m et les
bornes vertes tous les 300m.

La plus petite distance entre deux points du chemin
marqués tous les deux d'une borne rouge et d’une
borne verte est donc de 600m ( le P.P.C.M. de 120
et 300 est 600 ).

Question 30 Mini

A 8h, le grand angle entre la grande et la petite ai-
guille est de 240° . En 20 minutes la grande aiguille
aura effectué une rotation de 1 = 360n =120° et la
petite aiguille une rotation de 375 - 360° = 10°.
Le plus petit angle formé par les deux aiguilles est
donc de (240° —120°) + 10° = 130°.

Demi-finale 1992

Un grand bravo aux 1266 éléves en MINI et 984
éléves en MAXI qui ont réussi & se placer pour la
demi-finale du 11 mars.

Si tu veux te divertir, réponds donc aux ques-
tionnaires des demi-finales que tu as recus avec
ton Math-Jeunes. Tu pourras controler tes réponses
grace a la grille des solutions ci-dessous. Quelques
solutions détaillées te seront proposées dans le pro-
chain numeéro.

Qu. [1]2]3[4[5[6][7] 8 {9]10{11 |12 131415
Min|D|A|C|E|BJA[C| B|[C|B|143|D|CIE|E
Max|B|B|B|C|A|D|{B]|E[E[D|B [C|C|E|B
Qu. [16]17]18[19]20{21]22| 23 |24]25| 26 |27 28(29|30
Min |E|D|D|D|D|[C[6]216{A|{C| E |D|38|E|D
Max E|B|D|D|D|A|B|E|C|E]|B|D|B[D|B
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