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Compter dans un polygone convexe
Jean Michel Slowik, Lycée Robespierre d’Arras

Premier probleme : Dans un polygone con- On notera R(n) ce nombre
vexe a n cOtés, quel est le nombre maximum| *n =4

de points déterminés par toutes les diagonales
& l'intérienr du polygone ? 1
Soit P(n) ce nombre :

enn=4
on compte R(4) =4
AN

on compte P(4) =1 i! 1
5

Wil =3 - 0| *
@ on compte R(5) =11
® N =

on compte P(5) =5

- @

on compte P(6) = 15
Comment compter les points ?
Chaque point est le point de concours de deux

diag_onales. Ce point est donc déterminé par le Attaquons-nous au probléme et racontons un
choix de quatre sommets du n-gone convexe. peu la construction de n = 6 4 partir de n = 5.

Soit la figure du 5-gone :
I1 existe R(5) régions intérieures et P(35) points.
Ajoutons un nouveau point ; n = 6 :

Ils sont au nombre de C;, = (%), soit

on compte E(6) =25

_ n{n—1)(n - 2)(n - 3)

P(n) =

Second probleme : Dans un polygone convexe
4 n cOtés, quel est le nombre mavimum de
reégions déterminées par toutes les diagonales
& [lintérieur du polygone ?




1l apparait trois nouvelles diagonales et un coté ;
celui joignant les deux cdtés adjacents devient
une diagonale.

A Pextérieur du 5-gone apparaissent 4 nouvelles
régions. Et a P'intéricur ? En comptant les
points nouveaux, on trouve P(6)— P(5). Chacun
de ces points se situe nécessairement sur une
des trois nouvelles diagonales.

Examinons la figure : sur la diagonale, les trois
nouveaux points définissent trois segments, a
Pintérieur du 5-gone. Chaque segment est une
nouvelle séparation pour une ancienne région.
Moralité : chaque nouveau point amene une
nouvelle région.

Les nouvelles régions sont au nombre de P(6)—
P(5) et leur nombre total vaut donc
R(5)+ P(6) —P(5)+4=11+15-5+4=25
Tout va bien ! Le compte est bon !
Maintenant, si vous avez compris la technique,
c’est une « rigolade » de la reproduire a lordre
n — 1 ponr l'ordre n.

Le cas n

On part Pun (n — 1)-gone convexe auquel on
ajoute ur n® point, pour former un n-gone
convexe.

Ce n¢ sommet détermine (n—3) diagonales (car
on a retir¢ les deux ¢otés du n-gone). Ces (n—3)
diagonale: déterminent (n—2) régions nouvelles
extéricures au (n — 1)-gone Initial comme pour
n = 6. Et a lintérieur ? Il apparait P(n) —
P(n — 1) points nouveaux qui sont autant de
régions nouvelles comme pour n = 6. Cela fait
P(n) — P(n — 1) régions intérieures nouvelles.
On a en tout :

R(n)=R(n—-1)+ P(n)—P(n—-1)+n -2

On peut écrire :

R(n) = Rn-1) + P(n - Pn- 1)
+ n-2

R(n—1) = R(n-2) + P(n-1) - P(n—2)
+ n-—3

R(l6) R(5) + P®6) - PO
£ 4

R(5) = R@) + PGB - P@
+ 3

En ajoutant membre & membre toutes ces éga-
lités, il vient :

R(n) = R(4)+P(n)—P(4)+(n—-2)+ (n—3)+---+3
ou, en remarquant que

m-2)+@m—-3)+---+3=
[(M-2)+@—-3)+ - +3+2+1]-3

est la somme des (n —2) premiers entiers dimi-
nuée de 3, on a :
nn-H(n-2)(n—-3)
24
- -1
i (n 2)2(r1 ) 5

R(n) = 4 +

ce qui donne, en simplifiant :

(n —1)(n - 2)(n° — 3n + 12)
24
On vérifie que R(4) = 4, R(5) = 11, R(6) =
25 ... Tout va bicn !
Observons de plus prés le cas ou n vaut 0 :

R(n) =

Il existe trois sortes de régions :

e les régions de type « C » qui ont un coteé
commun avec le n-gone ;

e les régions de type « § » qui ont un som-
met commun avec le n-gone, sans avoir
de coté commun ;

o les régions de type « I » qui sont a I’in-
térieur du m-gone, ou mieux, qui n’ont
aucun sommet commun avec le n-gone.



Vous vous attendez évidemment a la question :

Combien sont-elles ?

Troisieme probléme : Dans un polygone con-
vexe a n cOtés, parmi les régions déterminées
par toutes les diagonales a Pintérieur du po-
lygone, quel est le nombre de régions ayant
un c6té commun avec le polygone ?

On notera C'(n) ce nombre.

Quatriéme probleme : Dans un polygone con-
vexe a n cOtés, parmi les régions déterminées |
par toutes les diagonales a intérieur du poly-
gone, quel est le nombre de régions ayant un
sommet commun avec le polygone sans coté

commun avec ce polygone ? .

On notera S(n) ce nombre.
Et surtout

Cinquieme probléme : Dans un polygone con-
vexe a n cOtés, parmi les régions déterminées
 par toutes les diagonales a Iintérieur du poly-
gone, quel est le nombre maximum de régions
nayant aucun point commun avec ce poly-
gone ?

On notera I(n) ce nombre.
La lecture des trois cas étudiés donne :

n (4/5]|6
R(n)|4|11(25
C(n)|4| 5|6
S(n)|0]5 |12
I(n) |0 1|7

Une des réponses est évidente !

puisqu'un n-gone posséde n cotés !

La seconde I'est presque !

De chaque sommet partent (n — 3) diagonales -
qui déterminent (n — 4) régions de type « S ».
Aucune de ces régions n’est comptée plusieurs
fois ; comme il existe n sommets,

S(n) = n(n —4)

Pour le dernier probléme, ...
puisque

Ben, y en a plus,

R(n) = C(n) + T(n) + I(n)
Un calcul monstrueux (faites-le) donne :

nt —6n® —n? +30n + 24
24

I(n) =

Vérifie quand méme I(6) ...

Reéférence :

Probleme de 'E.N.S.A.E., 1976

R.4. CATTAUX
sl
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Les Médailles FIELDS
Michel Ballieu, Athénée Royal de Binche

Tu as déja entendu parler de Prix Nobel. Tu sais
sans doute que ce prix est décerné a des per-
sonnes qui se sont distinguées dans les domaines
de la physique, de la chimie, de la physiologie
et/ou de la médecine, mais aussi en littérature
et plus récemment (depuis 1968-69) en sciences
¢conomiques. Il existe aussi, depuis l'origine,
un Prix Nobel de la paix décerné a celui ou
celle qui a tenté d’agir le plus ou le mieux pour
établir la paix universelle.

Alfred NoBEL était un industriel chimiste sué-
dois qui naquit a Stockholm en 1833 et mou-
rut 4 San Remo en 1896. Aprés avoir
découvert (1) son laboratoire en 1864, grace
a la nitroglycérine (%), il rendit courant I'usage
de cette substance en tant qu’explosif en la
mélangeant a de la silice amorphe (1867).

Par testament, NOBEL disposa d’une partie
de sa fortune colossale pour créer les prix
qui portent son nom. Pour la petite his-
toire, il faut signaler qu’Alfred NoBEL n’ai-
mait pas beaucoup le grand mathématicien sué-
dois MITTAG-LEFFLER. Lors de la création de
« ses » prix, il demanda a ses conseillers si
MiITTAG-LEFFLER était susceptible d’avoir un
Prix Nobel de Maths au cas ou il y en au-
rait un. Comme on lui répondit que cela était
‘ort probable, il décida de ne pas créer de Prix
Nobel en mathématiques.

Cette carence fut compensée en 1932 lors du
Congres International de Ziirich par la création
du prix appelé « Médaille Fields », en hom-
nage au mathématicien canadien John Charles
JIELDS (1863-1932) qui en avait eu Iidée. Les
deux premiéres médailles furent décernées a
deux américains lors du Congres d’Oslo en 1936.
Apres une période trouble (deuxi¢cme guerre
mondiale), le prix est réattribué en 1950. De-
puis 1966, quatre médailles sont décernées tous

(!) découvrir signifie, au sens premier, dter ce qui
couvrait, protégeait

() Larousse du XX¢ en six volumes publié sous la
direction de Paul Augé (1932)

les quatre ans. Au total, depuis la création, 38
mathématiciens ont été récompensés. Signalons
que, pour I’étre, il faut avoir moins de quarante
ans.

En 1978, au Congrés d’Helsinki, un premier
mathématicien belge o'lztint la Médaille Fields :
Pierre DELIGNE qui avait fait ses études a I'Uni-
versité Libre de Bruxelles (ULB) et qui travaille
actuellement au prestigieux Institute for Advan-
ced Study a Princeton.

Cette année, le Congres de Zirich rassemblait
environ 3 000 mathématiciens professionnels ve-
nant d’une centaine de pays différents. Le
mercredi 3 aofit (1994), 4 médailles Ficlds fu-
rent attribuées a deux frangais, Pierre-Louis
LioNs, 38 ans (pour ses travaux sur les équa-
tions aux dérivées partielles non linéaires) et
Jean-Christophe Yoccoz, 37 ans (pour ses tra-
vaux sur les systémes dynamiques), a un russe,
Efim ZELMANOV, 39 ans (pour ses travaux sur la
théorie des groupes) et a un belge, Jean BOUR-
GAIN, un peu moins de 40 ans (pour ses travaux
sur I’analyse harmonique et sur la géométrie des
espaces de Banach).

Jean BOURGAIN est né en 1954 (Cest tout
juste 1) et a fait ses études (licence et doc-
torat) 4 la Vrije Universiteit Brussel (VUB). Il
a ensuite travaillé a I'Institut des Hautes Etudes
Scientifiques a Bures-sur-Yvette (pres de Paris)
et vient d’étre nommé professeur dans le méme
institut que Pierre DELIGNE. Bravo Monsieur
BOURGAIN !

Je tiens a remercier Jean DOYEN, professeur a
'ULB, qui, avec sa gentillesse coutumicre, m’a
communiqué une grande partie de la documen-
tation nécessaire a la rédaction de cet article.
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Et ainsi de suite ... (1)
C. Villers, Athénée Royal de Mons

lere partie : FIBoNAcCcI

Lautre jour, je manipulais distraitement une
allumette bril€e. Et ce qui devait fatale-
ment arriver s’est produit. J'ai réussi a
casser en deux ce malheureux bout de bois
qui ne m’avait rien fait.

a b devint a c d b

Mais il me semblait que les deux mor-
ceaux n’étaient pas bien « équilibrés ». Ilg
n’avaient pas la méme longueur !
Jaurais certainement éprouvé une impres-
sion plus harmonieuse si j"avais obtenu deux
morceaux de méme longueur soit

lac| = |db|

a c d b

lac| |
ou encore @
La situation n’est plus tout a fait la méme si
I'on veut mathématiser cette petite aventure
en la schématisant a 1'aide de segments de
droite.
En effet, si vous placez un point ¢ sur un
segment [ab]

a | b
o

alors vous pouvez distinguer trois segments
et plus seulement deux, [ac], [cb] et [ab].
Comment alors exprimer I'idée d’équilibre
entre plus de deux segments ?

De longue date, il a été proposé d’utiliser
la notion de « proportionnalité » entre des
longueurs.

e 2
Rappelons tout de suite qu’une proportion

est I'égalité de deux fractions (ou rapports).
Une proportion nécessite donc I'écriture de
quatre nombres : deux numérateurs et deux
dénominateurs (certains disent aussi deux
antécédents et deux conséquents).

Pour appliquer cela aux longueurs de nos
trois segments [ac], [cb] et [ab], nous pou-

vons décider d’observer ce qui se passe si
lae _ lob|
leb| — |ab|’

Essayons d’en tirer quelques conclusions.

nous imposons

Vous pouvez remarquer que la deuxiéme
longueur est répétée comme terme moyen
de facon a disposer de quatre nombres.

Il est certain que nous aurions pu utiliser
ces longueurs dans un autre ordre.

Rappelons ici que ces deux rapports seront
égaux i la condition nécessaire et suffisante
que le produit |ac| x |ab| des termes extrémes
soit égal au produit |cb| x |cb| des termes
moyens.

Dans un premier stade d’étude de la si-
tuation, essayons de trouver des nombres
naturels qui puissent étre les longueurs des
segments [ac], [eb] et [ab].

n°3

n°1 e n°2

Donnons donc des valeurs a |ac| et & |cb]
ce qui fournira automatiquement celle de
lab| qui est leur somme.

Voici un tableau qui résume des calculs suc-
cessifs. Il se construit systématiquement.
Vous pouvez, si vous le souhaitez, le pro-
longer encore un peu.

lac| |cb| |ab| |ac| - |ab| |cb|* Ecarts entre

les deux
produits

1 i 2 2 1 1*

1 2 3 3 4 1*

1 3 4 4 9 5

2 1 3 6 1 5

2 2 4 8 4 4

2 3 5 10 9 1*

2 4 06 12 16 4



lac| |eb| |ab| |ac|- |ab| |cb|? Ecarts entre

les deux
produits

3 1 4 12 1 11
3 2 5 15 4 11
3 3 6 18 9 9

3 4. 7 21 16 3

3 -5 -8 24 25 1"
3 6 9 27 36 9

4 1 5 20 1 19
4 2 6 24 4 20
4 3 7 28 9 19
4 4 8 32 16 16
4 5 9 36 25 11
4 6 10 40 36 4

4 7 11 44 49 5

4 8 12 48 64 16
5 1 o 30 1 29
5 2 7 35 4 31
5 3 8 40 9 31
5 4 9 45 16 29
5 5 10 50 25 25
5 6 11 55 36 19
5 7 12 60 49 11
5 & 13 65 64 I
5 9 14 70 81 11

elc.

Sivous cherchez d’autres longueurs entiéres
qui fournissent un écart égal a 1, vous trou-
verez successivement 8, 13, 21 puis 13, 21,
34, etc.

Observez bien les triples de nombres natu-
rels qui ont fourni un écart unitaire (lignes
marquées de *).

Ce sont 1,1, 2
puis 1. 2. 3
2

puis . 3. 5

puis 3.5 8

puis 5, 8, 13

puis 8, 13, 21
puis 13, 21, 34
el

Je suppose que vous avez en mémoire la
maniére d’obtenir chaque fois le troisicme
nombre a partir des deux premiers.

Il est possible de résumer tous ces nombres
sous la forme d’une seule « suite » que
voici :

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Cette suite est connue sous le nom de
« Suite de Fibonacci »V. Nous la dési-
gnerons par F, on écrira :

Fl = I,Fp_ = I,JF‘, =. 2,F4 = 3.F5 = 5,
F,=8,F=13F3=121 ...

Retenez bien que tout terme de cette suite,
a partir du troisiéme évidemment, est la
somme des deux termes qui le précédent.
C’est ainsi que si a et b sont deux termes
consécutifs de la suite de Fibonacci alors le
terme qui suit a et b est fatalement a + b
(et ainsi de suite).

La suite ¥ de Fibonacci posséde de nom-
breuses propriétés. En voici une : La
somme de trois termes consécutifs de F est
toujours paire.

Vous pouvez le vérifier sur de nombreux
exemples numériques. En voici quelques

uns :
Fi+F,+F = 1+1+2 = 4 (pair)
F-+F:+F;, = 14+2+3 = 6 (pair)
Fi+F3s+F;, = 24+3+5 = 10 (pair)
Fg + Fo + Fip = 21 + 34455 = 110 (pair)

Mais il convient de démontrer cette pro-
priété. Voici deux maniéres de présenter
la démonstration :

1. Soit i le rang, dans la suite F, du
premicr des trois termes consécutifs
choisis, on a :

F; + Fiy1 + Fiya = (Fi+ Fiq) + Fiso

= Fis2 + Fisz
car Fi +Fix1 = Fiso
= 2Fi2
qui est pair
2.S1 F, = a et Fjy1 = b, alors Fi4» =

a + b, la somme de ces trois termes



consécutifs est 2a+2b = 2(a+b) c’est-
a-dire un nombre pair.

Voici d’autres propriétés des termes de F :

e la somme de six termes consécutifs de
F est divisible par 4,

e la somme de dix termes consécutifs
de F est un multiple de 11,

Essayez de démontrer ces propriétés et
aussi d’en trouver d’autres. Nous attendons
vos réflexions & ce sujet. Nous publierons
volontiers vos découvertes, bonne réflexion
et rendez-vous au prochain numéro.

(1) FiBoNaccl, également connu sous le
nom Léonard de Pise, a vécu de +1170
a *+1250. Son surnom de FIBONACCI est
une contraction de « fils de Bonaccio ».
Les occupations du peére qui pratiquait le
commerce, créérent chez FIBONACCI un in-
térét pour les mathématiques. Il voyagea
beaucoup €t notamment en Algérie, en
Egypte en Syrie, en Sicile et en Gréce.
Il se persuada alors de I'importance du cal-
cul et de la supériorité¢ de la notation en
chiffres arabes (qui est une numération de
position en base 10, dotée du chiffre z€ro).
Il composa en 1202 un ouvrage célébre in-
titulé Liber Abaci qu’il révisa en 1228 et
dont le contenu porte entre autre sur des
développements de méthodes algébriques.
Il s’en est fallu de trés peu que Léonard
de Pise soit totalement méconnu. Clest
notamment grice 4 Edouard Lucas, arith-
méticien frangais et auteur d’ouvrages de
récréations mathématiques (dont vous pou-
Ve€z vous procurer, encore actuellemnent,
chez tout bon libraire, des exemplaires de
réédition par la librairie A. Blanchard a
Paris) qu’il fut connu.
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o A. Parent

Le mot caché (par CéVé)

Retrouvez les mots qui vous sont proposés
en serpentant dans la grille, horizontale-
ment ou verticalement en tous sens mais
jamais en oblique.

Chaque lettre dans cette grille ne sert
qu'une fois. Les lettres qui restent vous
donneront un mot ou un groupe de mots.
Quel est-il ?

Mots a composer : ABEL, BOURBAKI,
CHASLES, EUCLIDE, EULER, LAME,
LIE, PYTHAGORE, THALES

E|L|UIE|S|E|I K
RIM|A|C|S|L|B|A
TIEILIHA|-|R|U
HIA|SIPMA|T|O
EILIE|Y|U|EIHIR
RIOH|T|C|L L|E
E|{GIA|{UN|I|D|B
I\L|J|E|E|S|E|A

Les carrés sympathiques

Dans le rectangle quadrillé ci-dessous, un
certain nombre de carrés ont été noircis.
Mais seuls huit carrés noirs apparaissent,
de l'encre sympathique ayant été utilisée
pour les autres.

Heureusement, sur chaque ligne et sur
chaque colonne, on a compté le nombre
de carrés noircis, qu’ils soient visibles ou
non, puis on a écrit ce nombre en face de
la rangée correspondante.



Retrouvez tous les carrés noirs.

8 227433764446

L .}

[u—
—_

o

O 0000 W

L’addition cachée

Reconstituez cette addition sachant qu’a des
lettres différentes sont associés des chiffres
différents.

ol O
Z|»n o~
N|—~ Z
| e O

Jeu de I’hexagone et de la margue-
rite

Le nombre figurant dans chaque cellule
hexagonale de la grille précise, pour cette
case et toute ses voisines, le nombre de
cases coloriées. Le jeu consiste, au dé-
part de la grille codée, 4 retrouver la grille
coloriée.

Le mur des nombres

Chaque brique contient un nombre qui re-
présente la somme des nombres contenus
dans les briques sur lesquelles elle repose.

198 203

87 o3 22
116 111

47 31 34

Produits croisés

Sachant que chaque nombre correspond a
un mot de la grille et représente le produit
de la valeur de ses lettres (A=1, B=2, ...,
Z=26), reconstituez une grille de mots croi-
sés cohérente.

|
2 B

301 B
4 N

5

6 B

Horizontalement Verticalement
1. 1005480 1. 45360

2. 90 — 4410 2. 356400

3. 2772 3. 540

4. 47880 4. 3910200

5. 1436400 5. 70 — 100
6. 9500 6. 6481755
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Les gnomons et les triplets pythagoriciens
Warwick Evans, West Sussex Institute of Higher

Education, Bognor Regfs (U.K.)

Dans Math-feunes n° 62, Michel BALLIEU [1] a
décrit le « gnomon » et Maurice FAMELART [2]
a montré comment on peut produire des triplets
pythagoriciens. En fait, il y a une liaison entre
les deux articles.

PYTHAGORE (£ 500 av. J.-C.) a fondé une école
et une secte secretes en ltalie du sud. Lécole
attribuait beaucoup d’importance aux nombres
entiers. Les pythagoriciens savaient [1] que
les sommes partielles de la série infinie dgs
nombres impairs donnaient les nombres carrés,
et ils en avaient une démonstration géométrique
par les gnomons (cf. Fig. 1).

=

Fig1

Gréce au motif des gnomons, les pythagoriciens
pouvaient construire des triplets (Ia méthode est
décrite en [3]). Dans la figure 2, par exemple,
le gnomon le plus grand est 25 (= 52), le
carré sans ce gnomon est 127, et le carré qui
contient ce gnomon est 13*. Il s’ensuit que
52 +12% = 13? et nous avons trouvé le triplet
pythagoricien (5,12, 13).

O Q Q 0]
O—g § 0] d
@ q D

(OO @

(O] 0]

D d @

D q

d

q

d

Fig2

On peut utiliser le méme procédé avec chaque
nombre impair carré. Si m est un nombre
impair, m* est aussi impair ; il existe donc un

gnomon mesurant m*. La longueur du c6té

. et celle du cbHté d1;

du gnomon m- est
m? —1
5

gnomon précédent,

Il s’ensuit que

Z L m: — 1 2_ m> + 1 d
m 2 - 2

2 2
et donc (m, e l‘m- hi l) est un triplet
’ 2 2
pythagoricien.
m? —1|m*+1
™2 2
3 4 5
35 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61

Les pythagoriciens savaient qu’il y avait une infi-
nité de triplets, un pour chaque nombre impair.
Mais le processus ne donne pas, par exemple,
le triplet {8,15,17}.

Nous avons besoin d’'une méthode qui peut pro-
duire tous les triplets pythagoriciens, et Mau-
rice FAMELART a décrit tres clairement une telle
méthode en |2].
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Les polyedres

C. Festraets, Athénée Royal de Woluwé-St-Pierre

Sur la couverture de ton Math-feunes, nous te
présentons les polyédres de Platon. Ce sont
des polyédres réguliers.

Le mot « polyeédre » vient du grec polus qui
signific nombreux et hedra qui signifie base. Un
polyedre est donc un solide a plusieurs bases
(faces). II est dit convexe lorsqu’il est entiére-
ment situé d’'un méme coté de chacune de ses
faces.

Voici des polyédres non convexes :

Un polyedre régulier est convexe, inscriptible
dans unc sphére et toutes ses faces sont des
polygones réguliers isométriques.

Il n’existe que cing polyédres réguliers.

En effet, tu sais que les angles d’un poly-
gone régulier sont tous isométriques, mais que
mesurent-ils ? 60° pour le triangle équilatéral,
90° pour le carré, 108° pour le pentagone, 120°
pour I’hexagone, et puis 7 Peux-tu trouver une
formule générale 7 En tous cas, a partir de
I’heptagone, I'angle est ph - grand que 120°.
Or, en un sommet d’'un polyedre, il y a au
moins trois faces, ces faces ne sont pas dans un
méme plan, donc la somme des angles en ce
sommet est plus petite que 360°. Si on plagait
trois hexagones réguliers comme faces au som-
met d’un polyédre, ces trois i ces seraient dans
le méme plan puisque 3 x 120° = 360°.

Donc les seules faces possiblcs sont le triangle
cquilatcral, le carré et le pentagone.

Si en chaque sommet, on place trois triangles
équilatéraux (3 x 60° < 360°), on obtient le

tétraédre régulier.

Si en chaque sommet, on place quatre tri-
angles équilatéraux (4 x 60° < 360°), on obtient

I'octaédre régulier. |

Si en chaque sommet, on place cing tri-
angles équilatéraux (5 x 60° < 360°), on obtient

I'icosaédre régulier.

<

Si en chaque sommet, on place trois carrés
(3 x 90° < 360°), on obtient 'hexaedre régulier
que l'on appelle plus souvent cube.

4
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Si en chaque sommet, on place trois penta-
gones réguliers (3 x 108° < 360°), on obtient le

dodécaédre régulier.

Si on essaye de placer en un sommet plus de
triangles, de carrés ou de pentagones réguliers,
on atteint ou dépasse 360°. Il n’y a donc que
cinq polyedres réguliers, dits aussi polyedres de
Platon.

Mais qui est donc PLATON ?

PLATON n'est pas wvraiment un mathématicien,
c'est un philosophe grec de l'antiguité qui vécut
de 427 & 347 avant |.-C. Son principal souci était
d'ordre politique : il voulait sauver Athénes af-
fatblie par les guerres et menacée de décadence en
enseignant aux responsables de la cité la philosophie
et la vertu.

A cet effet, il fonda I'Académie, école de philosophic
ou il enseigna pendant environ trente ans. L'Aca-
démie était non seulement une école, mais aussi
un lieu de rencontre, de promenade, de discussions,
d'habitation et une bibliothéque.

Dans ses écrits, et en particulier dans La Ré-
publique, PLATON insiste sur l'importance des
mathématiques. En voici deux passages, le premier
a trait @ la « science des nombres » et le second a
la géométrie : « Il conviendrait donc de rendre
cette science obligatoire et de persuader ceux
qui sont destinés a remplir les plus hautes fon-
ctions de I'Etat d’en entreprendre ['étude et de
s’y appliquer, non pas superficicllement, mais
jusqua ce qu’ils arrivent par la pure intelli-
gence a pénétrer la nature des nombres, non
point pour la faire servir, comme les négociants
et les marchands, aux ventes et aux achats, mais
pour faciliter & I'dme elle-méme le passage du
monde sensible & la vérité et a I'essence. »

« ... car la géométrie est la connaissance de
ce qui est toujours. Elle est donc propre a
tirer 'dme vers la vérité et a faire naitre Pesprit
philosophique, qui éléve nos regards vers les

choses d’en haut, au lieu de les tourner, comme
nous le faisons, vers les choses d’ici bas. »
PLATON distingue le monde concret, réel, du
tmonde abstrait des idées, il est un des premiers a
avoir constdéré les objets mathématiques comme des
objets abstraits : le nombre, le point, la droite, ...
sont des étres de l'esprit sans existence matérielle.
La droite n'est pas une ligne tracée sur le sable,
un cube n'est pas cet objet avec lequel on joue aux
dés, tout recours a l'expérience est interdit, seul
compte le raisonnement put.

C'est en cela que son école aura une influence consi-
dérable sur le développement ultérieur des mathé-
matiques.

C'est dans le Timée que [l'on trouve les idées de
PLATON sur les cing polyédres réguliers, il y ex-
pligue comment les construire et, ce qui peut de
nos jours préter a sourire, les associe aux cing €Jé-
ments de l'univers dont ils constituent en quelque
sorte les « atomes » : le cube est attribué a la
terre, parce que, sa base étant un carré, il est plus
stable, le tétraédre est le germe du feu, parce qu'il
est le plus petit, le plus aigu et le plus tranchant
de partout, I'icosaédre est associé a l'eau parce qu il
est le plus immobile a cause de son grand nombre
de faces, 'octaédre, intermédiaire entre le tétraédre
et l'icosaédre, est associé a I'air, intermédiaire entre
le feu et I'eau et enfin le dodécaédre, dont la forme
est proche de la sphére, représente |'univers.

Les polyedres réguliers étaient, semble-t-il, connus
bien avant PLATON. On a, par exemple, retrouvé
prés de Padoue, un dodécaédre régulier étrusque
daté d'au moins 500 ans avant [.-C.

Cependant, c’est PLATON et ses éléves qui ont placé
ces cing solides remarquables au sommet d'une hié-
rarchie qu'ils établissaient entre les différentes fi-
gures géométriqgues : certaines figures sont plus
belles, plus harmonieuses que d'autres et donc mé-
ritent plus d'attention.

C'est d'ailleurs pourquoi ces polyédres et ceux qui
en dérivent font l'objet des couvertures des numéros
de Math-Jeunes de cette année.

| -



Math-Jeunes n°66, 13-13, 1994

Voici la liste des lauréats du rallye problemes
de I'an dernier :

J.-E Macq, 15 ans, Coll. St-Joseph, Chimay
L. BERGER, 17 ans, Ec. Sup. de Luxembourg
M. LEvY, 16 ans, Lycée Daschbeck, Bruxelles
S. LEroy, 16 ans, Inst. St-Bon.-Parn., Bxls
X.H. NGUYEN, 15 ans, Ath. Royal de Spa.
Tous ont recu leur prix dans le courant des
vacances d’été, je leur adresse mes plus vives
félicitations.

Le rallye problémes 1994-1995 comportera trois
étapes publiées dans les numéros 66, 67 et 68 de
Math-Jeunes. Dans chaque numéro, vous trou-
verez des problémes plus spécialement destinés
aux éleves des trois classes inférieures ; ils sont
numérotés ml, m2, ..., m9 ; tandis que ceux
destinés aux éleves des classes supérieures sont
numérotés M1, M2, ..., M9. Cependant, tout
¢leve, quel que soit son age, peut résoudre et
envoyer la solution de n’importe quel probleme.
Les solutions des différents problemes seront
rédigées sur des feuilles séparées. Sur chacune
d’elles, vous indiquerez vos nom, prénom, ge,
adresse personnelle, classe et ¢cole.

Il n’est pas nécessaire d’avoir pu résoudre tous
les problémes pour étre primé mais seuls les
concurrents ayant pris part aux trois étapes peu-
vent espérer intervenir dans le classement final.
Veillez & ce que vos solutions soient soigneuse-
ment expliquées et justifiées et 1 ce que figures
et démonstrations soient sur une méme page
ou sur deux pages se faisant vis-a-vis.

Les solutions des problémes dc ce numéro doi-
vent étre envoyées au plus tard pour le 2 dé-
cembre 4 C. FESTRAETS, 36 rue J.B. Vander-
cammen a 1160 Bruxelles.

ml Parmi six garcons, deux ont volé des
pommes. Mais qui 7 Adam dit « Ber-
nard et Claude ». Daniel dit « Emmanuel
et Francois ». Emmanuel dit « Frangois
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C. Festraets
Claude dit « Adam et

et Bernard ».
Bernard ». Bernard dit « Daniel et Em-
manuel ». Quatre des gar¢ons interrogés
ont cité correctement un des deux cou-
pables et ont menti pour le second, Ie
cinquiéme a menti pour les deux qu’il a
cités. Qui a volé les pommes ?

m2 On donne un triangle ABC'; a I'extérieur de
celui-ci, on construit les triangles ABD,
BCE et CAF de sorte que D+E+F =
180°. Démontrer que les trois cercles
circonscrits a ces triangles concourent en
un méme point et que le triangle formé
par les centres de ces trois cercles a des
angles €gaux a D, E et F.

m3 Dans un carré de c6té 1, on donne 51 points
distincts. Démontrer qu’il existe un cercle
de rayon 1 a l'intérieur duquel se trouvent
au moins trois de ces points.

‘M1 Deux personnes conviennent de se rencon-
trer entre midi et 13 heures en un lieu
donné. Elles décident que le premier ar-
rivé attendra le second un quart d’heure,
aprés quoi il partira. Quelle est la pro-
babilité que la rencontre ait lieu, sachant
que chacune des personnes choisit au ha-
sard son moment d’arrivée au lieu du
rendez-vous entre midi et 13 heures ?

M2 Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Démontrer que la fonction

f:R—=R:z~ f(zr) =Zcos(3:\/?)
i=1
n’est pas périodique.

M3 On donne un angle aigu de sommect O
et a lintéricur de cet angle un point A.
Déterminer deux points B et O situés
chacun sur un c¢dté de angle et tels que le
périmétre du triangle ABC' soit minimum.
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MATHEMATIQUE BELGE
L’Olympiade Mathématique Belge

LCOMB est un vaste concours ouvert a tous les
¢leves de I'enseignement secondaire, de la pre-
miere 4 la sixitme année. En fait, il sagit de
deux concours qui se déroulent en paralléle :
la « mini-olympiade » réservée aux éléves dés
trois premieres années ct la « maxi-olympiade »
destinée a ceux des trois derniéres années. Lun
et 'autre comportent trois étapes : une élimi-
natoire qui a lieu dans les locaux de ton école,
une demi-finale organisée dans des centres ré-
gionaux et une finale.

Voici le calendrier de 'OMB pour cette année.

Mercredi 11 janvier 1995 : éliminatoire
Mercredi 15 février 1995 : demi-finale
Mercredi 05 avril 1995 - finale

Samedi 06 mai 1995 :  proclamation

Bien entendu, ton professeur regoit toutes
les informations voulues sur cette Olympiade.
Aussi, si tu désires en savoir plus, il te suffira de
lui poser les questions qui te briilent les l&vres.
I se fera un plaisir d’y répondre.

Plus loin, tu trouveras quelques problémes po-
s¢s I’an dernier. IIs vont non seulement éveiller
ta curiosité mais aussi te permettre de te fami-
liariser avec la forme du questionnaire.
Comme tu vas bient6t pouvoir le constater, il y
a, pour la plupart des questions, cinq réponses
proposées. Sache qu’une seule d’entre elles est
correcte.

Néanmoins, certaines questions n’ont aucune
réponse préformuiée. Dans ce cas, ce que tu
dois trouver est un nombre entier appartenant
a lintervalle [0, 999].

Lis bien chaque question car chaque mot a son
importance. §'il s’agit d’un probléme n’hésite
pas a le schématiser ; s’il est question de géo-
métrie, trace toujours une figure, la plus exacte
possible.

Math-Jeunes n°66, 14-16, 1994

C. Van Hooste
La grande majorité des questions demande seu-
lement un peu de raisonnement et non d’avoir
une encyclopédie a la place du cerveau. Bien
entendu, il y a un minimum de connaissances
a posséder.
Ne réponds que si tu es absolument sir de
ta réponse. En effet, la maniére de calculer
ton score lors du concours est la suivante @ 5
points pour une bonne réponse, 0 point pour
une mauvaise réponse. Jusque I3, rien de plus
normal. Mais, quand tu t’abstiens de répondre
a une question, tu regois alors 2 points. Tu te
demandes peut-étre quel est le but de ce pro-
ceédé 7 Mais, précisément, de te faire prendre
conscience qu’il vaut parfois micux ne rien ré-
pondre plutét que de répondre n’importe quoi.
Enfin, tu dois aussi savoir qu’il faut répondre a
un minimum de cing questions pour étre classé.

Vingtieme anniversaire

Cette année, 'OMB, cette épreuve majeure du
calendrier scolaire, aura lieu pour la vingtieme
fois. Depuis sa création, son succés n’a cessé de
grandir : de 760 participants lors de la premiére
édition en 1975-76 jusqu’a 18675 I’'an dernier.
Alors, pourquoi pas toi ?

Les problemes qui suivent proviennent de dif-
férents questionnaires de l'an dernier. Une
solution détaillée est proposée pour chaque
question. Mais, il est préférable que tu ne
la consultes pas avant d’avoir essayé de trou-
ver la réponse correcte. Drailleurs, tu le sais
bien : « Essayer, c’est trés souvent réussir, c’est
toujours participer ! »

Eliminatoire Mini

Question 17 : A I'impossible nul n'est tenu !
La somme de trois nombres impairs consécutifs
vaut 114. Quel est le plus grand de ces trois
nombres ?



(A) 35 (B) 38 (C) 39 (D) 40
(E) Le probléeme n’a pas de solution.

Solution :  Si on ajoute trois nombres impairs,
on obtient forcément un nombre impair. II est
donc impossible que la somme de trois nombres
impairs soit égale a 114. La réponse est E.

Question 22 : Croissez, belles plantes !

Une plante mesure 5 cm et double sa hau-
teur en une semaine, une autre mesure 0,5 mm
et quadruple sa hauteur en une semaine. Au
cours de quelle semaine, comptée a partir d’au-
jourd’hui, la deuxiéme plante dépassera-t-elle
la premiere en hauteur ?

(A) la quatrieme (B) la cinquieéme
(C) la sixieme (D) la septieme
(E) la huitieme

Solution : Etablissons un tableau comparatif
des hauteurs (en mm) des deux plantes semaine
aprés semaine.

1¢ plante | 2° plante

Aujourd’hui 50 0,5
Apres 1 semaine 100 P
Apres 2 semaines 200 8
Apres 3 semaines 400 32
Apres 4 semaines 800 128
Aprés 5 semaines 1600 512
Aprés 6 semaines 3200 2048
Aprés 7 semaines 6400 8192

Ce tableau montre que la seconde plante dé-
passe la premiere en hauteur dans le courant
de la septieme semaine. La réponse est D.

Question 26 : Multipliez-vous, rectangles !

A lintérieur d’un rectangle, tragons dix seg-
ments paralleles & un méme coté et limités
au bord du rectangle. Combicn de rectangles
avons-nous en tout dans ce dessin ?

(A) 10 (B) 11 (C) 55 (D) 66 (E) 132

Solution : Pour déterminer le nombre de rec-
tangles que comprend la figure ci-dessous, on
compte d’abord le nombre de rectangles admet-
tant comme base inférieure le coté [AB], puis
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on recommence pour chacun des dix segments
tracés a lintérieur du rectangle ABC'D.

C D

Ty

o

a

o,

. —2-
A B
Base inféricure |Nbre de rectangles
[AB] 11
1¢" segment 10
2¢ segment 9
10° segment 1

Au total, il y a donc

11+10+9+..+1=006
rectangles dessinés dans la figure. La réponse
est D.
Bon a savoir :
Il existe une formule qui permet de calculer la
somme des n premiers naturels non nuls :

nx(n+1)

+ .- 4+ 1=
1+2 n 3

Si tu ne parviens pas a démontrer cette formule,
fais-toi aider par ton professeur.

Question 27 : Et pourtant, ¢a tourne !

La roue A d’un engrenage posséde 24 dents et
entraine directement la roue B qui a 40 dents.
Si la roue A effectue z tours par minute et la

: 2
roue B effectue y tours par minute, alors "

3 5 960 64
A) 5 B3 © &1 D) 360
(E) une autre réponse

Solution : En une minute, la roue A « avance »
de 24x dents tandis que la roue B « avance »
de 40y dents. Comme la premiere entraine la
seconde, elles doivent évidemment « avancer »
d’un méme nombre de dents en un méme laps
de temps. Des lors, nous avons

24z = 40y ou

La réponse est B.
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Eliminatoire Maxi

Question 13 :
réponse suffit !

Léquation |z|* — 5|z| + 6 = 0 dans R

Peu importe les solutions, la

(A) admet une unique solution
(B) admet exactement deux solutions
(C) a 0 pour somme de ses solutions
(D) a 5 pour somme de ses solutions
(E) a 6 pour produit de ses solutions.

Il n’est pas nécessaire de savoir résoudre cetfe
€quation pour répondre 4 la question. En effet,
partant du fait que deux réels opposés ont la
méme valeur absolue, on déduit que, si un
certain réel est solution de ’équation proposée,
alors son oppos¢ I'est aussi. Il s’ensuit que
la somme des solutions de cette équation est
nécessairement 0.

Il se pourrait aussi que I’équation ne posséde
pas de solution, mais cette éventualité ne figure
pas dans la liste des réponses proposées. Idéa-
lement, il vaut micux résoudre I’équation. En
posant y = |z|, 'équation devient
¥ —5y+6=0

Celle-ci admet deux solutions 2 et 3.
I’équation proposée est équivalente i

D’ou,

lz| =2 Vv |z|=3

Ses solutions sont donc les réels -3, -2, 2 et 3.
Et la somme de ces réels est nulle. La réponse
est C.

Question 18 : Ou est le centre de gravité ?

Si ABC' est un triangle isoctle avec |AB| =
|AC| = z et |BC| = y, la distance du centre de
gravité au sommet ' vaut

(A) 527 + £y°  (B) 127 + 82
(© 3y + 4 (D) L/aT+ 2

Solution :  Appelons G le centre de gravité
du triangle ABC' et M le milieu du coté [BC]|
(voir figure).

A

L
B M L.

Le triangle M GC est rectangle en A{. Eny ap-
pliquant le théoréme de Pythagore, on obtient

(1)

Or, le centre de gravité d’un triangle se trouve
sur chaque médiane, aux deux tiers de celle-ci
a compter du sommet. Ainsi, |MG| = %|A;M|
et I’égalité (1) devient

~
4

|GC]* = |[MG]? + |MC

N 5
GO = glAMP +|MCF (2)

En appliquant ensuite le théoréme de Pythagore
dans le triangle M AC, rectangle en M, on
obtient

|AM|? = |ACJ* — |MC)?

et 'égalité (2) devient successivement

IGC)? = % (1ACP = |MCP) + [MCP
- % (1AC + 8jarCT?)
= % (:c2 + Syg)

D’oun, on tire

TeTs,

La réponse est B.

Tu trouveras d’autres probléemes avec leur so-
lution dans ton prochain Math-Jeunes. A bien-
tot ...



Solutions des jeux Jeu de P’hexagone et de la margue-
rite

Le mot caché (par CéVé)

Le groupe de mots a retrouver était Math
Jeunes

Les carrés sympathiques

8 227 433764440E¢6
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L’addition cachée

X=4, Z=9 '

Produits croisés

87 18 13 53 el

1 2 3 4 5 6
1|B|R|U|N|E]|S 435
2 [R[E|[B|o|N]|U 220 | 215
31V ]a|N|B] 1 116 | 104 | 111
imialcislsls 66 | 50 | 54 | 57
slel Tt sltls 7 {1931 ]23]34
6| E|T|E|S (& E
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