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La datation nucléaire (suite et fin)

J.-P. Gobert — F. Drapier, LS. T.C.E Irchonwelz — Athénée
Royal d’Ath

Voici, comme promis, les solutions des exercices proposés dans Math-feunes n° 74.
1. Démontrer que le nombre d'atomes désintégrés en une unité de temps dans un gramme d'un

o . > - % NA —MX® =
Elément chimigue donné X2 est égal a {1 — g4

Par définition de la masse atomique de I’élément X, m, grammes de celui-ci contiennent
N, atomes.

. N,
Done, (1 — e ) grammes représentent bien ;A - (1 — e ™) atomes.

2. Sachant que les demi-vies de l'uranium 238 et d{; plutonium 239 sont respectivement 4,51 - 10°
et 24400 années, on demande de calculer leur constante de désintégration.

MUE?) ~ 1,54 - 10%an et A(PuZ’) ~ 2,84 - 10~%/an.

3. Sachant que sur 8000 particules de carbone 14, une se désintégre (en azote 14) aprés un an, on
demande de calculer la constante de désintégration, ainsi que la demi-vie de cet élément.

Si au temps ¢t = 0 on dispose de 8000 particules de carbone 14, aprés un an, il en reste
7999. Ainsi, si N(¢) représente un certain nombre de particules de carbone 14 aprés un
certain temps ¢ en années, on aura

N(1) = N(0)- 22

N@) = N©)- (28)
N(t) = N©)- (1)

Ainsi, la loi de désintégration du carbone 14 est donnée par la formule N(¢) = N(0) -
Ll ) Donc |
7999 ’
[ MC3*) = In(80%8) ~1,25-104/an
i T(CH¥) = —Lx -In(2) = 5545ans

)
Signalons que I'ouvrage [4] (voir Math-Jeunes 74) donne 5730 ans comme valeur de la
UCIII-VIC UUu CdlUUIIC 14,
4. A l'aide d’une structure répétitive repeat ...until ou while ...do, écrire un programme en langage
Pascal permettant de calculer selon un menu :
a) l'dge des restes étant donnés la demi-vie d'un élément et le pourcentage de cet élément restant dans
un corps;
b) I constante de désintégration ), en s, d'un élément radioactif dont on lit la demi-vie T en années;
c) la demi-vie T, en années et en secondes, d'un élément radioactif dont on lit la constante de

désintégration \ en an'.



PROGRAM caracteristiques_d_un_element_radiocactif;
USES crt;
VAR lambda, demi_vie, fraction, age : real;
choix : char;
PROCEDURE menu;
BEGIN
REPEAT
ClrScr;
WriteLn (’menu : ’);
WritelLn;
WriteLn (’1. age des restes’);
WriteLn (’2. constante de désintégration’);
WriteLn (’3. période de 1’’élément’);
WriteLn (’4. terminer’);
Writeln;
write (’votre choix : ?’);
Readln (choix)
UNTIL choix IN [’1°,°27,°3?,74’]

END;
PROCEDURE calcul;
BEGIN
ClrScr;
CASE choix OF {début de CASE ... OF}
’1? : BEGIN
write (’Demi-Vie de 1’’é&lément (anmnées) : ’);
Readln (demi_vie);
write (’% de 1’’élément restant R ¥
ReadLn (fraction);
fraction := fraction/100.0;
age := -demi_vie*1n(fraction)/1n(2.0);
WriteLn;
Write ( ’age des restes g 1)
WriteLn (age : 7:0,’ années’)
END;
727 : BEGIN
write (’Demi-vie de 1’’é&lément (années) : ’);
ReadLn (demi_vie);
lambda := 1n (2.0)/demi_vie;
WriteLn;
write (’constante de désintégration : ’);
WriteLn (lambda:10,’/an’);
lambda :=lambda/365/24/3600;
WriteLn (’ * : 33, lambda : 10,’/sec’)
END;
’3? : BEGIN

write (’constante de désintégration (/amn) : ’);
ReadlLn (lambda);
WritelLn;
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demi_vie := 1n(2.0)/lambda;
write (’Demi-vie de 1’’é&lément © 1%
WriteLn (demi_vie:17:0,’ années’); -
Writeln (’ ’ : 36,demi_vie*3600%24%365,°’ sec.’)
EXD ’
END; {fin de CASE ... OF}
ReadlLn
END; 7
{PROGRAMME PRINCIPAL}
BEGIN
menu;
WHILE choix <>’4’ DO
BEGIN
calcul;
menu
END;
ClrScr;
GoToXY(31,10);
Writeln (AU REV O IR’
END.

5.  En utilisant encore une struclure répétitive, écrire un programme en langage Pascal qui affiche
sous forme d'un tableau @ deux colonnes, en fonction du temps, la masse restante d'un corps radioactif
en train de se désintégrer.

Algorithme

a) lire la quantité initiale N(0) du corps radioactif, sa demi-vie T, le nombre total
d’années et le pas des intervalles en années ;

b) aprés chaque année de référence ¢, calculer N(t) et imprimer ces deux valeurs ;

c¢) demander si I'on désire un autre calcul. Si oui retourner en (a), si non, arréter le
programme.

Solution

PROGRAM masse_restante_d_un_element;
USES crt;
VAR x, masse_init, masse, demi_vie, pas, t0, t1 : real;
choix : char;
corps : STRING[12];
PROCEDURE menu;
BEGIN
REPEAT
ClrScr;
write (’ ’:14,? Calcul de la masse restante °);
Writeln (’°d’’un élément radioactif’);
Write (° ’:14,’ - 33
Writelnm (’---—---—----commmem - 33
Writeln;
Writeln (’ ?:20,’<1> nouveau calcul;?’);
WriteLn (’ ’:20,°<2> fin. ¥);



WritelLn;
write (’ ?:20,’Votre choix : ?);
Readln (choix)
UNTIL choix IN [’17,°27]
END;
PROCEDURE lecture_des_donnees;
BEGIN
ClrScr;
write (’Nom de 1’’élément : °’);
Readln (corps);

write (Masse initiale : %),
ReadlLn (masse_init);
write (’Demi-vie § T
ReadLn (demi_vie);
write (’Année initiale N 1
ReadlLn (t0);
write (’Pas s *)z
Readln (pas);
write (’Année finale = 1)
ReadLn (t1)
END;
PROCEDURE affichage;
BEGIN
ClrScr;
WriteLn (’Désintégration du ’,corps);
WritelLn;
WriteLn (° Aprés t ans | quant. rest.’);
Writeln (7 -———————oeo R ) ;
Writeln (t0-t0:9:0,’ | ? ,masse_init:12:2);
WHILE t0<=t1 DO
BEGIN
x := -t0/demi_vie;
masse := masse_init * exp(x * 1n(2));
WriteLn (£0:9:0,° |’ ,masse:12:2);
t0 := t0 + pas
END;
Readln
END;
{PROGRAMME PRINCIPALY}Y}
BEGIN
REPEAT
lecture_des_donnees;
affichage;
menu

UNTIL choix=’2’;
ClrScr; GoToXY (31,10); Writeln (A U REVOIR’)
END.

101



102

Math-Jeunes n°75, 102-102, 1996

Produits croisés

A chaque lettre de I'alphabet, on a asso-
cié une valeur selon son rang (A=1, B=2,
C=3, ...). Chacun des nombres — défini-
tions est le produit des valeurs associées
aux lettres des mots a placer dans la grille.
Essaie de reconstituer une grille de mots
croisés cohérente.

1 2 3 4 5

1

24

3 ®

4

5
Horizontalement Verticalement
1. 9880 1. 180
2. 5400 2. 151200
3. 252 . 3. 18200
4. 2250 4, 60 — 15
5. 126000 5. 111150

Le mot caché (CéVé)

~ Trouvez ies mois donnés dans la griiie,
en serpentant horizontalement ou vertica-
lement en tous sens mais pas en oblique.
Chaque lettre ne sert qu’une fois. Les
lettres restantes vous donneront le mot ca-
ché. Quel est-il ?

Mots a composer : ABAQUE, CUBE,
CONE, CYLINDRE, DECAEDRE, PARAL-
LELIPIPEDE, PYRAMIDE, TORE

A. Parent
Le mur des nombres

Chaque brique contient un nombre qui re-
présente la somme des nombres contenus
dans les briques sur lesquelles elle repose.

294
106
70
15 27
394
111
99
13 15
1 2 3 4 5 6 7 8
1T U/IE|/A|C|{IINID R
2QABYLC@_‘E
3/U|B|E|E|N|O|Y]|P
4| C|P|A|R|M|A|R|D
S|E|L|L|A|I|D|E|E
6 | LIE|D|E|E|R|A|C
FIIIP|C B|L|BIB|T
8|P|I|L|A|C|E|R|O
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Les rosaces dans les réalisations

humaines

Michel Ballieu, Athénée Royal de Binche

Tu as peut-€tre déja entendu citer 'expres-
sion « style gothique ». Sans vouloir donner
ici un cours d’histoire de I’art, nous allons
quelque peu aborder le sujet.

Certaines activités humaines faisant appel
a des facultés sensorielles, esthétiques, in-
tellectuelles, ... appartiennent a ce qu’on
appelle I'art; il comprend entre autres la
peinture, la sculpture, la musique, I’archi-
tecture, ... C’est a cette derniére forme
que nous allons nous intéresser. Lexpres-
sion de ces différentes activités va varier
au cours des siécles et, méme s’il est tou-
jours difficile de délimiter dans le temps et
dans I'espace, une période de I’histoire de
I'art, nous avons cependant tous entendu
parler d’art byzantin, de style roman, go-
thique, renaissance, classique, ... pour n’en
évoquer que quelques-uns qui ont marqué
notre civilisation occidentale.

Lart byzantin est effectivement présent chez
nous; nous pouvons voir a Ravenne, en Ita-
lie, de trés belles mosaiques datant du début
du VI® siécle. Lart roman lui succéde vers
les XI° - XII¢ siécles. Son architecture est
caractérisée par des voiites en berceau ct
des arcs en plein cintre, mais ce n’est 1i
qu’un résumé trés simpliste; pour achever
la caricature, disons qu’en ce qui concerne
les voltes, les portes et les fenétres, I’art
roman est « rond ». Il sera progressivement
remplacé des le XII° siecle et jusqu’a la Re-
naissance, par 'art gothique qui connaitra
lui-méme plusieurs époques. Larchitecture
gothique est plus élancée, moins lourde;
cela est li€ aux progrés accomplis dans I’art
de bitir. La volite sur croisée d’ogives
et I'arc brisé sont deux caractéristiques du
gothique mais ici encore, ces affirmations
ne sont que caricature. Dans la forme
rayonnante de I'art gothique, qui débute

vers 1250, la rosace envahit la partie mé-
diane de la fagade. Nous y voila! ... Sur
la couverture de ton Math-Jeunes, tu peux
voir, en haut a gauche, la rosace du portail
nord de la cathédrale de Sens (France) et
a droite, un détail de fenétre de celle de
Caen (France).

A cbté des arts, il y a les techniques. Dans
le bas de la couverture de ta revue, tu
vois des engrenages, des roues dentées; ce
sont aussi des rosaces. Elles appartien-
nent au mécanisme interne d’une machine
a calculer congue au dix-septiéme siécle, la
« Pascaline ». Ces éléments de planche
sont extraits de I’Encyclopédie de DIDEROT
et D’ ALEMBERT, publiée dans la deuxiéme
moitié du dix-huitiéme siécle.

La Pascaline, dont I'inventeur fit don i la
reine Christine de Suéde, consacra la répu-
tation scientifique du jeune Blaise PAScAL
alors 4gé de dix-neuf ans. Il créa cette ma-
chine arithmétique pour soulager son pére
dans les calculs longs et compliqués aux-
quels I'astreignait sa tiche de collecteur des
taxes et imp6ts en Normandie. La Pasca-
line permet d’additionner et de soustraire.
Les autres opérations arithmétiques sont
laborieuses; la multiplication par exemple,
ne s’opére que par additions successives.

Blaise PASCAL était né le 19 juin 1623 i
Clermont en Auvergne. Mathématicien,
physicien, philosophe, ... il est célébre dans
le cours de mathématiques, par son « Tri-
angle », sa contribution a la « Théorie des
Probabilités » (ces deux sujets sont liés),
dans le cours de frangais, par ses « Pen-
sées ». Mais de nouveau, ceci est trés
caricatural et nous espérons que, tout au
long de tes études, tu découvriras d’autres
facettes de ce génie mort a Paris en 1662.
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Les débuts de la trigonométrie

Simone Trompler

Que représente pour un jeune de quatorze
ans le mot « trigonométrie » ? Le premier
contact avec cette partie des mathématiques
se fait généralement par le biais de consi-
dérations sur les triangles rectangles.

Un beau (?) jour, I’éléve apprend que, dans
un tel triangle, le rapport entre la longueur
du co6té opposé a un angle aigu et la lon-
gueur de 'hypoténuse s’appelle le sinus de
cet angle.

C

Souvent, il apprend en méme temps la dé-
finition du cesinus et de la tangente.
~ _ |AB] = _ |AC|

cos B = 1BC| tgB = 4B
Viennent alors des exercices qui consistent
4 rechercher des angles a partir de cOtés et
vice versa.
Pour cela, il faut disposer d’une calculette
qui nous donne un angle si nous lui fournis-
sons son sinus, son cosinus ou sa tangente,
et réalise les opérations réciproques si né-
cessaire.

*

* *

Mais est-ce ainsi que la trigonométrie a
débuté? ...

Quels en étaient les buts?

Qui a mesuré avec tant de précision le sinus
des angles jusqu’a tenir compte des minutes
et des secondes? ...

C’est ce que nous allons tenter d’élucider.

La trigonométrie doit son origine a
Pétude du ciel.

Ce qui intéressait les Anciens c’était de
mesurer le temps, comprendre le pourquoi
des saisons, prévoir le retour de la lune ou
des planétes (religion, astrologie), se repé-
rer grice aux étoiles (navigation, voyages
de nuit). 11 leur fallait dés lors évaluer
des latitudes et des longitudes, mesurer des
angles entre des objets célestes, en conclure
la valeur des arcs ou des angles inconnus.
On sait que les Babyloniens avaient déja
une bonne connaissance du ciel, obtenue
par des observations étonnamment précises
(vers -2000).

Les Grecs arrivaient a prédire une éclipse
solaire (THALES DE MILET vers -585).

Des ceuvres perdues de HIPPARQUE DE NI-
ceE (II°¢ siécle av. J.-C.) ont certainement
contenu des tables de cordes d’arcs, d’aprés
des citations d’auteurs plus tardifs, mais le
livre le plus ancien qui nous soit parvenu et
qui prépare la trigonométric est la Spherica
de MENELAUS (I¢ siécle de notre ére).

Il y donne la définition de ce qu’il appelle
un triangle sphérique :

Il en étudie les propriétés, les cas d’éga-
lité et les compare aux triangles plans. Il
démontre un théoréme trés fameux connu
sous le nom de Théoréme de la Transver-
sale, qui servira de base a la résolution de
ces triangles et permettra ainsi les calculs
d’arcs et d’angles entre les astres.




La est la naissance de la trigono-
métrie : elle a été sphérique avant
d’étre plane.

MENELAUS envisage un triangle sphérique

ACD et un arc de grand cercle BFE qui
le traverse et démontre ’équivalent de

A

. P — & — " —
sinCF sinDB sinAE 1
. o X . —— % . o -
sin D sinAB sin EC
Dans son ouvrage, il n’est pas question de
sinus d’'un arc, mais bien de la corde qui

soustend I’arc double. Il en sera ainsi pen-
dant longtemps encore.

Dessinez donc un cercle de centre O et
de rayon unité et considérez un angle «
dont le sommet est le centre O du cercle.
En utilisant vos connaissances de trigono-
métrie dans le triangle rectangle, quel est
le rapport entre sina et la longueur de la
demi-corde qui soustend I'arc 2a.?

PToLEMEE (II° siécle) nous a laissé un
traité intitulé « Syntaxe mathématique ».
C’est beaucoup plus tard, fin VIII®, début
IX¢ siécle, que les Arabes ont créé, a par-
tir de leur article défini al et du superlatif
grec péyioTos, le mot al-magisti c’est-a-dire
« le plus grand » qui devint « Almageste »,
nom sous lequel nous connaissons ce fa-
meux traité. PTOLEMEE y calcule les cordes
des arcs sur la sphére céleste, de demi-degré
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en demi-degré, et clét le chapitre par une
table reprenant toutes ces valeurs :

... pour la facilité de la pratique,
nous allons construire une table
des valeurs de ces droites, en par-
tageant la circonférence en 360 de-
grés. Tous les arcs de notre table
iront en croissant d'un demi-degré,
constamment, et nous donnerons
pour chacun de ces arcs la valeur
de la soustendante, en supposant le
diametre partagé en 120 parties .. .
Nous emploierons en général la nu-
mération sexagésimale pour éviter
l'ennui des fractions.

PTOLEMEE commence par calculer la corde
qui soustend les c6tés du pentagone, du dé-
cagone réguliers, du carré, du triangle équi-
latéral, de I’hexagone régulier, bien connus
a I’époque.

Il explique trés clairement sa méthode et
nous donne les résultats de ses premiers
calculs.

... La droite qui soustend 90 de-
grés de la circonférence, sera en
longueur a peu prés de 84 parties
51 minutes et 10 secondes des par-
ties dont le diamétre en contient
120, et celle qui soustend 120 de-
grés sera de 103 parties 55 minutes
23 secondes de ces mémes parties
de diameétre.

Faites vous aussi le calcul; vous pourrez
ainsi apprécier la précision obtenue par
PTOLEMEE et la sagesse de ses choix d’unité
et de systtme de numération.

Il démontre un théoréme, passé dans I’His-
toire comme le théoréme de Ptolémée :

Soit un quadrilatére quelconque inscrit
dans le cercle ABGD; soient menées les
diagonales AG et BD : il s’agit de prou-
ver que le rectangle construit sur AG et
BD est égal aux deux rectangles des cotés
opposés AB GD et AD BG.
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D

|AG| x |BD| = |AB| x |GD| + |AD| x |BG|
11 en déduit, dans le cas ou AD est un dia-
métre, le calcul de la soustendante de I'arc
'JE—?_@, connaissant les soutendantes des arcs

“AG et AB. En d’autres termes, connaissant
deux arcs, il trouve la soustendante de leur
différence.

(Y

Sans difficulté, nous « voyons » a partir
de ce dessin que :

sin(8 — @) = sin Acos @ — sinacos 3

Il appliquera la méme méthode pour trou-
ver la soustendante de la somme de deux
arcs. Il peut de méme calculer la sousten-
dante de la moitié d’un arc. Et ainsi, il
construit sa table, de demi-degré en demi-
degré.

Pour calculer des arcs il reprend le théo-
réme de MENELAUS et lutilise sur la sphére
céleste.

Il réalise ainsi, pour la premiére
fois, la résolution d’un triangle
sphérique rectangle et ouvre la voie
a la trigonométrie sphérique qui
précédera la trigonométrie plane.

Mais il ne fait pas une étude systématique
des triangles, il ne démontre que les théo-
rémes qui sont nécessaires a la résolution
spécifique de problémes astronomiques. En
Inde, ses travaux seront continués et amé-
liorés.

Lastronomie y était importante pour le ri-
tuel. Celui-ci, en effet, prévoyait des sacri-
fices 4 intervalles fixes et ainsi, une mesure
précise du temps était nécessaire. Les horo-
scopes, trés prisés, exigeaient une connais-
sance de la position des planétes a tout
moment.

Ce sont les astronomes d’Inde qui intro-
duisirent le sinus et, dans un manuel astro-
nomique datant du IV® ou V° siecle, ap-
pelé Surya Siddhanta (Systtme du Soleil),
les valeurs en sont données de trois degrés
trois-quarts en trois degrés trois-quarts, va-
leur obtenue en divisant 90 par 24, de 0 a
90 degrés.

Mais, ne nous y trompons pas, il ne s’agit
pas encore de nos sinus!

Il s’agit toujours d’une longueur,
celle de la demi-corde qui soustend
un arc, non d’un rapport.

Nous n’arrivons toujours pas a la définition
donnée au début de cet article. Pour cela,
il faudra attendre le dix-huitieme siecle!
Le cosinus et le sinus-verse (R-Rcos) datent
aussi de cette époque.

Les Arabes, a leur tour, feront progresser la
trigonométrie, mais toujours comme science
inféodée a ’astronomie.

soleillés, le cadran solaire a sa place dans
les lieux publics et la « gnomonique » ou
art de construire ces cadrans, est trés a la
mode.

Les Musulmans récitent leurs pricres le vi-
sage tourné vers La Mecque. La direc-
tion dans laquelle elle se trouve est indi-
quée dans chaque mosquée par une niche
appelée Qibla. 11 était donc essentiel de
connaitre la direction de La Mecque.

Comme les pays musulmans sont trés en-



La latitude et la longitude de la mosquée et
de La Mecque sont connues (mesurées par
les astrolabes). 1l s’agit dé&s lors de calculer
I’'angle entre le Nord et La Mecque, dans
le triangle sphérique constitué par le pdle
nord, La Mecque et la mosquée, donc de
résoudre ce triangle.

£

La Mecque

Des le VIII® siecle, les Arabes disposaient
de traductions d’un Siddhanta indien et, un
peu plus tard, de 'Almageste de PTOLE-
MEE et des Sphérigues de MENELAUS. C’est
grice a ces travaux qu’ils réussirent a ré-
soudre tous les cas de triangles sphériques
et plans.

De nouvelles fonctions font leur appari-
tion, au plus tard au IX® siécle : on les
trouve notamment dans l'ceuvre de AL-
BATTANT (v. 850 - 929). Prenons la hau-
teur h de la barre verticale d’'un gnomon et
observons la longueur ¢ de son ombre au
cours de la journée. Cette longueur permet
de déterminer la hauteur du soleil (angle
avec '’horizon). Une table des valeurs de t,
« ombre directe » pour A = 60/ fut établie
pour les angles, a la seconde pres, et la
cotangente ainsi définie :

gnomon

(84

t = ombre

t = cotgax
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Comme le gnomon était aussi parfois fixé
horizontalement sur un mur vertical, une
autre table fut obtenue, celle des « ombres
inverses » qui définit la tangente :

gnomon/

8]

mur

= ombre

t=1tga

Tangentes et cotangentes, ainsi que sé-
cantes et cosécantes, introduites par ABU-L-
WAFA (v. 940 - v. 998) ne furent cependant
ainsi nommées qu’a la fin du XVI® et au
XVII® siecle par Th. FINK et E. GUNTER.
AL-BIRUNI (973 - 1048) étudia systémati-
quement les triangles plans et démontra la
loi des sinus : i

a b _ ¢
sinA sinB sinC

I1 écrivit un traité d’astronomie et de mathé-
matique, dont le nom indique bien les pré-
occupations de ses contemporains : Le Livre
pour faire comprendre les principes de l'astro-
logie. On y trouve rassemblées les connais-
sances de son époque, dont certaines lui
sont dues.

La systématisation de la trigonométrie
plane et sphérique est finalement mise au
point par NASIR AD-DIN AT-TUsT (1201 -
1274). Son livre Traité sur le quadrilatére
complet, écrit en 1260, est le premier dans
lequel la résolution d’un triangle est étudiée
pour elle-méme, et il s’agit du premier ex-
posé complet de I'ensemble de la trigono-
métrie, indépendamment de l'astronomie.
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Ce livre a eu une immense influence, mais
le monde occidental n’en a malheureuse-
ment eu connaissance que vers 1450.

Le mot trigonométrie (mesure d’un tri-
angle) apparait pour la premiére fois dans
un ouvrage de Bartholomaeus PITISCUS en
1595.

Depuis, la trigonométrie a encore fait de
nombreux progrés et son champ d’applica-
tion s’est largement étendu ... mais ceci
dépasse I'objet de cet article.
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Solution des jeux
Produits croisés

1 2 3 4 5
1{A|HM|E|S
2|R{E|JA|L|E
3 ARN@M
4 | B|O|E|C|E
S5|E|N|T|E|R

Le mur des nombres

352

15 21 49 33 27

124

73 51 438 24 15

Le mot caché : CALCUL
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OLYMPIADE
MATHEMATIQUE BELGE

Une fois de plus, ’Olympiade Mathéma-
tique Belge a recueilli un admirable suc-
ces. Le passage de deux a trois niveaux
(Mini, Midi et Maxi) a certainement été
apprécié puisqu’on a enregistré cette an-
née une augmentation de plus de 13% du
nombre de participants au stade des élimi-
natoires. En effet, vous étiez, cette année,
20975 concurrents pour 18 505 ’an dernier.
Parmi les plus costauds (en mathématique)
d’entre vous, 2 608 ont été retenus pour les
demi-finales du 6 mars.

Ami lecteur, tu trouveras ci-dessous les so-
Jutions a certaines des questions posées lors
de ces demi-finales. Comme d’habitude, je
t’invite 4 participer, 4 ce moment-ci aussi,
en apportant ta contribution a la rédaction
de cette rubrique. En effet, si tu estimes
que tu possédes une solution meilleure ou
simplement différente ou encore une solu-
tion intéressante correspondant a une autre
question, tu peux nous I’envoyer et nous la
publierons. '

Grilles des réponses correctes

Questionnaire MINI Eliminatoire

!
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C. Van Hooste
Questionnaire MINI Demi-finale

Questionnaire MIDI Eliminatoire

Questionnaire MIDI Demi-finale
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Questionnaire MAXI Eliminatoire

Questionnaire MAXI Demi-finale

Erratum

Lan dernier, dans le numéro 70 de votre
revue préférée, a la page 83, nous avions
voulu vous donner la grille des réponses
correctes de la demi-finale MINI. Malheu-
reusement, nous nous sommes trompés de
grille. C’est le moment de réparer cette
erreur :

la grille qui précede est donc celle des ré-
ponses correctes de la demi-finale MINI
1995.

Nous remercions bien aimablement le lec-
teur vigilant, M. Charles VIDICK, qui a
repéré cette mauvaise information et nous
en a fait part.

Demi-finale MINI

Question 3. Inégalité€ triangulaire
Si P désigne le périmetre du triangle ABC et [AB|,

'|AC|, |BC| les longueurs de ses cdtés, laquelle des

relations su}gantcs est correcte}‘)? p
@48 =3  ®l4Bl<y  ©OMBI<3
©®4B| +1ac|= 2L ©4B|+ jac| > X

3
Base théorique
Dans tout triangle, la longueur d’un cté est stricte-
ment inféricure a la somme des longueurs des deux
autres cOtés.
Solution
Ainsi, dans le triangle ABC, on a

|AB| < |AC| + |BC|

3

En ajoutant |AB| dans chaque membre de cette
inégalité, il vient

2.]AB| < |AB| + |AC| + |BC|

ou 2-|AB| < P et donc, |AB|< g

Réponse : C

Question 9. Laire d’'un cube

De combien augmente I’aire totale d’un cube lorsque
la longueur de chacune des arétes augmente de
50% 7

@)50% B)25% ©125% ©)237,5% €)2500%

Bases théoriques

1. Soit ¢ la longueur du ¢6té d’un carré. Laire de
ce carré vaut A = ¢2. Multiplions la longueur
du c6té par le nombre k. Laire du carré vaut
maintenant

A=k f=kF=K-A

Ainsi, si on multiplie la longueur des cétés
d’un carré par un nombre k, son aire est
multipliée par k°.

2. Soit ¢ un nombre réel.
z% ; il devient

F e il g = .
¢ =0+ 55570~ (1+1q5) @
Donc, augmenter un nombre de % revient

5 2t ik x
i le multiplier par 12 + —.
100

Augmentons-le de



Solution

Soit ¢ la longueur de I'aréte d’un cube.

Augmenter ¢ de 50% revient & multiplier cette lon-
50

gueur par 1+ — = 1,5.

100
Laire de chaque face du cube est alors multipliée

par 1,52 = 2,25,

Par conséquent, I'aire totale du cube, égale a six
fois l'aire d’une face, est elle aussi multipliée par
2,25 = 1+ 2. Elle augmente donc de 125 %.
Réponse : B

Question 24. Division dans N (sans réponse préfor-
mulée)

Pour un certain nombre naturel n, 2n + 3 est un
diviseur de 6n + 43. Que vaut n?

Base théorique

Si un naturel en divise deux autres, il divise aussi
leur somme et leur différence. Ainsi, si n divise a
et b, alors il divise

a+b a—b, a+2b 3a-—2b

n divise tout naturel de la forme pa + ¢gb ou de
la forme pa — gb, ol p et ¢ sont eux-mémes des
naturels.

Solution

Si 2n + 3 divise 6n + 43, alors 2n + 3 divise aussi

(6n + 43) —3 - (2n + 3) = 34

Ainsi, 2n + 3 ne peut étre qu’un diviseur de 34, a
savoir 1, 2, 17 ou 34.

Si I'on tient compte que, n étant un naturel, 2n + 3
est plus grand ou égal a 3 et que 2n + 3 est impair,
on a nécessairement 2n + 3 = 17, d’on l'on tire
n="7

Réponse : 7

Question 28. Course poursuite

Lors d’'un championnat de poursuite, deux cyclistes
partent en méme temps de deux points diamétrale-
ment opposés d’un vélodrome de 250 m de tour. Le
vainqueur a rattrapé son rival aprés avoir parcouru
8 tours. Quel est le rapport de la vitesse moyenne
du vainqueur a celle du perdant?

9 8 17 16 7
s ® O OF &;
Base théorique
La vitesse moyenne v d’un mobile est le rapport de
la distance d parcourue par celui-ci au temps ¢ mis
a couvrir cette distance

oA

De cette formule, on en tire une autre :

d
= —
v

(*)

Solution
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Le vainqueur a accompli 8 tours; il a donc parcouru
8 x 250 m = 2000 m.

Pendant le méme laps de temps son rival, moins
rapide, a fait un demi-tour de moins; il n’a donc
couvert que (2000 — 125) m = 1875 m.

Si nous appliquons la relation (*) a nos deux cy-
clistes, en nous rappelant que la durée de leur
parcours sur la piste est l]a méme, nous avons

2000 1875
v v '
ol V et v sont respectivement les vitesses moyennes

du vainqueur et de son adversaire.
De 1a, il vient

vV _ 2000 _ 16
v 1875 15

Réponse : D

Demi-finale MIDI

Question 5. Tangentes a un cercle (sans réponse

préformulée)
Soit dans le plan :

e un cercle I' de centre O et de rayon 45;
e un point A dont la distance 4 O vaut 75;

e les points de contact B et C des tangentes a
I issues de A.

Quelle est la distance des points B et C'?
Base théorique
Dans un triangle rectangle (cf. fig. 1), la mesure
de la hauteur relative 4 'hypoténuse est
b
=28
a
ou a, b et c sont respectivement les mesures de
I’hypoténuse et des cotés de 'angle droit.

A
# IR
¢

h K

J N
8 H ¢
I a al

fig. 1

Pour démontrer cette proposition, il suffit de calculer
l'aire du triangle rectangle de deux maniéres diffé-
rentes ou de travailler avec une paire de triangles
semblables.
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Solution
Les triangles rectangles BAO et CAO sont

isométriques (cf. fig. 2).
@ De 1a, on déduit que OA est la médiatrice de
[BC].

B g —
//'/
i
..f;i/_ u
A\\\m \ . o
e B /
\\- //
C
fig. 2

Le milieu M de [BC] appartient donc a la droite
OA et [BM] est la hauteur relative 2 I’hypoténuse
dans le triangle rectangle BAQO. On a donc

|BA| - |BO|

|[BM| = 04]

Appliquons le théoréme de Pythagore dans ce tri-
angle :

IBAP? = |0A* - |OBJ? = 752 — 45?
= (75 —45)- (75 + 45)
= 30 x 120 = 607

60 x 45 _

D'od, [BA| = 60 et |[BM| = —

Enfin, nous avons

36.

|BC| = 2 x |BM| = 72

Réponse : 72

Question 12. PGCD et PPCM (sans réponse pré-
formulée)

En divisant le plus petit commun multiple de trois
nombres par chacun de ces nombres, les quotients
obtenus sont 10, 12 et 15. De plus, le plus grand
commun diviseur des trois nombres est 12. Quel
est le plus grand des trois nombres ?

Bases théoriques

1. Décomposition canonique d’un naturel : tout
naturel n peut s’écrire sous la forme d’un
produit de puissances de nombres premiers :

m=pk.¢" ....r"

Si on convient que tous les exposants sont
strictement supérieurs a 0 et qu’on ne tient
pas compte de P'ordre des facteurs, cette
décomposition est méme unique.

Par exemple, 600 = 2* .3 .52,

2. Si un nombre naturel n est un multiple des
naturels a, b, ..., ¢, alors n est un multiple
du plus petit commun multiple (PPCM) de
ceux-ci.

Soit m le PPCM de a, b, ..., c

Comme tout naturel, m peut s¢ mettre sous la
forme d’un produit de puissances de nombres
premiers :

m=p ¢ ...

Chaque facteur de cette décomposition est
nécessairement un diviseur de I'un des natu-
rels a, b, ..., ¢, qui est lui-méme un diviseur
de n. Dés lors, ce facteur est un diviseur de
n. Il s’ensuit que le produit de ces facteurs,
c’est-a-dire m, est un divisecur de n.

3. Des nombres naturels z, y, ..., z sont pre-
miers entre eux si et sculement si leur plus
grand commun diviseur (PGCD) est égal a 1.
Les naturels 6, 10 et 15 n’ont aucun facteur
commun; leur PGCD est égal a 1. Par défi-
nition, ces nombres sont donc premiers entre
€ux.

Solution
Soient z, y et z les trois nombres, classés dans
I'ordre croissant. Appelons m leur PPCM. On doit
avoir - - -
— =15 — =12 — =10
z Y %
D’ou, il vient
m =15z = 12y = 10z
Ainsi, m doit étre un multiple de 15, de 12 et de
10; donc m doit étre un multiple de 60, le PPCM

de ces trois nombres. Autrement dit, il existe un
naturel k tel que

.= 60k
Revenons aux nombres =, y, z :
m m m
T Y= 12 =g 0k

Comme 4, 5 et 6 sont premiers entre eux, le PGCD
de z, v et z est alors k. Par conséquent, nous avons
k=12 et m = 720.

Le plus grand des trois nombres est alors z = 6k =
72.

Réponse : 72

Question 18. Le prix des livres

Sur un rayonnage sont rangés 31 livres, par ordre
de prix croissants. A partir du deuxi¢me, chaque
livre vaut 25 F de plus que son voisin de gauche.
Le livre le plus a droite vaut autant que, ensemble,
celui du milieu et 'un de ses voisins. Alors,

@16 voisin en question est le dix-septieme livre &

partir de la gauche. @]e prix du livre le plus cher




est 775 F. @le prix du livre du milieu est

450 E
étre déterminé.
précédentes n’est vraie.
Base théorique

Les nombres a;, a3, ..., a, sont en progression
arithmétique si, a partir du second, chacun de ces
nombres est égal A la somme du précédent et d’un
nombre constant r, que 'on appelle la raison.

®aucune des affirmations

Yk = 2,3,...,n ey =ap_1+r

Ainsi, les nombres 7, 12, 17, 22, 27, ..., 97 sont
en progression arithmétique ; la raison de cette pro-
gression est 5.

Dans la définition ci-dessus, chacun des nombres
ay, az, - .., an ¢st défini par référence au précédent.
Cela n’est pas commode car, pour connaitre Pun
d’entre eux, il faut nécessairement déterminer tous
ceux qui le précédent.

Pourtant, il est possible de donner le k© nombre
de cette progression en fonction du premier terme
et de la raison. En effet, puisque pour passer d’un
nombre au suivant, on ajoute la raison, il faut ajouter
(k — 1) fois la raison pour passer du premier au &€
nombre :

+r +r +r
al_;az—-y..._)ak

Dong,
Ve=23,....n:ar=a1+(k—-1)-r

Solution
Les prix des livres P, P;, ..., P3; sont en progression
arithmétique de raison 25. De plus, on doit avoir

Py = Pig+ Pjs ou P3yy = Pig + Py

La seconde de ces égalités donne
Pi+30x25=P +15x25+ P, +16 x 25
ou P = (30 — 15— 16) x 25 = 25,
ce qui n’est pas trés raisonnable pour le prix d’'un
livre. La seconde égalité n’est donc pas la bonne et
la réponse (A) doit étre rejetée.
Par contre, de la premiére égalité, on tire
PL+30x25=P +15x25+ P +14x 25
ou P = (30 —15—14) x 25 = 25.
Ainsi, le livre le moins cher coiite 25 F, ce qui
permet d’exclure la réponse (D).
Le prix du livre du milieu est

..PI(,=P1+15)<25
= 254+ 15x25
= 16 x 25 = 400.

et celui du livre le plus cher est

®)le prix du livre le moins cher ne peut’
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P31 o P1+30X25
= 25+30x25
31 x 25 =1775.

Réponse : B

Question 29.

Recherches dans un triangle rectangle

Le triangle ABC est rectangle en A; H est le pied
de la hauteur issue de A et ADHE est un rectangle.

B\_‘
-
o . H
\\\_\

\\\

A E C
fig. 3
Posons
a = |BC| b= |AC| c = |AB]|

z=|DH| et y=|EH|

Laquelle des relations suivantes est parfois fausse ?

@ca:+by=bc ®m2+y2=%§ ©§=g
@y = 25 ®e = vy
Solution

Posons h = |AH|
@ Les triangles EAH et ABC sont semblables;
nous en déduisons que

=]

s
ol

1l
o

|AC|

La relation (C) est donc toujours vraie.
Dans le triangle rectangle EAH, le théoréme de
Pythagore donne

De la, il vient

|AH|?> = |AE]> + |EH* ou h?=z?+ 4

En tenant compte de la relation énoncée dans la base
théorique de la question 5, cette derniére égalité

devient
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Ainsi, la relation (B) est toujours vraie.
@ Les triangles DBH et ABC sont semblables;
par conséquent, Nous avons
|DB| _ |DH| oy &Y
|[AB| ~ |AC]| c

D’ot, on tire

La relation (A), aussi, est toujours vraie.

@ Les triangles DI A et ABC sont semblables;
ainsi, nous avons

|DH| _ |HA|

|AB| ~ |BC|

o R

o s he
De 13, il vient x = —.
y b
. i C
Si nous nous servons de la relation h = — (base
a

_— . b
théorique de la question 5), nous obtenons z = —
a

2

A Z (o4
@ De méme, nous avons aussi y = —-, de sorte
a

que

A son tour, la relation (D) est toujours vraie.

-

Il reste a montrer que la relation (E) est parfois
fausse.
Si elle était vraie, elle donnerait, associée a la rela-
tion (D),
s

D’oll, on tirerait successivement

a® = b et a? = be,
ce qui est manifestement faux pour le triangle 3-4-5.
Réponse : E

Demi-finale MAXI

Question 20. Equation
Quel est le produit des racines de I'équation d’incon-
nue réelle x :

22+ 182 + 30 = 222 + 18z + 457
@-18 ®15 ©18 ©®20

®n20
Base théorique
Le produit des éventuelles solutions de I'équation
2 2 _ c
du second degré az* +bx+c=0estp= -
a

Solution
Posons y = z? + 18z + 30. Léquation s’écrit alors

y=2yy+15

Elle est successivement équivalente a

y¥=4-(y+15Ay=0

v —4y—60=0Ay=0

(y=—-6vy=100Ay =20
y =10

Léquation de départ est alors équivalente a

2+ 18s+30=10
ou
2+ 18:+20=0

Cette équation admet deux solutions réelles diffé-
rentes (car son discriminant est strictement positif)
et le produit de celles-ci est égal a 20.

Réponse : D

Question 27.

Moyennes arithmétique et géométrique

Si z, y et z sont des réels, laquelle des conditions
suivantes est suffisante pour que I'inégalité

Yzyz < %(:c +y+2)

soit vraie ?

@myz) 0 @rz +2+2220 ©a;,y,z € [0,1]
@m,y,zeRi =y = —z

Solution

Des contre-exemples permettent d’écarter quatre
des réponses proposées.

Pour z = y = —1 et z = 1, on obtient Yzyz = 1 et

1 . )
%-(a: +y+2z)= —3> ce qui exclut les réponses (A)
et (E).
Pour z = -1, y=—-2et z= -4, on a Yzyz = -2’

et %(:1: t+y+2)= —-g. Cette fois, c’est la réponse
(D) qui doit étre éliminée.

La réponse (B) exprime une condition toujours
vraie; elle équivaut a dire que I'inégalité proposée
est elle-méme toujours vraie. Les contre-exemples
qui précédent prouvent le contraire. Cette réponse
est donc a rejeter aussi.

En fait, I'inégalité est vraie quels que soient les réels
positifs =, y et z (cf. le prolongement ci-dessous).
La condition énoncée dans la réponse (C) est donc
bien suffisante.

Réponse : C

Prolongement

La moyenne géométrique de trois nombres réels po-
sitifs est toujours inférieure ou égale a leur moyenne
arithmétique.




Partant du fait que (a — b)? > 0, on obtient

a’ + b > 2ab

De méme, on a

b+ 2 > 2be
et
a® + & = 2ac

En additionnant membre & membre ces trois inéga-
lités, on obtient

2(a® + b2 + ) = 2(ab + be + ca)
ou

P+ +Ezab+be+ ca

De 1a, il vient successivement
(@®+b+ ) (a+b+c)

(ab+ bc+ ca)(a+ b+ c)
a3+b3+c3+a2b+azc+b2a+bzc+c2a+czb2
a?b + ab® + abe + abe + b + b + a’c + ac® + abe

a® + b + ¢ > 3abe
Comme cette inégalité est vraie quels que soient
les réels positifs a, & et ¢, elle le reste lorsqu’on
remplace ces nombres respectivement par /a, v'b
et /c. On obtient alors

> 3vabe

et de la, I'inégalité annoncée,

Notons encore que, dans cette relation, I'égalité n’a
lieu que si les nombres q, b et c sont égaux.
Question 29. Et pourtant ¢a « roule »!

Si le carré ABCD, de cbté a, « roule » sur la droite
d = CD, la portion du plan comprise entre celle-ci
et la trajectoire du sommet D est la partie ombrée
de la figure ci-dessous.

A

at+b+ec

B o o
fig. 1

Si, de mani¢re analogue, un hexagone régulier

ABCDEF de cbté a « roule » sur la droite d = EF,

quelle sera l'aire de la région comprise entre d et

la trajectoire de F'?
@+ 3v3a? B +3v3)a> ©@2r + 1v3)a?
En(r + v3)a?

©@n + 3V3)a?

Bases théoriques

(1) Laire A d’un secteur circulaire de rayon R et
dont I'angle a une amplitude de « radians est

A= %Rza
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&

fig. 2

(2) Laire S d’un triangle vaut la moitié du produit
des longueurs de deux de ses cotés et du sinus
de I'angle que forment ceux-ci.

S = %bcsinﬁ

Solution
La figure 4 ci-dessous donne la trajectoire du point
F lorsque I’hexagone ABCDEF accomplit un tour
complet en « roulant » sur d. La partie ombrée de
cette figure montre la portion du plan située sous
cette trajectoire.

GIDIINN,

fig. 4
- PoanoSi

fig. 5
La trajectoire de F' est r‘(gzompc)sf‘:c de cinq arcs de
cercle (cf. fig. 5) de centres respectifs E, G, H, I
et J.
La surface sous la trajectoire est alors une juxtapo-
sition de secteurs circulaires et de triangles :

(a) le secteur EF'P de rayon a et d’angle 60°,

(b) le triangle EPG,

(¢) le secteur GP(Q de rayon av3 et d’angle 60°,
(d) le triangle GQH,

(e) le secteur HQR de rayon 2a et d’angle 60°,

(f) le triangle IRH, isométrique au t-riangle GQH,
(g) le secteur IRS, isométrique au secteur GPQ,
(h) le triangle JIS, isométrique au triangle EPG,

(i) le secteur JSK, isométrique au secteur EFP.
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Or,on a
5 . _ 1 z'ﬂ' _ w 2
aire FFP = aire JSK = 2a 3= 6a
1 3
aire EPG = aire JIS = Ea.z sin 60° = —‘{;az
; i 1 2T T o
aire GP(Q) = aire IRS = 2-3-a 3 _\/2_0
aire GQH = aire IRJ = %a-aﬂ = 73(12
: _1 2T _ 2 4
aire HQR—§-4-a 3° 7

Ainsi, l'aire sous la trajectoire vaut

V3

4

V3

T 2
+
2—a 2 5

2 T o2
3 a+22a +2

2 +202 = (27r + g\/g) a?
3 2
Réponse : D

Question 30. Combien de nombres?
Combien d’entiers naturels sont de la forme u-2Y-3* avec u,v,w € {1,2,...,101} ?

@)303 ®»352001 ©)999 900 ©)1030301

Base théorique
Soient n un naturel quelconque, p et ¢ des nombres premiers.

®&)1 042001

@ Le nombre de naturels inférieurs a n qui ne sont divisibles ni par p, ni par g est

-5+ 7=

n

p-q

n

P

n

q

Par exemple, le nombre de naturels, inférieu

101] |101

rs a 101, qui ne sont divisibles ni par 2, ni par 3 est

101

101—{ J=101—50—33+16=34

ZJ_{3_+l6
Solution

Il s’agit d’un simple probléme de dénombrement; mais, encore faut-il bien s’organiser pour le réaliser
convenablement.

C’est le facteur u qui se trouve au cocur de ce probléme. En effet, v peut lui-méme contenir des facteurs
2 et 3; en fait, il peut se mettre sous la forme u = k-2%- 3% dans laquelle & est un naturel qui n’est
divisible ni par 2, ni par 3. .

Le tableau ci-dessous fait le décompte, cas par cas, des naturels de la forme imposée en fonction des
nombres k, a, b déterminant u, ainsi que des valeurs de v et de w.

On notera que lorsque a (resp. b) n’est pas nul, alors la valeur de v (resp. w) se trouve bloquée a 101
afin de ne pas compter une nouvelle fois des nombres de la forme imposée qui ont déja été comptabilisés
dans les cas précédents.

Lécriture 1..101 signifie que tous les naturels de 1 a 101 sont & prendre en considération.

Enfin, dans la quatritme colonne, on trouve le nombre de valeurs possibles du facteur %; ce nombre

s’obtient en utilisant la formule énoncée dans la base théorique.
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En totalisant les nombres de la quatriéme colonne, on retrouve 101, ce qui montre que toutes les valeurs

possibles du facteur u ont bien été envisagées.
D’apres ce tableau, le nombre de naturels de la forme u-2°-3" avec u,v,w € {1,2,..., 101} est

34 x 101% + 51 x 101 + 16 = 352001.

Réponse : B

Finale MINI

Question 1. LCaire du premier mouvement
Soit ABC' un triangle rectangle en A, dont I'aire vaut 1. Si A, B et C' sont respectivement les symétriques
de A, B et C par rapport aux ctés opposés, que vaut Paire du triangle A'B'C'?

Solution
Désignons respectivement par H et par H', les points d’intersection de la droite AA' avec les droites BC

et B'C' (cf. fig. 1).

CI

A Fig. 1

Par leur construction et par le fait que le triangle ABC est rectangle en A, les points B’ et C' sont
respectivement les images de B et de C par la symétrie de centre A, de sorte que le triangle AB'C' est
I'image du triangle ABC' par cette méme symétrie. Il s’ensuit que [B'C'] et [BC] sont paralléles et ont la
méme longueur.

Par ailleurs, comme A et A' sont symétriques par rapport 2 BC, la droite AA' est perpendiculaire 3 BC
et [A'H| = |AH|. Par suite, AA' est perpendiculaire 2 B'C' et [AH'] est la hauteur issue de A du triangle
AB'C'.
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Remarquons encore que [AH] est la hauteur issue de A du triangle ABC.

® La symétrie de centre A applique aussi H sur H'. Par conséquent, les.segments [AH'] et [AH] ont

la méme longueur et
|A'H'| = |A'H| + |[HA| + |AH'| = 3|AH|

Ce qui précéde nous suffit pour calculer I'aire du triangle A'B'C’ :

aire A'B'C' = }|B'C'|-|A'H'| = }|BC| - 3|AH|
= 3 xaire ABC =3

Question 2. La calculatrice de Mathicu

Les touches de la calculatrice de Mathieu sont disposées de fagon classique :

Toutes ces touches s’étant détachées de leurs alvéoles, Mathieu les replace ainsi :

En calculant le produit de deux naturels, il obtient 1996, alors qu’il s’attendait 2 obtenir un nombre de
trois chiffres. Quel est ce nombre ?

Base théorique

Un nombre premier est un naturel qui posséde exactement deux diviseurs naturels, ni plus, ni moins.
Ainsi, 23 est un nombre premier : ses seuls diviseurs étant 1 et 23. Par contre, 1 et 25 ne sont pas des
nombres premiers; 1 n’a qu'un seul diviseur (lui-méme) tandis que 25 en posséde trois (1, 5 et 25).

Pour s’assurer qu’un naturel est premier, il faut vérifier qu’il n’est divisible par aucun nombre premier
inférieur ou égal a sa racine carrée.

Solution
Analysons le résultat obtenu par Mathieu. Décomposons 1996 en facteurs premiers (cf. base théorique) :

1996 = 27 x 499
Ainsi, 1996 n’a pu étre trouvé qu’en effectuant 'une des multiplications suivantes :
1x1996 ou 2x998 ou 4 x499

Le premier cas est a exclure tout de suite puisque Mathieu s’attendait & obtenir un nombre de trois
chiffres; il n’aurait donc pu logiquement introduire un nombre de quatre chiffres comme opérande.

Avec les touches bien placées, la seconde multiplication aurait dii étre 4 x 996; Elle aurait donné un
nombre de quatre chiffres comme produit. Elle est donc a exclure aussi.

Finalement, la troisiéme multiplication est celle réellement effectuée par Mathieu, en lieu et piace de
2 x 229 qui fournit 558 comme résultat. C’est ce nombre qu’attendait Mathieu.

Question 3.

—
—

Mn nn;t

a1
il val L

Fatl £
yuv O

-+

e Feat-il nnecihle de tranuver nne décamn
6. e Lo e e e e e e H

G| =

2
différentes dont le numérateur est 1 et dont le dénominateur est un entier naturel non nul

a) si cette somme compte deux termes ?
b) si cette somme compte quatre termes 7
¢ si cette somme compte dix termes ?

poitulod
11 est évident que, dans toute décomposition de ce type, les dénominateurs des différentes fractions sont
strictement supérieurs a 1.

: E . .
a) Les fractions de la forme -, ol a est un naturel plus grand que 1, sont dans I'ordre décroissant des
a

1

1 1
valeurs PPDI La plus grande somme que l'on puisse obtenir en additionnant deux fractions de
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1 5 . ; ; z
cette forme est donc = + % =5 II s’ensuit qu’il n’est pas possible de décomposer 1 en une somme de

deux fractions de cette forme.
b) Il existe une décomposition de 1 en une somme de quatre fractions de la forme décrite ci-dessus. Pour

en obtenir une, il suffit d’'user de la décomposition donnée dans I’énoncé :

1_1.’.1(14.1.}.1)
2 2\2 3 6
2 4 6 12

¢) Une décomposition en une somme de dix termes existe aussi. On y arrive, en partant de la décomposition
trouvée en b), par un procédé mécanique passant successivement par des décompositions en cing, six, sept,
huit et neuf termes.

1 1/1 1 1 1
1_§+E(E+Z+E+E)
= g g Lk g L
2 4 8 127 24
1=1+l(1+1+1+_1_+_1-)
2 2\2 4 8 12 24
=1,1,1 1 1.1
2 4 8 16 24 48
1=l+1+1+i+i+i+i+i+i+i
2 4 8 16 32 64 128 256 384 768

Prolongement
@ En réalité, il est possible de décomposer le nombre 1 en une somme de = fractions de la forme
mentionnée dans I'énoncé, quel que soit le naturel n plus grand ou égala 3:

i=24lply . P PN
27478 2n-2 " 3.2n-3 " 3,902

Pour y arriver, il suffit de reproduire le procédé exploité en b) et en c) autant de fois que nécessaire.
Notons encore qu’il existe d’autres décompositions (en une somme de fractions de la forme imposée) que
celle-ci.

Voici une décomposition en une somme de cinq termes, autre que celle que nous avons obtenue en c) :
f= gt b Sg oy b
2 4 6 18 36
Question 4. Construction d’'un hexagone équiangle
Existe-t-il un hexagone dont les cdtés sont de longueurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6 et dont les six angles intérieurs

sont égaux ?

Solution

Soit ABCDEF' un hexagone ayant tous ses angles intérieurs de méme amplitude (cf. fig. 2).

Comme la somme des angles d’'un hexagone convexe vaut 4 x 180° = 720°, chacun des angles de I'hexagone
ABCDEF vaut un sixi¢me de cette somme, soit 120°.

En prolongeant un c6té sur deux de cet hexagone, construisons un triangle PQR.

Tous les angles de ce triangle valent 60°. Vérifions-le pour I'angle P. Les angles A et B du triangle PAB
sont les suppléments de deux des angles intérieurs de hexagone; leur amplitude est donc égale i 60°.

Par suite, P est aussi un angle de 60°.
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P
A B
/F/\ Cx Fig. 2
R .E D Q

Dés lors, le triangle PQR est équilatéral. En outre, les triangles PAB, QCD et REF sont également
équilatéraux.

Désignons par a la longueur des cotés du triangle PQR.

Nous devons avoir

|PA| + |AF| + |FR| = |RE| + |ED| + |DQ| = |QC| + |CB| + |BP| = a
ou |AB| + |AF| + |FE| = |FE| + |ED| + |DC| = |DC| + |CB| + |BA| = a
En additionnant membre 4 membre ces trois derniéres égalités, nous obtenons
2.(|JAB| 4+ |CD| + |EF|) + (|BC| + |DE| + |AF|) = 3a.

Si-les cotés de I’hexagone sont de longueurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6, alors

(|AB| + |CD| + |EF|) + (|BC| + |DE| + |AF|) = 21.
Des lors, nous avons

|AB| + |CD| + |EF| +21 = 3a ou |AB|+ |CD| + |EF| =3 (a—7).

Ainsi, la somme |AB| + |CD| + |EF| est divisible par 3. Par ailleurs, cette somme doit étre au moins égale
a 6. En prenant |AB| = 1, |CD| = 2 et |[EF| = 3, clle vaut exactement 6. Alors, a =9 et

|BC| = 9—|AB| - |CD| =6, |ED|=9—|CD|-|EF|=4, |AF|=9—|AB|-|BEF|=5

I ressort de ce qui précéde qu’il existerait bien un hexagone répondant aux conditions imposées. Pour
s’en assurer complétement, il reste a le construire.

A cet effet, considérons un triangle équilatéral PQR dont les cotés sont de longueur 9. Sur les cotés de
celui-ci, plagons les points 4, B, C, D, E et F (cf. fig. 3) tels que

|PA| = |[PB|=1, |QC|=|QD|=2 et |RE|=|RF|=3.

D

A B

F/
/\ \
R - o Q

Lhexagone ABCDEF répond a la question.

Fig. 3
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@ En effet, les angles intérieurs de cet hexagone ont tous la méme amplitude (120°) et ses cHtés sont
de longueur 1, 2, 3, 4, 5 et 6, ’

Remarque

Cette question est un exemple-type de ce que I'on appelle en géométrie un probléme de construction. La
méthode traditionnellement suivie pour résoudre ce genre de probléme comporte quatre étapes : I'analyse,
la construction, la preuve de la validité de cette construction et une discussion sur le nombre de solutions
possibles. Lanalyse est la phase essentielle d’un tel probléme : partant de 'hypothése qu’une solution
existe, une figure représentant approximativement I'objet a construire est tracée, dans laquelle on cherche
a découvrir les €léments qui peuvent étre déterminés par la seule connaissance des données du probléme.
Cette analyse doit fournir la marche a suivre pour la construction de I'objet demandé.

Il'y a gros a parier qu’il existe plusieurs solutions au probléme de construction soulevé par la question 4.
Pourrais-tu en déterminer le nombre exact en te référant A I'analyse faite ci-dessus?

Finale MIDI

Question 1.
Si z, y et z sont trois nombres réels tels que

z+y+2=0
2+y?+ 22 =4

Que vaut z* + y4 + 247
Base théorique

Le carré de la somme de plusieurs termes est égal a la somme des carrés de chacun de ces termes,
augmentée de la somme des doubles produits de ces termes pris deux a deux.

(a+b+c)? =a+ b6+ & + 2ab + 2ac + 2be

Solution
En é€levant au carré les deux membres de la premigre des deux égalités données, nous avons
$2+y2+22+2$y+2$z+2yz=0
d’ou, en tenant compte de la seconde égalité donnée, il vient zy + xz + yz = —2. De I3, par une nouvelle
élévation au carré, nous obtenons
2y’ + 222 + 222% + 2zyz(z + y + z)=4
ou, la somme entre parenthéses étant nulle, 2232 + 4222 + 2222 = 4.
Enfin, partant de (z* + y? + ;zz)2 = 16, nous avons z* + y* + 2* + 2(z%y? + 222 + y?2?) = 16 qui, en tenant
compte du résultat précédent, donne
ot +yt+ 24 =8

Question 2.

Une feuille de papier de format rectangulaire a pour longueur 5 cm. Lorsqu’elle est pliée de telle maniére
que deux sommets opposés soient appliqués I'un sur l'autre, la longueur du pli est de v/6 cm. Quelle est
la largeur de cette feuille ?

Solution
Soit ABCD le rectangle constitué par la feuville de papier et [PQ]le segment « dessiné »
par le pli obtenu lorsqu'on plie cette feuille de maniére & appliquer A sur C (cf. fig. 1).

" \ Fig. 1
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Ce pliage peut étre regardé comme une concrétisation locale d’une rotation (de I'espace) d’un demi-tour
dont I'axe est la droite PQ ou d’une symétrie axiale ayant la droite PQ comme axe. Ainsi, A et C sont
symétriques par rapport  la droite PQ et, par suite, PQ est la médiatrice de [AC]. Cela étant, le milieu
O de [AC] appartient 2 PQ et AC est perpendiculaire a PQ.
Les triangles DAC et OQC sont rectangles, respectivement en D et en O. De plus, ils ont un angle
commun. Par conséquent, les angles de ces triangles sont deux 4 deux de méme amplitude et ces triangles
sont donc semblables.
Ainsi, les c6tés homologues de ces triangles sont de longueurs proportionnelles :

|DA| _ |DC| _ |AC| %)

loQl  |oc|  |QC|
@ Comme O est aussi le centre du rectangle, P et @ sont symétriques par rapport a Q. De ce fait,
0ql = 2ipol = £, :
Si nous désignons par z la largeur du rectangle ABCD, nous avons

1 vz 425
joC| = 7|AC| = o T i

en appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle DAC.
Légalité entre les deux premiers rapports de (x) débouche alors sur une équation dont I'inconnue est x :

5

2425
2

NS &
]

Cette équation est successivement équivalente & zvx? + 25 = 5v/6, z* + 2522 — 150 = 0, z? = 5, qui admet
deux solutions, v/5 et —/5; seule la solution positive nous intéresse : la largeur de la feuille de papier
vaut V5 cm.

Question 3.
Un aprés-midi, Xavier, Yves et Zoé jouent au tennis de table. Aprés chaque partie, le perdant céde sa
place a celui qui ne jouait pas. Le soir, Xavier a joué dix parties, Yves, quinze, et Zoé, dix-sept.

a) Combien de parties ont été jouées en tout?

b) Qui a perdu la deuxiéme partie ?

Solution

a) En additionnant les nombres de parties jouées par chacun, on compte chaque partie deux fois. Par
. ; , 10+ 15+ 17

conséquent, le nombre total de parties est égal a S ke 21.

b) Chacun des trois joueurs a disputé au moins une partic sur deux. En effet, lorsqu’il n’a pas pris part a
I'une des parties, il succéde a celui qui perd cette partie pour disputer la suivante.

Ainsi, selon qu’il participe a la premiére partie ou non, chaque joueur pourra disputer au moins 10 ou
11 parties. Pour que ce nombre n’augmente pas par Ia suite, il doit perdre toutes les parties auxquelles il
participe.

Comme Xavier a joué exactement 10 parties, il est certain que ce garcon a disputé et perdu la seconde
partie, ainsi que toutes les parties de rang pair.

Question 4.
Soient n nombres a;, as, ..., a,, tous égaux soit 4 1, soit a —1. Quelles sont les valeurs de n pour lesquelles
la somme
ajaz + azaz + - + ap_1an + anay
peut étre nulle ?

Solution

Les n termes de la somme aqay + azas + -+ + a,_ja, + aza; ne peuvent prendre que deux valeurs : 1 ou
—1. Pour que cette somme soit nulle, il faut qu’elle contienne autant de termes égaux a 1 que de termes
égaux a —1. Il doit donc y avoir un nombre pair de termes ou encore n doit étre un entier pair. Posons
donc n = 2k.

Lorsqu’un terme de la somme ci-dessus vaut —1, cela signifie qu’il y a changement de signe entre deux
termes consécutifs de la suite (finie) aq,ay,...a,,a;. Comme cette suite commence et finit par le méme
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nombre, il ne peut s’y produire qu’un nombre pair de chang'emcnts de signe entre termes consécutifs. Par
conséquent, k est un nombre pair et n un multiple de 4.
1l reste 4 montrer que si n est multiple de 4, il existe bien n nombres vérifiant les conditions énoncées.

Si n = 4p, la suite de nombres a; (: = 1,2,...,n)
1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,...,1,—-1,-1,1,...

obtenue en reproduisant p fois les quatre entiers 1,-1,-1,1, fournit bien une somme aja; + azaz + --- +
@p_10n + anay nulle. En fait, cette somme se compose bien d’un nombre pair de termes alternativement

égaux a 1 eta —1.

Finale MAXI

Question 1.

A la gare de formation des trains de voyageurs, la seule consigne a respecter est la suivante : deux voitures
de premiére classe ne peuvent jamais se suivre. De combien de maniéres peut étre composée une rame
de quinze voitures, si 'on dispose d’an moins quinze voitures de chacune des deux classes ?

N.B. On suppose les voitures de premiére classe indiscernables entre elles, de méme que celles de seconde
classe.

Solution

Désignons par 7 lec nombre de maniéres de composer une rame de k voitures (k < 15) selon la consigne
imposée. Il est évident qu’il n’y a que deux fagons de composer une rame d’une scule voiture. D’on
Ty = 2.

Les seules rames autorisées de deux voitures sont 2-2, 1-2 et 2-1. Ainsi, 75 = 3.

En accrochant un troisitme wagon au bout des rames décrites ci-dessus, nous pourrons former toutes les
rames possibles & trois voitures. Lorsque la rame & deux voitures se termine par un wagon de seconde
classe, la troisi¢me voiture peut étre indifféremment de premiére classe ou de seconde classe; par contre,
si la rame a deux voitures finit par un wagon de premiére classe, on ne peut y adjoindre qu’une voiture
de seconde classe. De la sorte, il y a exactement cinq rames composées de trois voitures : 2-2-1, 2-2-2,
1-2-1, 1-2-2 et 2-1-2. Donc T; = 5.

Appelons encore Si et P; le nombre de rames a & voitures qui se terminent repectivement par une voiture
de seconde classe et par une voiture de premiére classe. Bien entendu, nous avons 7; = S; + P;.

En reprenant le raisonnement tenu pour expliquer le passage du nombre de rames a deux voitures au
nombre de rames a trois voitures, nous avons

Tie1 =25 + B, Siy1 =S+ Po=T,

et T2=2-St41+ Py =To1 + Spe1 = Thn + T

Nous obtenons 1a une relation de récurrence qui va nous permettre de calculer de proche en proche le
nombre de maniéres de composer une rame de quinze voitures :

Ty=T3+Th=8, Ts =T34+ T3 =13 et ainsi de suite Ty = 21, Ty = 34, ..., Tis = 1597.

Remarque

Les nombres T (k = 1,2,3,... ) sont des termes consécutifs de la célebre suite de FIBONAGCL A cet
¢gard, tu peux (re)lire l'article intitulé Applications des nombres de Fibonacci, signé Jacques BAIR, paru dans
le Math-Jeunes numéro 54 de 1992 (p. 22-26).

Question 2.
Soit |z] la partie entiere du réel z c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal (ou inférieur au sens
large) a z. Si (an),cy est une suite arithmétique telle que

lao] = la1] =... = |as] =0 et |agp) =1,

quel est 'ensemble des valeurs que peut prendre ajggq ?
Solution
Appelons r la raison de la suite arithmétique décrite dans ’énoncé.
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Les termes ag, ag €t ajp de cette suite sont tels que 0 < ap <1, 0<ag <1 et 1< ap <2.

1- 1- G : ;
Dela ilvient qg+9-r<letl<ga+10-rour< & = 100?. Ainsi, la raison de la suite
vérifie la double inégalité 1;0“" <r< 1_9“"
- 1—

Comme ay905 = ap + 1996 - 7, il S'ensuit que ap + 1996 - ——— < ayq06 < ap + 1996 - 9“" ou

1996 — 19864y 1996 — 19874y

— 10 S99 < ——

1996

En tenant compte que 0 € ap < 1, nous obtenons finalement 1 < ajg96 < —5

1996
|
Mais tout nombre réel appartenant a Pintervalle |1, 15[ peut-il vraiment étre une valeur possible de a;ggs ?
Soit @ un nombre appartenant a cet intervalle. Montrons qu’il existe alors une suite arithmétique,
satisfaisant 4 toutes les conditions énoncées, telle que ayg995 = a.

Ainsi, nécessairement, ajg € ] I,

. 1996 i ; Ty : : .
Siacg TR considérons la suite arithmétique dont la raison et le premier terme sont respectivement

—a;—let —M Puis uc1<a<% nous avons r >0
“ 7086 T T 1986 qw% =g * :
1996 — 10196 1996 — 101
e B [ T i ek & ;
1986 WL~ oge  oF DEa<l

996—10a o a—1_1987-a
1986 "198 1986 ’

ajp =ag +r = 1?87 & 1‘1;86 =1let ajgp =ap+ 199 -r = 19?(%610‘1 + 1996:986 = q.

09:(10+9T=

y 1996 gz ; s ; . .
Sia> BT considérons alors la suite arithmétique dont la raison et le premier terme sont respectivement

—Let = (. Puis uel—gg—t§<a<1996 nous avons r > 0
= 1996 St % T T Tukque =g 5 T "
a
o ag=ay+9.-r= 1986;9;6310 a0+10-'r---—-—1986
a
— <2et =ap+1 rE —— =
dOﬂC1<810< 9 < 4 €t ajgye agp 996 - r 1996

Question 3.

Quelles sont les parties non vides de I'espace, dont I'intersection avec tout plan est soit 'ensemble vide,
soit un cercle ?

N.B. Un ensemble réduit a un point est considéré comme un cercle dégénéré ou une sphére dégénérée.
Solution

Soit o une partie de I’espace possédant la propriété énoncée.

Tout ensemble qui ne comprend qu’un seul point vérifie cette propriété. Ainsi, ¢ pourrait étre une sphere
de rayon nul.

Supposons que o comprenne plus d’un point. Considérons alors un plan o comprenant deux points A et
B de 0. Comme l'intersection de « et de ¢ n’est pas vide, celle-ci est un cercle I (voir figure).

Par le centre C de ce cercle, élevons la perpendiculaire p a o. o

Considérons ensuite un plan 3 contenant la droite p. La droite \
commune aux pians « et 5 comprenani C coupe i en deux poinis A
I et J. Par conséquent, I'intersection de ¢ et de § comprend les
points I et J; m’étant pas vide, elle est un cercle I dont [IJ] est
une corde.

Dans le plan 3, comme p est la médiatrice de [[J], p est un
diamétre de I;. Cela étant, le centre O de I appartient a p et de r
plus, p coupe I3 en deux points M et N diamétralement opposés.
A présent, montrons que o s’identifie a la sphére T de diamétre
[MN].

Soit P un point de X, différent de M et N. Le plan = déterminé par p et P, coupe ¢ selon un cercle
I" comprenant les points M et N. Ainsi qu’il a été dit pour I, I' est un cercle de diamétre [MN]. 1l
coincide nécessairement avec le cercle de la sphére 2 comprenant P. De ce fait, P appartient aussi a o.
Et par conséquent, X est une partie de o.

N
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Soit Q un point de ¢ différent de M et N. Ce point ne peut appartenir 4 la droite p = MN. En
effet, I'intersection de o et d’un plan ne peut étre que I'ensemble vide ou un cercle, donc ne peut jamais
comprendre trois points alignés. Considérons alors le plan déterminé par p et Q; au méme titre que S et
7, il coupe o selon un cercle I' de diamétre [M N]. Comme ce cercle I" comprend Q et est évidemment
inclus dans X, Q est un point de . En conséquence, o est une partie de X.

La preuve est maintenant établie que o et X sont un seul et méme ensemble.

Finalement, o est toujours une sphére, éventuellement dégénérée (lorsque o est réduit a un seul point).

Question 4.
, sont Otés

|-

De la somme des inverses des nombres naturels non nuls inférieurs a n, 1 + 5 + g Pk
tous les termes dont le dénominateur comporte le chiffre 9.

a) Démontrer que, quel que soit n, la somme restante est inférieure a 80.

b) Démontrer que, quel que soit n, cette somme est inférieure a 28.

Solution
a) Soit S la somme des inverses des naturels non nuls, inférieurs 2 n dont P'écriture décimale ne comprend

pas le chiffre 9 :

= (141 1Y gy LR 1 B WS RIS U NIRRT §
&= (1+§+---+-8-)+(ﬁ+ﬁ+---+ﬁ)+(ﬁ+ﬁ+---+ﬁ)+---+(80+81+ +33)+ +1
Déterminons d’abord un majorant de la somme S; des inverses des naturels non nuls dont Pécriture

décimale comporte exactement k chiffres autres que 9.
Chacun de ces naturels est au moins égal 2 105! et il y a 8- 9% ! naturels de cette sorte. Nous avons

8. 9k-1 9\*!
dOHCSk<W=8'(E) .

En supposant que I’écriture décimale de n comporte k chiffres (k > 1), nous avons alors

S € Sl+82+-.-'+8k

9\° 9\! g \ ! i

[y

1
< 8 5 = 80
1-1
b) II est possible de trouver un meilleur majorant pour S que 80. Pour cela, nous allons évaluer
e g
correctement 5 et établir I'inégalité suivante : S, < (E) 5.

Nous avons Sy = 1+ 3+ 3 +.--+ L =T =27
Quant a I'inégalité, elle est évidemment vraie pour k = 1. Il reste a vérifier que si elle est vraie pour
k=p (p=1), elle est encore pour k= p + 1.

5 1 .
A chaque terme de la forme — figurant dans S,, on peut faire correspondre neuf termes de la somme
a

S ! i 1 L dont la somme est strictement inférieure a2 9 - L = 2 . 1
71" 10a’ 10a + 1" """’ 10a + 8 10a =~ 10 @
Nous avons ainsi S < i.S‘ < i (i)p_lS S (E)PS
PL>10"P S 10 \10 h T

Cela étant, nous pouvons maintenant donner un majorant de S, bien meilleur que 80 :

S5 +S5+--+5

9\? 1 k-1 O
< (g) Sl+(i) Sl+...+(i) Slz_(lg—)'sl
0

10 10 10 -2

& -8 = 1081 < 27,3

9
I-1
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Palmares 1996 de la vingt et unieme Olympiade

Le Prix Vanhamme a été décerné a Georges BAATZ.

Ami lecteur, assoiffé de problémes nouveaux, nous te proposons maintenant les quinze questions du
quatorziéme test américain AIME. Pour chacune d’entre elles, la réponse est un nombre entier appartenant
a lintervalle [0, 999].

Quatorziéme Annual American Invitational Mathematics Examination 1996

Dans un carré magique, la somme des nombres de chaque ligne,
colonne ou rangée est toujours la méme. La figure ci-contre
montre quatre des nombres d’'un carré magique. Trouver z.

2. Pour tout nombre réel xz, on désigne par |z| le plus grand entier ne dépassant pas . Pour combien
d’entiers positifs n a-t-on n < 1000 et |log,n| égal a un entier positif pair ?

3. Trouver le plus petit entier positif » pour lequel le développement de (zy — 3z + 7y — 21)", aprés
regroupement des termes semblables, posséde au moins 1996 termes.



10.

11.

12,

13.

14,

15.
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Un cube en bois dont les arétes mesurent 1 cm se trouve sur une surface horizontale. Illuminé par
une source lumineuse ponctuelle se trouvant x cm au dessus d’un sommet de sa face supérieure, le
cube définit une ombre sur la surface horizontale. Laire de 'ombre, qui ne contient pas l'aire sous
le cube, est de 48 cm?. Trouver le plus grand entier qui ne dépasse pas 1000 - z.

On suppose que les racines de 2° + 32 + 4z — 11 = 0 sont a, b, et ¢ et que les racines de
P +ra’+sr+t=0sonta+b b+cetec+a Quevaut t?

Dans un tournoi a cing équipes, chaque équipe rencontre toutes les autres une fois. Chaque équipe

a 50% de chance de gagner tout match auquel elle participe (il n’y a pas de match nul). La
probabilité que le tournoi ne produise ni équipe invaincue, ni €quipe ayant perdu tous ses matches

Z . m ;
est égale a —. Calculer m + n sachant que m et n sont premiers entre eux.
n

Deux des cases d’un échiquier 7 x 7 sont peintes en jaune et les autres en vert. Deux coloriages de
I’échiquier sont équivalents si 'un peut étre obtenu a partir d’un autre en appliquant une rotation
dans le plan de I'échiquier. Combien de coloriages non équvalents sont possibles ?

La moyenne harmonique de deux nombres positifs est inverse de la moyenne arithmétique de
leurs inverses. Pour combien de paires ordonnées d’entiers positifs (z,y) avec x < y la moyenne
harmonique de z et de y vaut-elle 6207

Un ¢tudiant désceuvré entre dans un hall qui contient une rangée de casiers fermés numérotés de
1 a 1024. II ouvre le casier numéro 1 et ensuite un casier sur deux. Quand il arrive au bout du
hall, Tétudiant fait demi-tour; il ouvre le premier casier fermé qu’il rencontre et ensuite un casier
sur deux. Létudiant continue de parcourir le hall de cette maniére, dans un sens puis dans l'autre
sens, jusqu’au moment oi tous les casiers sont ouverts. Quel est le numéro du dernier casier ouvert
par I’étudiant ?

Trouver le plus petit entier positif solution de

c0s 96° + sin 96°

t PR S e
g LE cos 96° — sin 96°

Soit P le produit des racines de I'équation 2° 4+ 2* + 2> + 22+ 1 =0 ayant une partie imaginaire
positive. Supposons que P = r - (cos#° + isinf°) oi 7 > 0 et 0 < @ < 360. Trouver 6.

Pour chaque permutation ay, ay, a3,...,ay des entiers 1,2,3,...,10, on forme la somme
lay — az| + |a3 — aq| + |as — ag| + |a7 — ag| + |ag — ayp|.

La valeur moyenne de toutes ces sommes peut s’écrire sous la forme © on p et g sont des entiers
q

positifs premiers entre eux. Trouver p + g.

Dans un triangle ABC, |AB| = V30, |AC| = v/6 et |BC| = v15. Soit D le point pour lequel AD
coupe BC en deux segments de méme longueur et pour lequel ADB est un angle droit. Le rapport

aire A ADB eut étre écrit sous la fi B o t td ti itif i t
—————— peut étre écri us la fTorme — ou m et n sont des entiers positifs premiers entre
aire A ABC P n P p

eux. Trouver m + n.
Un parallélipipéde rectangle de dimensions 150 x 324 x 375 est fait en collant ensemble des cubes

1 x1x 1. Compter combien de cubes 1 x 1 x 1 sont traversés par l'une des diagonales intérieures
du parallélipipede. (Cette diagonale doit passer a I'intérieur des cubes 1 x 1 x 1)

Soit le parallélogramme ABCD et O le point d’intersection des diagonales AC ¢t BD. Les angles
CAB et DBC ont une amplitude deux fois plus grande que celle de I'angle DBA et I'amplitude de
'angle ACB est r fois celle de I’'angle AOB. Trouver le plus grand entier ne dépassant pas 1000 r.

Réponses correctes
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Johan LEPERS, deuxiéme année, Ecole secondaire des Ursulines a Tournai
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Serge LEDOUX, quatriéme année, Ecole Européenne de Luxembourg
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Toutes nos félicitations aux lauréats de ces diverses épreuves!










