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Math-Jeunes n° 79, 74-77, 1997

La page du mathémartiste
Michel Ballieu, Athénée Royal de Binche

A propos de Jean-Sébastien
Bach et de son Offrande Musi-
cale .

Sur la couverture de ton Math-Jeunes, tu
as sans doute été surpris de voir un extrait
de partition musicale : il s’agit d'un canon
tiré de L 'Offrande Musicale de Jean-Sébastien
BAcH.

Au dix-huitieme siecle, encore appelé « sidcle
des Lumiéres », il était communément ad-
niis par bon nombre d’intellectuels que la mu-
sique reposait sur des fondements mathéma-
tiques et que le travail de création pouvait
s'interpréter comme une activité scientifique.
Le grand compositeur baroque Jean-Sébastien
BAcH (Eisenach 1685 — Leipzig 1750) dési-
rait harmoniser et accorder les principes de
la logique et les abstractions formelles & la
constitution d’oeuvres musicales. $’il prati-
qua d’abord cela assez naturellement, il en
arriva a affiner sa méthode et & acquérir une
discipline intérieure stricte, une maitrise de
I'imagination allant parfois jusqu’a la morti-
fication de I'instinct ; on peut des lors parler
d’une conception tout & fait spéculative de la
musique.

Avant de poursuivre, j'insisterai quelque peu
sur I'adjectif « baroque » que j’ai accolé au
nom de BACH. Cette épitheéte n’a certaine-
mient pas un caractere péjoratif : elie désigne
simplement le style de musique que composait
Jean-Sébastien BACH, une époque de I’his-
toire de la musique. Il est navrant de consta-
ter que bon nombre de gens opposent « mu-
sique classique » & ¢ musique moderne » lors-
qu’ils veulent marquer la différence entre la
musique de BACH et celle d’un groupe actuel
classé premier au hit parade, par exemple. Or
BACcH, entre autres, n’a pas plus écrit de mu-
sique classique que les BEATLES ou les ROL-

LING STONES n’ont composé de musique mo-
derne! BACH, VIVALDI, HAENDEL ont écrit
de la musique baroque, MOZART, HAYDN,
de la musique classique, SCHUBERT, CHO-
PIN, SCHUMANN, de la musique romai-
tique, ... SCHONBERG, de la musique mo-
derne. Il s’agit simplement d’époques de
I'histoire de ’art, comme c’est le cas en lit-
térature, architecture, peinture, ... Et cela
n'enleve certainement rien non plus au ta-
lent des BEATLES, par exemple. Ces préci-
sions ayant été apportées, revenons-en 4 Jean-
Sébastien BACH.

Deux événements marqueérent la vie de ce
compositeur en l'année 1747. Le premier eut
lieu le 7 mai lorsqu’il fut invité par FREDE-
RIC IT DE PRUSSE (') & se rendre auprés de
lui; le vieux BACH sollicita du roi un théme
sur lequel il improviserait. C’est le themna re-
guun (théme royal) sur lequel il a composé
son Offrande Musicale : c’est un canon béti
sur ce fameux theme qui se trouve en cou-
verture. L’autre événement de cette année
1747 est ’adhésion de BACH en juin a la So-
cietat der musikalischen Wissenschaften de L.
Chr. MIZLER, une société savante consacrée
a I’étude de Pancienne conception mathéma-
tique de la musique. A ce propos, je citerai
Alberto BAsso[3] :

« Tension intellectuelle, calcul, jeu, langage ini-
tiatique dominent ' Offrande Musicale et I’ Art
de la Fugue, les deux plus importants témoi-
gnages de la recherche abstraite & laquelle s’est
livré BACH dans le domaine de la musique, les
deux preuves de rigueur normative les plus ar-
dues que nous ait livrées I'histoire de la musique.
Et toutes deux, comme les Variations cano-
niques, sont des “communications scientifiques”,
des dissertations qui, sous le signe d’un seul

() Frédéric II de Prusse, encore connu sous le nom
de Frédéric le Grand, ami des lettres et des arts, jouait
lui-méme de la fliite ; il était le protecteur du compo-
siteur Johann Joachim Quantz, entre autres.



75

organisme thématique diiment varié, présentent & une poignée de doctes experts (les membres de la
société de Mizler) des solutions que jamais auparavant on n’avait encore observées.

¢ Issue de la visite que rendit BACH & FREDERIC II dans sa résidence royale de Potsdam en mai
1747, I’ Offrande musicale (BWV 1079) fut imprimé en cent exemplaires, en septembre de cette
méme année, & l'occasion de la foire de la Saint-Michel mais BACH avait eu soin, précédemment, de
faire tirer, par 'éditeur Breitkopf, deux cents exemplaires de la dédicace, ... »

Voici cette dédicace :

Offrande Musicale
a Sa Majesté le roi de Prusse etc.
trés humblement dédice
par
Johann Sebastian Bach

Trés Gracieur Souverain,

C’est avec la plus profonde soumission que je dédie a Votre Magjesté une Offrande Musicale
dont la part la plus noble sort de Ses augustes mains. Je me souviens encore, avec un plaisir
empli de déférence, de la souveraine et toute particuliére grace avec laquelle, il y a quelque
temps, Votre Majesté elle-méme, au cours de mon séjour a Potsdam, a daigné exécuter au
clavecin un thema pour une fuga, m’enjoignant gracieusement alors de le développer sur-le-
champ en Son auguste présence. Il était de mon humble devoir d’obéir a l'ordre de Votre
Majesté. Mais je m’apercus trés vite que faute de préparation nécessaire, [’élaboration n'avait
pu étre celle gu’exigeait un théme aussi excellent. J’arrivai donc a cette conclusion, a laquelle
je me rangeai aussitét, qu’il fallait réélaborer de maniére plus accomplie ce thema vraiment
royal, et le faire ensuite connaitre au monde. Ce dessein est désormais réalisé, au mieux
de mes capacités, el ne vise qu’a lirréprochable intention de célébrer, ne serait-ce qu’a un
échelon bien mineur, la gloire d’un monarque dont tous doivent admirer et vénérer la grandeur
et la force, tant dans les sciences de la guerre et de la paix que, tout spécialement, en musique.
J'ose ajouter cette trés humble priére : que Votre Majesté daigne me faire la grdce d’accueillir
avec bienveillance ce modeste ouvrage et continue a l'avenir d’accorder a ['auteur Sa tres-
haute et souveraine grdce.

De Votre Majesté
Leipzig, 7 juillet 1747 le trés humble et trés obéissant serviteur

Il me reste, ami lecteur, & te montrer en quoi cette Musikalisches Opfer BWV 1079 () est un
divertissement mathématico-musical ou musico-mathématique, comme il te plaira. Mais cela
implique que tu puisses lire — méme avec beaucoup d’hésitation — une partition musicale.
Voici donc quelques notions élémentaires de théorie de la musique.

La musique s’écrit au moyen de signes placés sur la portée. Cette derniere se compose de
cing lignes horizontales équidistantes. l’espace entre deux lignes se nomme interligne.

Lignes et interlignes se comptent de bas en haut :

Lignes [nterligues

w20 (20 [

- e o

() Les trois lettres BWV sont les initiales de Bach Werke Verzeichnis, ce qui signifie Catalogue de 'ceuvre
de Bach, dans lequel cette composition est répertoriée sous le numéro 1079.



76

Les notes sont les signes qui représentent les sons. Elles se placent soit sur les lignes, soit
dans les interlignes :

=]

==

¢

4

T
.

Chacun connait le nom des notes et leur succession de bas en haut :

do-ré mi-fa-sol-la-si-do...
La clef est un signe mis au début de la portée, sur I'une de ses lignes et qui détermine le nom
de la note placée sur cette ligne. Il existe trois sortes de clefs :

La clé de Sol: é_ © La clé de Fa: 9 La clé d'Ut: 48

L J]

Reprenons le fragnment qui orne la couverture et lisons le nom des différentes notes :

S

Q1
\EEE

- :‘:ir

do - mi | sol - la | sif / sol Tsol - fag - fah T fa - mif - mib T
Si tu n’es pas « musicien », ne t’inquiete pas trop des symboles b, [ et § qu'on appelle altéra-
tions et qui n'ont de réelle importance que pour ceux qui jouent de la musique et par voie de
conséquence, pour ceux qui les écoutent !
Prends un miiroir et dépose-le verticalement sur le feuillet de ton Math-Jeunes, & gauche du
fragment ci-dessus. Lis maintenant le nom des notes en commencant par la ligne du bas. Avec
un peu de bonne volonté, de patience, tu obtiens :

do - mi-sol-do |sif-do-ré-mi-fa-mi-ré-do|ré-sol-ré-fa-mi-ré-do-sig |lay...
Maintenant, dis-toi que BACH n’a écrit qu'une seule ligne, mais qu’en fait, il y en a deux :
celle que tu as lue directement et celle que tu viens de lire dans le miroir. Ces deux lignes, tu
dois maintenant les superposer, ce qui donne :
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Sur un piano, tu joues la ligne supérieure avec la main droite tandis que la main gauche joue
la ligne inférieure (en meéme temps!) Ou alors, tu fais jouer cela par deux instruments diffé-
rents ... Et, 6 miracle, le résultat n’est pas une atroce cacophonie comme lorsque tu enfonces
d’un seul coup plusieurs touches au hasard sur un piano, mais quelque chose d’agréable a en-
tendre, dans laquelle on trouve une certaine « harmonie » au sens ot I’entendent les musiciens
(respect de certaines régles d’écriture) ou le public (sensation plaisante & l'oreille). C’est 1a que
réside la spéculation mathématico-musicale : BACH n’écrit qu'une ligne mais il y en a deux
(la deuxiéme étant une symétrie de la premiére par rapport a une droite) et les deux lignes
peuvent se jouer simultanément de maniéere harmonieuse! ... Si cette Offrande Musicale t'in-
téresse, PHILIPS en a édité un bon CD : Orchestre de I’ Academny of St. Martin-in-the-Fields,
dirigé par Neville MARRINER.

Bibliographie
[1] Jean-Sébastien BAcH, The A1t of the Fugue and A Musical Offering, Dover Publ.
[2] Jean-Sébastien BACH, The Musical Offering (BWV 1079), Lea Pocket Scores, N Y.
(3] Alberto BAsso, Jean-Sébastien Bach, d. Fayard.

4] Jacques CHAILLEY et Henri CHALLAN, Théorie compléte de la musique (2 vol.), Ed.
Alphonse Leduc, Paris.

[5] Marc HONEGGER, Dictionnaire de la musique (2 vol.), I’d. Bordas.
(6] Michael KENNEDY, The Ozford Dictionary of Music, Oxford Univ. Press.

[7] Wolfgang SCHMIEDER, Thematisch-systemnatisches Verzeichnis der musikalischen Werke
von Johann Sebastian Bach (BWYV), Breitkopf & Haértel, Wiesbaden, 1980.

(8] Histoire de la musique (2 vol.), Encyclopédie de la Pléiade.
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Voici les solutions des problémes proposés
dans le numéro 77 de Math-.Jeunes.

mini 3 — solution
Les nombres cherchés sont de 'un des
Lypes suivants

11lab lald labl

laab laba 1baa

ot a et b sont deux chiffres différents de
1 avec a # b. a peut valoir 0, 2, 3, 4,
5 6,7, 8ou9. Il y adonc 9 valeurs
possibles pour a, mais apres avoir choisi
a, il n’y a plus que 8 valeurs possibles
pour b puisque b # a.

Cela nous donne 9 x8 nombres pour cha-
cun des 6 types possibles, donc au total
6 x 9 x 8 = 432 nombres.

mini 4 — solution
Désignons par a, b, ¢, d, e, [, g le
nombre de pieces de chacun des sept
écoliers; ces nombres étant tous diffé-
rents, on peut donc supposer que

e<b<c<d<e<f<g

(1) Ou bien d > 15 et alors, e > 16,
£ 17 A > 12 rnm1l Aonnn o L F 1A ™
J o L [l y = AU’ wo \iL.U. LA U | J ] y et
16 + 17 + 18 = 51.

(2) Ou bien d £ 14 et alors, ¢ < 13,
b<12,a<11,cequidonnea+b+c+
d £ 114+12+ 13+ 14 = 50. Et pour
que le nombre total de pieces soit égal a
100, il faut que e + f + ¢ soit supérieur
ou égal a 50.

Dans les deux cas, les trois écoliers qui
possedent le plus de piéces ont ensemble
au moins cinquante pieces.

Math-Jeunes n”° 79, 78-80, 1997

C. Festraets
midi 3 - solution
Désignons par ¢ le centre de la
i© montre (1 = 1,2,3,---,50), par p;
Pextrémité de son aiguille des minutes
a l'instant ¢ et par p, cette méme extré-
mité 30 minutes plus tard, O le centre

de la table.

Dans ce qui suit, la notation ab désigne
la longueur du segment [ab).

En vertu de [l'inégalité triangulaire,
quel que soit 7 pris dans ’ensemble
{1,2,---,50}, on a Op; + p,g = Og.
D’ou

Op; + Op; > 20¢; (1)

I’égalité ayant lieu si et seulement si O,
p; et pi sont alignés.

En additionnant les inégalités (1) pour
¢ prenant les valeurs de 1 a 50, il vient
(Op1 4+ O0p2+ -+ -+ Opso) + (Op| + Opl, +
<o+ O0plg) 2 2 (Ocy + Ocp + -+ +
Ocsp). Si on choisit ¢t tel qu’au moins
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une des montres ait son centre et l'ex-
trémité de son aiguille des minutes non
alignés avec le centre O de la table, alors
(Opy+Opa+- -+ Opsp) + (Op} +Oply +
o+ 0phy) > 2-(0c; +0cy+- - -+ 0cyp).
Cette inégalité est fausse lorsque
Op1+---+0p50 £ 0c+ -+ Ocyp et
Opl + -+ + Oply £ Ocy + - - - + Ocsp.

On a donc

soit Op1+ : '+Op5(] > OC1+' -+ Ocyg
a l'instant £,

soit Op} + -+ Opiy > Ocy + - - -+ Ocx
trente minutes plus tard.

4 — solution

Désignons par O le centre de I'liexagone
et par ¢ la longueur de son coté.

A B

E =5

Le rapport de section de M sur [AC]
est égal au rapport de section de N sur
(C'E)]. Or les deux diagonales [AC] et
[C'E] ont méme longueur, donc [AM| =
|CN| et |MC|=|NE|.

La rotation de centre O et d’angle
+120° applique A sur C', B sur D, ('
sur F, le triangle ABC' sur le triangle
CDE et donc M sur N. Dot ABM =
CDN.

Dans le quadrilatere NBC'D,

DNB = 360°'-MBC-BCD-CDN

|

360 ° —(120° —ABM)—120° —ABM

= 120°

maxi 3
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Considérons le cercle de centre (' et de
rayon c; il passe par O car |[CO| = ¢ et
BOD =120".

Or BND = 120" : le point N est donc
sur ce cercle (I'arc DNOC est le seg-

ment capable de 'angle 120 ° construit
sur la corde [BD]); d’ou [CN| =c.

Dans le triangle ABC',

AC|  |AB]
sin120°  sin30°

Calculons la longueur de la diagonale :

. . /3
|AB|sin 120 _ o5 _ B
sin 30 °

1
2

AC| =

ce qui nous donne finalement

. |AM| |AM]|
T MC| T |AC| — |AM|
_ C _ 1 . \/§+ 1
3 -c s B | B 2
solution

Désignons par a, b, ¢ les trois langues
parlées a ce congres et soit A 'un des
savants. A communique avec chacun
de ses seize collegues dans une certaine
langue; il y a donc au moins six col-
legues B, ', D, E, F, GG avec qui il parle
la méme langue, a par exemple (sinon
il parlerait chaque langue au plus avec
cing collegues et 3 x 5 = 15 < 16).

Parmi ces six collegues, s’il y en a deux
B et ' qui ne se parlent que dans la
langue a, alors A, B et (' se parlent dans
une méme langue a.

S’ il n’y a pas deux de ces six collegues
qui communiquent entre eux avec la
langue a, alors B communique avec ses
cing collegues ¢!, D, E, F, G soit en
utilisant la langue b, soit en utilisant la
langue ¢. Il y a donc au moins trois de
ces collegues, soit ', D, F, avec lesquels
il utilise la méme langue, b par exemple
(sinon il parlerait la langue b avec deux
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collegues au plus et la langue ¢ avec
deux collegues au pluset 2x2 =4 < 5).

Siparmi €, D, E, il y en a deux, C' et D
qui se parlent dans la langue b, alors B,

C' et D se parlent dans la méme langue
b.

Sinon, c’est que ', D, F se parlent en
utilisant la langue c.

maxi 4 — solution

Prolongeons PC' jusqu’a son point d’in-
tersection D avec M N.

Par B, menons BE paralléle & PD, E
appartenant a MN.

Dans le triangle NBE, C' est le milieu
de [NB] et C'D est paralléle & BE, donc
D est le milieu de [N E].

Dans le triangle AM D, B est le milieu
A [AAM] At PRI nct maralIBla X AT daen o
(¥R |.‘ IJVAJ VU L L DU POJJ.CLJ.J.CJ.C [el] 1‘11_/, UL

E est le milieu de [DM].

Le segment [MN] est partagé en trois
parties égales par les points D et F.

On peut effectuer les mémes construc-
tions sur les segments [M P] et [PN].

Pour retrouver le triangle ABC en ne
connaissant que la position des points
M, N, P, il suffit de joindre M, N, P
respectivement aux points qui divisent

les segments [NM], [MP], [PN] dans
le rapport, % (ou %) comnie indiqué sur
les figures ci-dessous. On a donc deux
solutions a ce probleme.
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REGARDE! TAi
ICi UN CARRE
DE 64 CASES|

&1 HOP! TORTIENS UN RecrANGLE DE
65 CARRES 'DoNC, ON VOIT QUE

k=65

T
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Math-Jeunes n° 79, 82-82, 1997

Encore les lapins de Léonard ...
Michel Ballieu, Athénée Royal de Binche

Je suppose que tu as été quelque peu troublé
par la BD de Frédéric POURBAIX. Nous nous
trouvons face & une situation ... disons para-
doxale et qui va — du moins je 'espere — te
convaincre de la nécessité qu’il y a & donner
des démonstrations lorsqu’on affirme quelque
chose en mathématiques.

Ainsi done, nous sommes parti d'un carré de
64 cases (8 x 8). Nous l’avons divisé en deux
rectangles, 'un 3 x 8 et I’autre 5 x 8. Ensuite,
nous avons divisé le petit rectangle en deux
suivant une diagonale et le grand rectangle en
deux trapezes égaux. Nous avons enfin jux-
taposé les morceaux de maniére & obtenir un
rectangle 5 x 13 c’est-a-dire un rectangle qui
compte 65 cases!!!

L’explication est cependant trés simple. 1.’il-
lusion produite résulte de la petite différence
entre les inclinaisons des diagonales des rec-
tangles 5 x 13 et 3 x 8. Cherchions en effet le
coefficient angulaire de ces deux droites.

~_
I~
.

{

Y

/.

T~
=
SN g
i

Dans le cas du rectangle 3 x 8, le coefficient

angulaire vaut évidemment 3 alors qu’il est

5
de G dans 'autre cas. La différence vaut

5
3

—

Les diagonales ne peuvent donc pas coincider
et il y a la un petit espace vide équivalent 3
un carré. Difficile de repérer cela & ’eeil nu!

Mais ces nombres 3, 5, 8 13, ne te
rappellent-ils rien ? Mais oui, bien siir, ils ap-
partiennent a la fameuse suite

0,11, 2,8,5,8,13, 91,34, 85,5 :

connue sous le nom de suite de Fibonacci.
Tu sais, celle que LEONARD DE PISE ou FiI-
BONACCI a introduite au moyen de petits la-
pins dans son liber abaci, écrit au début du
treizieme siecle. Si vraiment tu n’en as ja-
mais entendu parler, il est temps de te procu-
rer d’anciens numéros de Math-Jeunes. Sache
tout de méme que chaque terme de cette suite
est obtenu en faisant la somme de ses deux
précédents (bien sir, il faut donner les deux
premiiers qui sont 0 et 1).

Eissaie donc de démontrer (par récurrence) la
propriété suivante des nombres de Fibonacci,
a savoir que le carré de I'un diminué du
produit des deux qui I’entourent vaut
alternativement +1 et —1.

82-5x%x13 = —1
132 —8 %21 = +1
212 - 13 x 34 = —1
342 — 21 x 55 = +1

552 - 34 x 89 = —1

ce qui te permet de reproduire le méme pe-
tit truc avec des carrés de cotés 21, 55, ...
mais aussi 13, 34, ... bien siir, avec ce second
ensemble de nombres, il faut d’abord cons-
truire le rectangle, le découper et reconstituer
le carré avec les morceaux. Bon amusement !

Bibliographie

Edouard LucaAs, Réeréations mathématiques
(4 wol.), Librairie Scientifique et Technique
Albert Blanchard, Paris, 1979.
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1

Produits croisés

A chaque lettre de I'alphabet, on a associé une valeur selon son rang (A=1, B=2, C=3, ...). Chacun
des nombres — définitions est le produit des valeurs associées aux lettres des mots & placer dans la
grille. Essaie de reconstituer une grille de mots croisés cohérente.

1o i3 e 55

1 Horizontalement Verticalement
1. 6859 1. 32490

2 2. 81000 2. 19500

3 3. 243000 3. 613560
4. 3640 4, 83790

4 5. 59850 5. 9000

5

Le mot caché (par CéVé)

Retrouvez, dans la grille, et biffez les mots en italique dans le texte présenté. A cet effet, serpentez
dans cette grille, horizontalement ou verticalement, en tous sens mais jamais en oblique. Chaque
mot est d'un seul tenant et chaque lettre ne sert qu'une fois. Les lettres restantes vous donneront le
mot caché. Il s’agit du nom d’un célébre mathématicien. Qui est-il?

Voici la phrase qui est proposée & votre sagacité.

La vie d’...... est encore peu connue. Pendant deux millénaires les éléments constituent
la bible mathématique par excellence. Ils se distinguent des textes babyloniens et égyptiens
par une primauté accordée a la géométrie et a de véritables démonstrations fondées sur un
raisonnement déductif.
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Usons de nos complexes!
Yves Hanssens, Collége technique Saint-Henri, Mouscron

E

Ces derniers temps, Math-Jeunes s’est inté-
ressé au grand théoréme de Fermat et aux
triplets pythagoriciens ([1], [2] et [3]). Les
nombres comiplexes me permettent de t’en
proposer le prolongement suivant :

Ainsi 13 = 22 4 32, nous pouvons écrire

132 = 5% 4122
13% = 92 4 462
13* = 1192 + 1202

131 = 246 0462 + 13159112

Et ¢a continue encore et encore. C’est que le
début. D’accord? D’accord! [4]

Afin de ne pas faire fuir les lecteurs que les
développements théoriques indisposent, je me
contenterai ici du « et comment fait-on ? » et
négligerai le « et ¢a marche toujours ? ».

Si les nombres complexes n’ont plus de secret
pour toi, tu peux faire I'impasse sur ’encadré
qui suit et aller faire un tour jusqu’a ce qu’on
te rappelle.




z (D) 1 (a) 0 (v)

i€ e Y B BOURISID ¥] 19 g Mea () g oduw)sip

v] ] MmA ' eouR)sIp R quop sywod op g ned of suwvp [i-1-e A
UDIGUIOD ] 9909 O [y [Iba [FURLY) 1N, P $I9WIU0S $2] W08 Y 19 () 'd 1S

(o) i

‘» ap aduapenb | quea g op apdiy of ()
: g op odnapenb af quea v ap oy o ()
- =qreg—-=v (D)

tpeqwe=n (d)

il =g e="v (V)

= 4 ST TOU SIGUIOLL X1AD 0 § 12 0 1§
i
ogs  (o1) 0ST oot (D) ol (g) g (V)

i & X 0T [
—assudins g6 -8R -+ &L - 89+ 8G + &+ 8¢ + 8 + {1 1 ® WIGUOY 3

wwe g (g)  uwnupg (@) wugr (D) wurgg () wwg (V)

Lf [F1-opams sdug op uatquion sgade ‘saad amun sun Yy U 023
Ip assYla vl v o SI9A w.whc__.—__u 95 J2 } 20AINsS HOIAY U ,.:.Hx CDH,UT SHURISIp
MOS SH[[9 N0 JUHUIONL Y “[[/UB] (T 9P O8s941A B[ ¥ & 19 y/ury gL ap
A8SIA B R {7 L 204D _‘u:&: U3 20918 | SI2A SUIL | Juanod S2IY10A X12(]

() ¢ (a) (D) ¢ (d) 0 (V)

; ._: = L6610T) PP G ed UOISIAID ] 9D 91801 9] 150 Elite)

graszr (o) o009t () roeer (D) 96 (@) v (V)

o8 X 9T+ 23 X L66 — €F X 266 mea and)

xg -9, () e (@) 61 (D) i (d) 9 (V)

S @ qMeA AUT) SAIRIILIAP XNP S92 IS JURMEFY so1guiot

&

yp sutos v #y10d soqne xnop aus vsodal mb oubrig
e[ anb 989 BLUOD-[D UL, NP TOUDNLSUOD oD AT 7]

—
—

pruygu oupy (o) v (a) ¢ (0) 1 (d) 0 (V)

201 9108 1 2P 19 UL 9P NDSIAID
e puead snpd o] onb 3o g2 1108 1 9P 19 1w op o ununes Jred
anpd o] anb sy MR saIgUION op {u ‘we} soared ap [1-)-91SIX0 WDIGUIO]

L

o1 ded apqstap 189 s 4 (1)
"§ 4 AP INASIAIp un 189 ¢ (D)
‘oz op adnmur un 489 5.0 ()
‘@ qed a[qusiaIp 3180 5 — . (W)

"Gz Op opdiymun un 489 5+ oo (o)

J. OTRIA JUOUIDIIRSSSE

o9uL sod 189,U S9IBAIS SUOT)IS
-odoad sap aganbe] ‘g Ted SaqISIAIP XNOP $NOY S Sop JUOS § 12 4 15

roo(d) ¢ (a) z () 1 (d) 0 (V)

L PP WD g op 92URISIP oull ¥ 49 P ap
WD [ op 90URISIp 9UN ¥ SI0] ¥ ¥ sau)is suiod ap j1-9-v A upIquuon pogo
4 arjuod mb ueld of ste] P 9104p v] Op WD § 9D JURISIP 183 jutod a7

asttodypt anne aupy ()

6T (a) g1 (V)

/. s9ad oWIIXIP UN B “UDAOIL 31|

-HIOU 2] 989 1 [ang) C(sjurjue p onubip
“ur aaquiont 9] juede sphojdud p oaq
ot 9] enbpul oLk sUn, P IR B]
1n0) a13u00-1 enbiydeid ne nalj suuoOp

z'n (a

O gogords syuwIpPIp Sop sIURJUA, D Bl
-wou 3] ‘estdariue aqnad sun sue(]

; eniun axquiou 3 983 [enb ¢ g 180 suonrgdo a0 ap

JRYNSIL 97 C[RIHIUL AIGUOU NP YIIOW B[ OP SHIEND SI01) S8 S91110L JUOS
gmpoad np 1o ¢ ted ordrmun 9se srquuou up) — 29pnusiofad asuodys sung

gee  (d) 8z (D) 8T (d) o1 (v)

, F ogsal anod aunop ‘g red 9s1AIp e

19 ¢ 981 mod suuop ‘G red 9sIAID e

‘z 8ol mod auuop ‘f red 9SIAID e

¢

‘1 9981 mod suuop ‘g red SIAID e

‘sto] v v ‘mb qrjd snid o] 189 [pub ‘sjuvams sarquion bu saf wled

)

<

e

T



a1 (a) 9 (a) ¥ (D) £ (d) ¢ (v)

4, ntdiop 9o aduot of-reradp s10) 9 USIGUIOY) "AIPUIAD 1P 980 op
IANOP B “MIINRL B] 19 AIPUIAD NP M3 ap IO v] )89 ToARI 3] Juop
aubtuod quatdpod un asiin, [ anbupids toatosed un neo, p aduod Mo |

&L°6 %6 T salyo arrend sof jueinuiad ua WULIO) Op oS
SIURRIII S9IGUIOU AP UDIQUIOY) — 2ppnuidofoad asuodss sung

1
)

aate(uatpuadiad Juos sowwpout sor ()
SONAuo] ouuL ap 1o sop[reted juos spsoddo s9100 s ()

TRIIU e W juwuwtemsipuadiad juodnos os sopeuoden sop ()
OLPWAS 9D saxe Xnap apgssod arqepupenb o7 (g)

“MOIP BIFUR UL 19 OLPWIAS ap 219D U 9possod a1gye|Lipenh o1 (V)
3 u_%:ﬁﬁuu.ﬁ un Juos axXoAlod

+ge|upenb imnb mod aquesyns 180 sojueams SUOTPUGD sop ofenber]

._S._.,Su.,\,.W:a_:m:m,mva
DY p muswiEue v ((q)

Doytpout 919 sed v (D)

s UOLATD o] 00T 9P onunuip e (g)

Yog g ep onuuup v ()

gAald snpd o] adle[us o) 92 seq snd o] alwes 9] AU

9
PR T il m.,w._:_..::ﬂ_a_.ﬂ 219 JUO sodlees 53| SN0 .Omm.:_,...v._..;ﬂc aun suw(c]

(aypord snpd vy 91un [ w 91pUOLIE “SIPUODS D
astodad oun wuuo(r) 4, moy af aare) wd mod af-rerypur sduw) op wpiguos
- SLIRWERIP UM JUBANS U9 211e 01 sov[d oun tastoarr) mod U y sjow o
U /Un| f ap 9ss0Y1A v] ¢ SIMOMOY apaviu ap - oppnuisefaud asuodaa sung

'Sprog sap maniduo] ¢l op puadap e  (5)

w61 (a) w6 () wy g () u g (V)
J, e 1 ua ananoaded

v [1nb sourgsip | ‘saad uy| | v “se SNl ULy ¢ Op VRIUOZLIOL FURISID
AU IESSIPUOQ Uo Janodred nomoduwy] un 1g oguy ap quod of o pedsp
op quted 9] aud JunuEPP JULWES 9| 189 LU UN NIOP 9[2L0-1LUSD
980 dnogalery es puog nomoduw] un nbsiop ab ol SUOIDUPY

¥4

‘1g

61

81

¢zo'l (A) 71 () 1 () 620 (d) o (V)

i omd v op
uostelt oy a1edas souwjsip 3PNb ‘sajgwo|n] ug /U | op assajiA w|
e arareil b awony 2agd) ed nos anb sutoun ap unu ¢ jPUL Y/ ey g ap
.me@i._/ ﬁﬂ L5 M:_U.H@.E ::u D..um.ﬁ_,_,..w@m— ,Q_:u..ww d_ H,w a:u Sm.:._u @U O;CEOH 95 ._:O&

unuuod quiod un quo sefP 21ua, P Xnwp (o)

¢ sarrenoipuadiad juos seffa arjue p xnop ()

- [e1gre[nby o[FuEL) UN JUOLILLYP $99104D 1009 $00 (D))

! sopg[eaed quos sa0ap sior) s (g)

s unwiwod juiod un quo serwap s sao ()

L JusllLdres

-S909U slofe hc_,,u,ru.,u SURPUL Un ¥ ,_mw_ﬁvﬂﬁﬁda JUOS s9jUNSIP S2J10.p stod] 1§

20z (d) 81 (V)

;, audedsyy, |
S10A suoreqodxs sa) jueguesgidal meoas np a[due,| damsaul Jop o)

ST (@) . (@ .99 (D)

06 oudedsyy
00t Hleuate ]
08 BPRIR)
aet [tsoag]
00¢ QUSRI
{(souray ap suot|[iur) sde |
SUOTRLIOAXS Sop JUe IOy

“SNOSSAP-10
nea[qe) 9] ted soguuop ‘sied bum swa 9008 e
ap suopepodxe so| Jloquisiued U3, sulurigeip
un red oquaspader asudenua sun,p me0dup o7

g () ro(a) ¢ (D) 1 (g) 0 (V)

L V6/ET1/18 91990 16/1/1 @1
Al gmpotd [1-9s2,8 B[@2 S10] 9p WIqo) sisiwaid xmep sop qmpoud
9] 989 £ 2IUIOT 2RISIOT) 8] anb aqenbiriust op 1000 v gj /G/61 ayep ]

9T

T



ITDPL 08D I3 ap anb SUE oydl 23395 9P JUOIIUNW 38
st ‘opeity v op ol & “1p[duios quotasp s[rub sl sun 9[009 NI AP
paepauLLL | ted Ju01as9al apeuy v anod spuuonosps syuedodnred sarp

4 voaquio anaed
B[ 9P Al ] 189 3P0y T 2102 9P 2LIed UN P ILIIUL] ¥
90R1Y 919 JUO S$A[OID-ILIAD XNIP ‘201U~ dand[] ©] sue(] "0g

astuodar axme sun  (A)

J91 (@) e 2291 (D) 001 (g) 071 (V)
T

& A8 98ue [ mea andy

‘g syutod saf ¢ aweiBopp(ried un
1S9 J 5 PU00-1 aIndy ©f sur( "¢

J, dodnosor us sues simnp ajgissod 150 [ nb sodLe safup sapueld
snpd sop 9900 9] ‘SAIQULYUPD U0 “sp Pub ‘wl L'g s wog'g ap aoad
oun,p ARMIURINAL [0S 9] I9[PLIRD MO — apjrwofoud asuodyl sung 8g

i (a) g1 (a) L (D) ¢ (d9) 0 (v)

. 9[INB) ©] IP SP[RUOERIP S9p QU [ IS8 2 ageupenb
np $19UNII0S 9D UMGUIOD 1R PG NP W § ¥ 959 9[R]] exed sagnuaad v
TIO1993p anbeld suR(] UL G 9P SIYUR)SID DI[Ina) B AP $PI0D XN SR
-rexed sop Jred s9[[LIpEND 180 WD 17 X WD () 9P aIremaur)oel a|No) ol LG

uao anod

U0 SAIUION $90 8P SUOTIRLIEA S9[ Jon[eay p aqussodutr 380 1 (o)
¢ gquertodull SUOTH 919 JleIne [eul § SIR0L 9 LOMNUILIP

B[ "9, 0 AP 9SSIRQ R] JUBAE 11| N0 JIeAR % OF 9P uonrequotugne [ 18 ()
s sreun ua nb ST 9] 483 sanejeloads ap UaAot 2IgUIon I ‘TRl 1 (D)
L SIRUL AP DD O %, 16 Mea sana)eioads op UdAOUT JIGUIOU 8] *[RIL 1D ()
s e op ossney el led agsuaduion JUDWORIO 189 [LIAR D assiu (V)

sUoIPUo soo sue(] puapoald st e quoddea zed 9 gg op
PIUDULENE & DIUION 8D ‘TRUl 1o | steul ¢ j1odder red 66T (1A W %08 9P
0SSIR( ® UOISIAG[R) P OUIRLD AUn, P sinate1padsg9l op usfoul siquiou a7 9z

asuodar ane oupy ()
L661 () g6z1 (D) Q071 (d) 001 (V)

J, S0ITessa0aU oS

[ SOIID op UDIUIOY ‘SNPUL LGGT ¥ T 9P S[INIRU 89 810} 3lLDY nod "6g

A000¢9 (&)

A00009 (@  Jdooess (D) dovose (@) d00000 (V)
i 9[R-1-RI9S.NOUIAT
o arudeduron ] UBLQUOD ‘1 00059 2P 159 ajqesuodsal sins of Juop jusp
-I90' LN B S2ATINOISI0D stoljrIedsl sap queiuowt o 1§ " 00001 °P wnut
SIXURUL UM 99 ] (000G 9P WINUIUIIW UM 0948 ‘9EIe[d BUL ¢ JUd)SIT Slel) sop
01 enb qio0a91d (UML) SPLIIRLL STRTIP,, SOURINSSR P JRIIU0D WO FT




ostodar augne supny ()
80zl (&) oor (V)
IMSIDDU JUOS

LGG1 Qzl (D)

L&

[ SOLID 9P UDHUIOD ‘Su[oul J6GT & [ op

i+ (o) z1 (a) 4. oy ¢ (9) 0 (v)

¢ A[[IB) v ap sopeuodeIp sap aun,| assed odu[penb
Up SIPULLOS 9P UBIUIOD 18 PLog Np wiu ¢ ¢ 352 ap[eled amiuoid v
.:C_ﬁu,u.._:u ,.‘:,L:‘:_U I:ﬁﬁ.m RERRES AL. 0._.» m.w.ﬁ:wumﬂu ..u:_:m.,_ ﬁ_ _vﬁu m@u@b xXnue .AOTA

-l sop red dg[upenb 158 UL 17 X WD (g ap ddRMEURINL O[] AU 0T

gz (D) ]l (d) 01 (v)

see (o)
¢ P orser mod suuop ‘g red osiap e

auuop ‘g aed asiam e

191 anod auttop p aud os1a1p e
‘T ¢saa mod autop ¢ aed asialp e

o) e e ‘mb jged snd o)

9 oub ‘syumans soaquuou bum so] e g

W O Op yuesipmby 9sa o (o)

D g ep auwsipmby s 57 ()

i SV 0O vl ap FOUBISID LUl Bl g JUOS Af 19 (7 AOV
TV o ap s e s i (q)

SHV I op mal ne gse 7 (W)

UATUAESSIDI N
[2492 B[ 2dnooar (70 ajdur | ap woLYBBsSIY B] L G T odRIp

a1
-adiad [¢f 9] apao vl agoryy 188 ;) ted g op 1 Y AP WPINSID D10
92 op quiod e 19 O DI 0P VPBd U RuERIp un (gy7| 1og

2= 00001
000 01
002
(D) —— (g] I (V)

!

(@)
P
001

A Pbor] tspueams soaquiou sop un, | red [euy xiud o querpdmnmu we
gloen o099 ad (el xud o ‘suonipuod san sue() 9, d op onwunp 150
xud neaanou o ‘paey snjd nad un ¢ od op eyumEne 959 211 un, p xucl arg

- 1 (a)

[2ANJRU 89| SN0 SALIY O] T

o

L

eq (@) or (a) gt (o) 8¢ (d) FIo(V)

¢ ombed sugruoad el snb awumjoa owsur e sueysal ongted vl onb
Imod opuoses Bl op MENIFUo] Bl LONUILLID [1-)N%] SAURULIITED 8] US1U0D
o] aupuwoxd el anb essiedd snid s10] XNOpP 159 9PU0IBS B L UM ()9 X WD G
trnduewioar sanbeid xna(g

19 WD QF X WD g suotsuowip nod quo

gty aupy () vo(a) ¢z (D) I (d) 0 (v)
) q-+mn q | n
‘141 11

2911ed9, | MOYLIHA 1981 sodquuott ap (g *») sepdnon ap ualgo)

R 6 C os T 11 .

%ar (F) %11 (@) %ot (O) %ar () %6 (V)
Z, UOISUDULD 21ne [ oNUIUP ® UDGLIOD 9D 07 1 op 9jusudne

d e u opduwal un p ale | 1§

T SUOISUDLLLLD sas A I | anb S.Oje 9LIvA

fi
i (©)

iy (V)

s ud oyrduns
sjpsod JUDINLS S[99l $9] JUalos anb spng)

% T op gquswdne v ()
$4 7 op vnwwEne v (()
Cagmpow e sed v ()
T 0001 op onutp e ()

VY% g op onumup v ()

9] 70 seq snjd af alrees 9 B

. Uodaau

9209 styd o] arepes

WD "O 7 8P sPULIIEN® 999 TUC sodre[es sa] snoy ‘astidarjus oun suw(g

nuuod 950 usep 950 mb e (q)
nunod sed 950,00 gusep 150 b 30 ((q)
OaISHP 150 nuuod sed 99 u mb 9 (D)
onsop sed 48,1 nuuoo 9s0 b e (g)

D 9asdp 989 nuuon 989 mb oy ()

anb agudrs  csed qremion su nonb 92 sed axsep i u,, agrosold a7

i

)

T



A 00229 ()
d00009 (a)  Jdoo09s (D) dooore (@) doo00g (V)
P ULoUL dLe[Es o] 189 PUb U1 000 FE op 180 [eqo|d
:N LT ATl _.r\#:_., 159 I.«ZZ.ZCJ T,OT

J.satuoy
100 DUR[ES 9] I "SAUIULY] Sap M[Pd ¥ ¢

HOADUL DL [Es 9] ‘SOTUUIJ ()9 9 souuoL] (o 1rio[dius ssudaam oun sue(| gg
: [
norenby o ouy (Hq) I + = (@)
( 2
&£ G L R
008 = — 1 2=+ = (d) =x-8 (V)
004 LT 1

i saddoj

-0AUD (g Iombriquy anod amas DUIPRI H{[PAN0U B € dafessendil sduid)

Bl “SHMILUL 10 “IDUULDIPP P swR[qold o] 1mpel) snueams suotjeuby

p oponbery w7 ous saddoppaus g juenblige) so)@ BIQLUASTLY U]

-[IRARL) SDULPDEUL X1OP $0] 9NDSI0] 19 JUIYDRIL 8pU003s sun e uodjed
o] “un g wo saddolpatm (g publicr) auyorll sun ‘estulainie oun sue() C1g

S D g Op

UPHOISIP 489 S[[IPI,[ 9P DU 9] 18 “SolIguIued 1 “aoteysip afjonb

ap LU U NEELm0g,s [RUOZLIoY [0s ] dns dssiF a|[pypg [ op patd o7

i up patd np ur e queanor) o8 patd nos C[ro1Ioa UL UL 21U6D
indde 950 Fuo| op WL ¢ 9P A[[PYPY AU — agpnuntofpad asuodas sung Qg

2, £ .

£ (@) (a ofrt (D) 1—gN (d) ¢ (V)

;. aannuaad v ap a([@n © 9PIod APLOVS B] AP NINTUO]

vl ap jdoddet o] 180 [N BIUEd NP W2 § ¥ 9PUOIIS DUN J3 DD up
WD g © A90wl) 189 OPIoD 2muId aun ‘ToARL 8P U ()] 9P 2[00 un suw( ‘6T

(G =)0z — )~ (&) L—r=0z="f (a)
oL="1 (D) g#g-ool="4 (d) @01-001=" (V)

J soouuop

00 B Puodsnliod sojrAIS sUorRL sap afjonbur]

06 | oot || #
1 {0 |=

0 or
[ €

9P sAn2{eA sap UE_U iy u:ﬁ_z\r:—I.D.:CU i AP SIMI|BA S9] DUUOP SNOSSIP-10

a[qeq e[ "uoljeeld allr)IDD Jun Jed S JUOS fi 10 T SI[9AL SA[qULIBA XUa(] "RT

Z SO[Y sounal AP [RHIUL SICUIOL ] 1R [ON) "dUol]

sunal anbreyo mod sop[iy sounal bu 29591 [1 19 'sIo[R JUoA TS SUoded Gf
' sasnasiIep ap anb smasuep ap JurINe S10] X9 898 |1

oun apmb o sopy sounal g1 enb saady —— agpnuiiofoid aswodys sung

S e
o

;o oaquio anted

B[ O AL [ 182 PN T 2700 9p LD U P MBLIDIUL] ¢
SOV D99 PO SIDIAD-TIP XNBP "DIIUOD-12 DINTI] B[ SUR(]

SOULLIOS XT3 S99 9

DUNUILLOY AN RA B] )52 b:,_.wﬂmu .T._u.:_..:—mw .,.:SQ XTI sap LIED SO JUHOS

v v aedy 1so synad snpd son sap sprwn sop autos vl anb anatidoad

vl IO SJIITISU0D SR sarquion bui) agprdofaad asuwodys sung

&g Z e
—5 (aj o~ 1T ) R

J, salne a13enb sop JUAIJIIP 158 SHUvAIS sarquiou bu sap puboary

(a) gA+T (V)

4 IN07 U9 SASI[IIN SI0fR J[A-1-8 S3qId 9P UDIGUIO.) "O[[IdA B| N8GO
OPIOS NP adgl] 92e) anbRID s A U 3100Ud JUR[[02 U JATRD 108
LO|[IEARIIOL 9D OPWap 9 ‘UTRWAPUD] 7] "[RIIULD agnd 1, p odr) anbeip
IS GUD un JUR[0D U9 dj1ensqe amdnos aun asijeal ‘uosuaiilp s

O S101 SN ap Juusodsip ‘BIsl)de AU sopaoefsad ssuodal sung

+ &G — EGT+ g9 — 42 (H)
b o200 — (ST + g9 — ot (a)
[+ 2281 + 3261 + g% (D)

T — (LG — o2 (q)

[ = %8 4 g — g (V)

189 Py

(1 —2)(1 — ) op Nwwaddoeagp »

LT

o1

kAl



VIUBPLP 9318 J0a| 9P b 1sure a21) 93390 ap Juodiunut

S0 opeut) ) op ol oy ~19991duon quotaap s nb agpy aum 029 Y| IP
adteipguLul | ed juotasoal apeuy vl mod syuuoroajes syuedonaed sor

¢ (@ = ) ¢ (9) & (v)
[rut ap-4se g0
aunios vl & ap majea ofanh mod (¥ '0) 10 (1 ‘z) (g 'q) ssuuopioos nod

nnLARadsar uo ) g9 g Y siwod sof ‘protioniao axador un sue() Qg

. £ ;
ay (H) s (D) 0 (g) 7 (%)

£ SOICIION XUop 99 op puedd snjd o)
180 b & gle — 1mpold Moy 19 g— 150 SRR SIIGUOLL XNBP IP AUWOS €| 6T,

mapea ane aupn ()
c1Az (a) A () orpre (9) = (V)

¢ asnugiodAi [ ap manduo v asa a[pul) OpA 19 G saonguop ap quos sngm

SA[dUE Sop $IDULLOS SOP SONSS| SOURIPINL s9] ‘O[Firetvol o[furn) un suv(| ‘gz

)= 6— 28+ & ()
) 0=91+x01 = (D)
(<1) 6+ 201 — = (V)

¢ 91991100 uoprenby, |
FPUBATNS 59| _:.M.S..Q NG C__Mw:mu T— 912 66— JUos jualyqo Q:U,_.__,v sauul
S H _.\w._Mc? .r.v_:r\v.:_ np 2ULID] NP JUDLJ200 I suep steul JRARESRRES] 21D U
SIIULIOY ISSOR 2[[2 ¥ QUISIOA BG 'R 12 g UO0S Juaqo ;:U UV S| Lol
=lOJU se .._:1.@_.5&0@_ I UL, UOS [ .NMalld 9[Nos alun STued e QAR[D UN

LdaD PUoJds NP wolyenby aum v augures os mb auR[qold un yreajosal g

0=6—®g—
0 =6 1xol |

I~
(=

(D) (a) ¢ (V)

g

(a)

w3

4 [RIGIUL SUIN[OA 1R JUBISDL SUN[OA
np pcddes o] 980 [anb ‘s990 Ju0s spurnIp
[sure saapaen) sjad oenb sop 19 oW
-tos np ared g orenb ne ssaodnod guelo
sofpau so| ‘agsoddo sowvy el v ap|eted ued

e pdnod 153 2Ipely) un pouod snbeyn

29 1oV gr— 2Q + o0 — qv
T ~smg @
2 —on b 2q + o0 4 qo 2G4 om 4 qo—

2GNE, ©) G0y (a) qu (v)

/. TB89 SINOMOo) [1-)80 @ $9UBATNS

ed] sop aanbe) v

2 -1 s i 4
i m Y 3 m—— =) =
.w.@ ::s.

SPIA0SSR YOS ‘7 99 e gfisod JUaIDOLIIS S[pal Xy

i g

gN (|) o (a) te) : (a) L (v)
4. P[0TI 93 9P UOARL 9] 189 [an) (¥ °Z) SPQUUOPLO0D

ap quod me auen 9[DIed un ¥ suague) 180 & = £ uoyenbs,p ajwop wry

LT t] :

& (3) 2 (a) & (D) Yo v

4. M 919 ° [RIIUT NURDILOD NP UONORY (2N
.,—:..w.‘::w__ ,ﬁ_ Q—v ‘ JHOUL ,ﬁ_ ﬁw Zaﬁw../_:. m; D:@:—. 1 :._U 20 ,.:Q 189 mu.._.__. ....:w. :.:..— —:)_
.,:..Q:..G: 12t U._v ,r‘..q_.::.__u T.m:.s xne _,u:_._ C_u v.:_. u‘v_‘u :Q_:.U.M 159 mw:?::.:u ) A :D

Ta]
™

ve

€T



(o)
(a
(D)
(d)
(v)

o o1 = ®) (1= 2)(1 — =) op quatwaddopagp o] 189 a0y

£TGT

721

uorpenby aune oupy (9) = L m (a)
M $&
A b N“
e =—+— (¢ 2= g=v—g (V
ooz ' oos O [ ‘ v)
;. soddo)

-0ALR (G enbuge) mod o[nes BupRIE H{[PANONU v] ¥ Alessanoll sdiuy)
9] SRINUIUL 1D “IOUILLIN)P 9P auR[qold o 1mpexy sojueams suorjenbi
sop ojonbe unu g us saddopaus gpg Juenblage) safp equuaste U3
[IRARL) SOUIYDRUL XNAP 9] 11DSI0] 39 JUIPRW SPUOISS 91l 999U uodyed
o unu @ ua seddoatw (g anbuge] suLpRIL dUN ‘osLildIIUd DU sUR(]

24 -

24 20 A qo— D — Q,C

LmﬂtN Aa u ..uQ,CN ADV
JG — I -+ gD 2 A0 QU ) 2 A ID A+ qu—
qng ) 2y, (a) aqn (V)
. 89 smolnoy [1-)s0 s suoljoel) sop ajanbe| v
z 4 M fi @
: pra 2009 ,|:....| =1
S91008sk M08 ‘2 19 fi ‘@ sJ1sod QUATIROLS $[99d XNy
& — 00001
€|
; ; 00001 (@)
¢ — 00001 7 00%
1 o e 1
y (@ el o) AT (a) (v)

2 [enbar] rsqueams saaquuiou sap un, | dud puy xud of juerdpnur uo
a[noed al nad jrijmul xid o] SHorIpuoD $90 SUe(J " d op gnuip 18
Lid neaanou o) ‘paey snpd nad un gy d ap gquaurdue 9se oaal un, p xud o7

-asuodar ame oup ()

661 (@) g6zl (D) [0zl (d) oor  (v)
/. SOIressan9U qUOs

2INYRIU S$I] SNOY ALY N0

[ SOLIYD 9P TDICLUOD

oIt LGGT % 1 ep

T1

0T

o

‘8

1 (a) ol (a) L (D) () 0 (v)

J 9[may ] op sajeuodep sap aum,) assed oFe|upenb
NP $DULILIOS 0P TRIION 1R PIog NP Wt ¢ & 180 op[[eted amnumid e|
‘roroaIp aubeyd SR UL § 9D $2qURISIP D[IND] B[ 9P $9300 X1e S9[3|

rered sop aud o9j[upEnb 18 WD [Z X WD OF 9P 2URNEURIDN 9[[119) JU[)

;. SUOTIRULIOJUL $90 904 3[qrediion seoteaea op sinol ap alquuou
od snd o 150 (D) (pru-sadde un gpazons smolnon v asnatan|d
SOULLYRLL DU B *a0no us] sipiut-soade xis quop “xustan|d sanol-ruwop ymy
W v A 1 DIIHY, [ S90URIUA s3] JURpUdd —- 2ppnudofoed asuodos sung

me (o) w el (@ w o'y (D) a1 (g) w gy ()

. WD R AP NPUBDSAP 189 o[[oYDY,
O JOUIIIOS 2] 18 “9DURIEIp 2N op @ Juu np juepen) s [ejuoziioy [os
] Jdus assyd apoupa [ op potd o i np patd np ut P g juBAnOL) @8

patd 1os TfEprpa Ul an auos sgdudde 180 Suop op W ¢ ap SjPRYDY ou)

oeswam (HF) Daaoipeuod ()
Codoree (D) fossne] (g) sotaa (W)

DS XU IS0 U0l JUasaxd o7, uop)es

A00zL9 (o)
J 00009 (@) A0009¢ (D) Jooore (d)  J00008 (V)

;. SOUILLOT Sap a0l alle[es af 9sa [anb ‘i 000 FG 0P 189 [eqo[d
UBAOUL OITRTES 9] [G “SIAUL] 9P N[AD ¥ 94 (g #p noLwdns 150 souoy] sap

HaAOTL allR[es 9] "SOUILLS) ()9 19 sounuoy Of jueio[dius ssudare sun swe(]

¢, Nod 1o IS0 ST0[R 2][9-1-8 sa(ild op UBIqUIo; ) D[I=2A B NUDIGO
APIOs 1P 2041 29%] .n..:__uﬁ__o s 2qna un 2102UD JUE[[0Y U9 alAnD oS
I9[[reARL)al ap aplap RIIE] ,—:d:.~o._u:o~ AT leliued 2qnd un p 9av] .u:_v.c.s..v
NS 2D U JUR] [0 UD 2)TR1)sSqe O.:Sﬁ::u.ﬁ. AUN as(ead "UHOSULIP 9l

ap S107 S op Juesodsip BIstR Al sppiofoed asuodal sung

TILU0D 182 21189p 980 b 2o (o)

C nuuod sed 9se u pausap Jse mb oo ()
¢ aaisop 980 nuuoy sed gsou mb oo (D)
aasap sed 80,1 nuuod 180 mb 00 ()
L aasop 980 nuuod qsd mb o ()

anb aguds | sed qreunoo

18

1 uo,ub oo sed ausap au uQ),, aqiasold a7

b=

=

o

T



AINMIAN02 ap ased aAmg -

(a1)

S
—_
a
~—

&

e}
o™

(D) ¢ (a) = (v)
¢ o aypse g ol -+ |ov ]|
HULLUOS B 2y 8D mafea afjonb anog (v o) 10 (1'7) (G ') sepuuopIoon mod
Juotearadsar quo oWy :_m gquiod $3| PULIOUOT IO c,EQe.M un sue(]

[ied

i (@ r (0 E (g T ()
[, 9seq apuRld v op o[[po ¢ aseq 2j1ad vl ap dnanduo] vl op jaoddwr o)

180 AN IngInRI] v ¥ o[edd 950 aseq 91ad v 9p menfuol v 10 ‘mnond
-HO[ HUPTLL JUO R[RUOTRIP dUN 19 askg apuedd ] ‘ajenost azadel) un sue(]

g 9N g/ e sppuuoniodoad quos afduetn nup spi00 sep (H)

€ 9N g e sputonoedod yuos ofFueny np $9300 so ()

"B[R00st 18y a[duelly o7 (D)
a[durinow 1m0 ofdueny o7 (g)
Ddurgoor 1m0 opdueLr) o (V)

2 oenbey t aampoad os sod quad ou

UBAMS SUTOTIRNYIS
SO7 aUI, | ,.LS.:C.T,_U_ puodaad JUIOS sourlpaul sap Xop 1o uﬁ.w:mm.: un sue(|

(fa 37 = i (o)
Phg=2 / =

(a2 w—-g-"h (a) ({o}~"a>1 92 fi (D)
f=T=m i = S
d=f =2 o = B =g

(a1 glg+g=*~ (a) (U221 ggtg=10 (V)
M_.w i H BE m. + _ Y

J, 99101
UNL D B[a0 Mse sejueams sonbupurred suonwuasaadas sop appnburg

(@ - © — @ — ()

/. 9aaquio oryaed
v AP alle ] 950 9[[PNE) 1 9792 9P 2lded unp DML | »
B 210 JUO S9[OI00-IUAD XN8P ‘0.03U00-13 aandl) v suv(]

82

‘T

6T

‘8T

LT

\

a1 (d) 9 (@ v (D) ¢ () z (V)

Z sidad 9o aypduwal al-1e1aap S10] 9P UIGUIO.) DIPUIAD TIP ][ ap
A{UNOP 3] “IURINRLY B[ 1D AIPUIAD NP MDD AP 21910 B[ 189 10ARL 9] juop
onbruoa quardoga un astjn, [ ambupuido noamwsar un nes, p adsl o, |

sgag ouny (o) 9 (a) ¢ (D) 1 (q9) 0 (v)

J, 97101p 8D M9D INs ayoned op Mo juenb
-iidde suoryejor ap ‘uvpd s surp [1-1-9181X0 DI
-0 "=onbLrowost S19Manl SanodexXaty Xnap 2104

[ H\\
(&)
ek
_ 1
[
(a) [ (D)
T (@) W

& 4 ap mpo a0 mad
[onbop ‘snossep-1o saypdetd bur sop nued
T — Y ¢ S uonpuoy oump [ a9Alop
e[ ap aydesd o] pyuospador 159 ‘onoip v

L

0=06-28+ . (d)

0=6-28— 2 (a) 0= 90 +201— 2 (D)
0=6+=01 + & (€) 0=6+201 -2 (V)
¢ 91900100 uorpenbs, |

‘soqurAIS So| nuaed 989 ofjanty T— 99 G— UOS JUerqe O[[p,nb sonel
S9] ! 2I8op Biuwad np oULID) NP JUIDIJR0D 9] SURP SIBIL "IN 9[NP aul
SIUIUIOD [SS1R D[]8 B OUISIOA BG "R 5 7 JUOS MNP0 [1,ND SOUMDRI Sa & 1001
-lodul 180 JuepuRdopUL SULIY) U0S | MBI 9[N9S UM SIUIL0D B DAY[D Ul
QLD PUODS NP wolrenba aun v austiel 98 b sup[qoad un queajosol ugy

o1

R



OK! Tu peux revenir, nous en savons pres-
qu'autant que toi. Merci de bien vouloir fer-
mer la porte.

Considérons deux naturels p et ¢ premiers
entre eux et de parités différentes.

(p+qi)° =p°— ¢ +2pgj.

Le module de p + ¢j est v/p? + ¢2 et celui de
(p+ )2 est /(2 — ¢2)* + (2pq)”.

D'apres (1), p2+¢% = /(02 — ¢2)* + (2pg)” et
done (p? + ¢*)? = (p* — ¢*)* + (2pq)*.
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En posant
s pz - qz
y = 2pg
z=p’+ ¢,
Nous avons

P . B

... et nous retrouvons, par un détour différent,
les formules définies par Maurice FAMELART
pour trouver les triplets Pythagoriciens!
Exemple :

Sip=3etg=2p*+¢g*=13et (3+25)*=
(9—4)+127 = 5+127 et donc 132 = 52+ 122
Et pour 13?

Puisque 13 = 3% + 22, calculons (3 + 27).
Le module de 3 + 27 est V13 et son argument
environ 33,69 °.

Donc

(3+27)"
~ VI3 - (cos370,59° + j -sin370,59°)
= 1315911 + 246 046

Par conséquent : 13! = 13159112 4246 0462.
Résumons-nous :

Je n’ai en rien montré que z et y étaient alors
premiers entre eux et de parités différentes
mais, comme disait Pierre de FERMAT « j’en
a1 découvert une démonstration véritablement
merveilleuse que cette marge est trop étroite
pour contenir » (encore que, dans le cas pré-
sent, la marge n’aurait rien de monstrueux).

Allez, deux Alka Seltzer et hop, au lit!

A moins que ...

En creusant un peu I’évocation du binéme de
Newton dans le rappel théorique, on arrive a
montrer que :
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Solutions des jeux

Produits croisés

1 2 4 5
1|S|A|S|S|A
2|/E|T|T|E|R
3|IR|O|T|1]|E

Exemple : Comment se décompose 252 4| AIM|A|N T
p=3,g=4,n=7T k =3 et z vaut bien 51s|EIR E
32 4 42 = 25.
z=1-37-4°-21-3%-42435-3%.4¢
—7-3-4° Le mot caché (par CéVé)
= 76443
Le mathématicien qui se cache dans la grille
= Te3Fql —35.8% 43421 - 3245 est EUCLIDE.
—1-3%.47
= 16124

Et 257 = 764432 + 16 1242.
A bientét !
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Quelle heure ( est-elle ) ?
Claude Villers, Athénée Royal de Mons

Au moment de pénétrer dans le vaste bati-
ment de la gare, Mathieu jeta rapidement un
regard interrogatif sur la vaste fagade vitrée.
C’est qu’elle était dotée d’une grande horloge
au « design » trés simplifié. Douze gros points
marquaient les emplacements des heures et
deux aiguilles lumineuses se chargaient de ren-
seigner les voyageurs. Bien que grossiere, la
lecture de I’heure du moment pouvait se faire
a la minute pres.

Mathieu constata ainsi qu’il disposait encore
de six minutes avant le départ de son train.
Tout de suite, il se retrouva dans le hall d’at-
tente ot il jeta derechef un coup d’weil vers
I’horloge visible par transparence.

¢ Tiens, se dit-il, si je n’y prenais pas garde,
je croirais disposer maintenant de trois heures
et demie d’attente. »

Quelle heure est-il a I'horloge de la gare?
Quelle est I’heure de départ du train que Ma-
thieu veut emprunter ?

Je vous propose de réfléchir a la situation qui
vient de vous étre présentée et d’essayer de ré-
soudre le probleme avant de prendre connais-
sance de la suite du texte ... Bonne re-
cherche!

*
Vous avez trouvé 7 Examinons ensemble une
démarche possible — parmi bien d’autres ...
Le probléeme peut paraitre anodin, quoi-

que ...! Il va nous permettre d’exploiter
quelques notions mathématiques peu ... ha-
bituelles.

Nous supposerons que l'horloge en question
a un cycle de 12 heures comme c’est le cas
pour pratiquement toutes les horloges de ce
type ... Nous conviendrons aussi qu’on si-
tuera les moments entre 0 h 1 min. et 12
h. Ainsi, contrairement a 'usage, nous parle-
rons, par exemple, de 0 h 27 min. plutét que
de 12 h 27 min.

Quand il se trouve a l'intérieur de la gare,
Mathieu a, au travers des vitres de la fagade,
une vision retournée de I'horloge. En fait,
c’est comme s’il observait 'image de ’horloge
par une symétrie orthogonale dont ’axe est la
droite comprenant les deux points caractéri-
sant 0 hh et 6 h. Dans la suite de ce texte, nous
parlerons de cet axe comme étant la droite
NS (N pour Nord et S pour Sud).

Voici donc une vision d’un méne moment de
I'horloge, vue de 'extérieur puis de l'intérieur
de la gare.

10 h 10 min.—> 1 h 50 min.

Comme vous pouvez facilement vous en
rendre compte, ces deux visions ne nous in-
diquent pas nécessairement les mémes heures
et minutes. Une question vient naturelle-

ment & 'esprit : « Est-il possible de lire
le méme moment sur les deux vues de
I’horloge? »  Réfléchissez . ..

Vous venez certainement de trouver

e 11 h 60 min. (ou, si vous préférez, 12 h)

e et 6 h 0 min. (ou, si vous préférez, 6 h).

Nous avons ainsi deux « positions fixes » (ou
les aiguilles ont la méme position sur I’horloge
et sur son image par symétrie).

Il faut éviter les pieges du type 6 h 30 min.,
car ’autre vue indique ... 5 h 30 min.

6 h 30 min.—> 5 h 30 min.

Il faut étre conscient du fait que la grande ai-
guille balaie la moitié d’un tour complet, soit
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un angle de 180° pendant que la petite ai-
guille parcourt la moitié de I’angle nécessaire
pour passer d’une heure a la suivante, c’est-a-
dire un angle de 30 ° (253-). La petite aiguille
tourne ainsi de 15° pendant que la grande

aiguille fait un demi-tour (180 °)
Le résultat suivant est important :

Quand la grande aiguille d’une hor-
loge effectue un tour complet (angle
de 360°), la petite aiguille parcourt
un douziéme de tour, soit un angle de
367 :

De la méme maniére, 0 h 30 min. & Pextérieur
correspond a 11 h 30 min. a 'intérieur. Faites
le dessin.

Constatons, par ailleurs, qu’a chaque position
de la petite aiguille correspond une et une
seule position bien précise de la grande ai-
guille. On dit que cette position de la grande
aiguille est fonction de celle de la petite. Dans
les horloges et les montres mécaniques, cette
liaison est d’ailleurs réalisée par le biais d’en-
grenages internes.

Voici une représentation graphique de cette
relation entre les deux aiguilles.

60 min.}

0 min.
0h 6h i
I1 faut noter que les extrémités supérieures des
segments obliques sont & exclure de ce gra-
phique. En pratique, on ne parle pas de ...

9 h 60 min. mais bien de 10 L1 0 min.

La relation permettant de déterminer la
position de la grande aiguille & partir de
celle de la petite aiguille est appelée une
fonction.

Par contre, & chaque position de la grande
aiguille, correspondent douze positions pos-
sibles de la petite aiguille. = Remarquons
tout de méme que, lorsque 'on connait une
quelconque de ces positions, alors on connait

aussi toutes les autres puisqu’elles ne different
entre elles que d’un angle multiple de 30 °.

Exemple : Supposons que la grande aiguille
indique le point caractérisant ¢ 20 minutes ».
Elle a donc parcouru un tiers de tour com-
plet depuis son passage au point 0. Elle a
ainsi balayé un angle de 120 (32). Pendant
ce temps de 20 minutes, la petite aiguille ba-
laie un angle de 10° (32) entre deux points
consécutifs de la graduation en heures. Re-
marquons encore que ces 10° représentent le
douzieme des 120 ° balayés par la grande ai-
guille.

Si nous convenons que la position 0 h. cor-
respond a (0 ° alors la petite aiguille fait, avec
la direction NS, un angle de 10° ou 40 ° ou
70° ou 100° ou 130° ou 160° ou 190° ou
220" ou 250° ou 280° ou 310° ou 340 °.

N.B. Vous pouvez continuer mais cela ne sert,
a rien car vous dépassez alors le tour com-
plet (360 ° ) et vous retombez sur des positions
déja obtenues.
Du point de vue de la position de la grande
aiguille, ces angles sont équivalents. On dit
qu’ils sont congrus modulo 30 et on écrit
10 =40 (mod 30)
De toute fagon, La relation-permettant de
déterminer la position de la petite ai-
guille a partir de celle de la grande ai-
guille n’est pas une fonction.

Un doute peut vous effleurer :

Si la vision normale de I’horloge pré-
sente une position correcte des aiguilles,
peut-on en dire autant de la vision de
son image par la symétrie d’axe NS ?

[ parait assez évident que la réponse soit
OUI! En voici la raison.

Le systeme mécanique qui coordonne les po-
sitions des deux aiguilles peut &tre activé
dans les deux sens de rotation, ce qui fournit
automatiquement des positions correctes du
couple des deux aiguilles, qu’elles soient acti-
vées dans le sens horlogique ou dans le sens
anti-horlogique.



Si vous n’étes pas convaincus par cet argu-
ment alors je vous propose de chercher (et de
trouver) une ¢ démonstration », par calcul,
de cette validité. Nous attendons vos sug-
gestions avec impatience. N’hésitez pas
a4 nous soumettre vos démonstrations.
Elles seront éventuellement publiées. Ne tar-
dez pas. Envoyez vos propositions & la rédac-
tion de Math-.Jeunes.

Voyons maintenant 'effet de la symétrie NS
du cadran de I’horloge sur la lecture des mo-
ments.

Occupons-nous d’abord des heures indiquées.
P

Vue normale|Vue symétrique
JOh... 1h] 11 k< 12 R
11, Bimss 2 HI (10h ... 11 L
#hee: o hl [9h... 10 k]
]3h... 41] BL... 9L
Jah ... 51 [7h... 81
]5h ... 61] 6h... 7h
6h... 7h] Bh... 6L
]7h ... 81 [dh...5N]
j8h... 9L Bh... 414
j9h ... 10 L k... 34
JI0 h ... 11 b [LX... 2 X
J11h ... 12§ OL... 1L

On voit que le symétrique de z hest (11—x) h.

Voyons maintenant ce qui se passe pour |'in-
dication des minutes.

0 min. < 0 min.
1 min. <+ 59 min.
2 min. < 58 min.
3 min. < 57 min.

59 min. <« 1 min.

ce qui, tout simplement, nous donne la for-
mule :

y min. <« (60 —y) min.

Apres toutes ces considérations, nous pouvons
enfin tenter de répondre aux questions posées
au début de l'article.
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Voici la solution. En arrivant devant la gare,
Mathieu lit x h + % min. a ’horloge, soit
(60z + y) min. Tout de suite apres, mais a
I'intérieur, il lit, & cause de 1'effet de symétrie,
(11—z) h + (60—y) min, c’est-a-dire (60(11—
1)+60—y) min. ou encore (720—60z—y) min.
Puisque la deuxiéme lecture lui donne plus de
temps d’attente (3 h 30 min.) que la premiere
(0 h 6 min.), c’est que ce deuxieme moment
est antérieur au premier ou, si vous préferez
que T h + y min. est plus « tardif » que
(11— z) h + (60 — y) min. La différence vaut
3 h 24 min ou 204 min.

On en déduit ’équation

(60z +y) — (720 — 60z — y) = 204
60 +y — 720 + 60z + y = 204
120z + 2y — 924 = 0
60z +y—462 =10

Cette derniere équation, parce qu’on en re-
cherche les solutions z et y entieres, est dite
diophantienne, du nom du mathématicien
grec DIOPHANTE D’ALEXANDRIE qui s’'inté-
ressait & ce type de problémes. Il vécut au
début de notre ere. Les témoignages existants
ne permettent pas aux historiens des mathé-
matiques de le situer avec précision : les dates
les plus probables semblent étre les deuxieme,
troisieme siecles !

Nous cherchons ici les solutions entieres x et
y telles que z est compris entre 0 et 12 et y
entre 0 et 60. En écrivant 1’équation sous la
forme

y = 462 — 60z

on trouve l'unique solution x = 7 et y = 42.
L’horloge (en vision normale) indiquait donc
7 hh 42 min. Le train de Mathieu partait a
7 i 48 min. Vous prendrez certainement plai-
sir & vérifier ces réponses sur le croquis ci-
dessous . ..
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La regle efficace

Jean-Michel Slowik, Lycée d’Arras (France)

NDLR : il sera question, dans cet article, de
nombres triangulaires. Rappelons qu’il s’agit
de nonibres égaux a une certaine quantité de
Jetons disposés comme le suggére la figure ci-
dessous.

Le 1*™ nombre triangulaire T, est égal &

: 1
n+(n—1)+---+2—i—1=#—).

Tu peux en apprendre plus 4 ce sujet en lisant
I’article Tout est nombre, de Michel BALLIEU,
paru dans le numéro 63 de Math-.Jeunes.

1. Nombre de marques,
nombre de mesures

On effectue m marques sur une régle non
graduée. Combien de mesures différentes
peut-on effectuer a l’aide de cette régle ?

Exemple : deux marques.

o Avec deux marques sur la régle.

® ® © ©,

On compte 6 mesures soit T3, le troisieme
nombre triangulaire.
AB, AC, AD : 3, BC,BD : 2et (D : 1.

o Avec trois marques sur la régle.

® ® © © ®

On compte 10 mesures soit Ty, le quatriéme
nombre triangulaire.

AB, AC, AD, AE : 4, BC, BD, BE : 3,
CD,CE:2et DE : 1.

© Avec 1 marques sur la régle.

On devine qu’avec n marques, on peut effec-
tuer 7,1, mesures différentes. (1)

Avec n marques sur une régle non graduée,
on peut effectuer 7,,,; mesures différentes.

Résumons dans un tableau :

Nombre de n1arquesl0’1‘2| 3 | 4 ‘ 5
Nombre de mesures [1[3]6]10]15[20

Tableau 1

(") Pour les amateurs d’analyse combinatoire . . .
On peut aussi considérer qu’une mesure n’est que le
choix de deux marques parmi les (n + 2) (il y a bien
(n + 2) marques si on considére les deux extrémités
de la regle).

Donc T, 41 = C'.,ZLH. Autrement dit,

T, =6

n+1*

Les nombres triangulaires peuvent se lire dans le tri-
angle de Pascal!

Q-



2. Nombre de marques,
nombre de reégles a
deux marques

Exemple : on effectue 2 marques parmi 6 pos-
sibles.
La premiére en premiére position.

On ne peut plus choisir la derniére marque

car, en retournant la regle, on retrouverait
une regle précédente.

On obtient 5+ 3+ 1 = 9 regles différentes.
Pour 7 marques, on obtiendrait
6+4+2=2(3+2+1) = 12 régles différentes.
Pour 8 marques, on en obtiendrait
T+5+34+1=16

Pour 9 marques : -
8+6+4+2=2(4+3+2+1)=20.

On peut deviner que :
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Résumons dans un tableau :
Nombre de marques|2|3|4]5|6] 7
Nomibre de régles |1]2]4]6]9]12
Tableau 2

3. L’inventaire des regles

Prenez une régle de longueur N (nombre
entier) unités de mesure et dessinez-y des
marques situées & un nombre entier d’unités
des bords. La régle obtenue sera dite effi-
cace si on peut obtenir chaque mesure entiére,
comprise entre 1 et N, une et une seule fois.
Exemple :

Avec une regle de longueur 6, on recherche les
six mesures 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

Il faut donc effectuer un nombre de marques
tel que le nombre de mesures possibles soit
épal exactement a 6.

Ce nombre de marques est égal & 2 (voir ta-
bleau 1).

6

4

Comme vous le voyez, on récupere 6 mesures,
mais hélas, 3 n’apparait pas.
Résumons :
Longueur & obtenir |1]2|3]4]|5(6
Nomibre d’obtentions |2{1]0|1]1]1
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Recherchons les regles efficaces.

e N =

Cette regle est évidemment effi-
cace.

L] ;\T—_—?.

1| 2
2|1
Cette régle n’est pas efficace.

e N=3
On recherche une régle de longueur 3
qui permette d’effectuer une et une seule
fois chacune des 3 mesures 1, 2 et 3.
L’unique possibilité est de réaliser une
seule marque (tableau 1). En effet, plus
de marques ameneraient au moins 6 me-
sures !

11 2| 3
11171

C’est une regle efficace, chaque me-
sure entiére inférieure ou égale & 3 ne
peut s’obtenir qu’une et une seule fois.

e N=4

Quel que soit le nombre de marques ef-
fectuées, on obtient un nombre de me-
sures autre que 4 (tableau 1). Or, nous
voulons une regle qui permette exacte-
ment 4 mesures (1, 2, 3 et 4). C’est im-
possible! Il n’existe pas de regle eflicace
de longueur 4 unités.

e N=5
Pas de régle efficace de longueur 5 pour
la méme raison.
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e N=6
Il existe peut-étre une regle efficace de
longueur 6 si on y trace deux marques.

12| 3| 4| 5|6
2/1/0]1|1]1
1| 2| 3] 4] 5| 6
1{1]2]0]1]|1

1] 2|3/ 4] 5|6
1{1]1]1]1]1

Il s’agit d’une regle efficace !!!

12| 3/ 4|56
jofof1]2]1
| 2] 3) 4] 5 6
L[1]2]1]0]1

Jusqu’a présent, nous n’avons trouvé des
regles efficaces que de longueurs 1, 3 et 6 uni-
tés.

En existe-t-il d’autres?

Le tableau 1 nous permet de dire que 10 est
candidat, mais ...
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4. Un mystérieux phénomene ...

Pour N = 10, il faut placer 3 marques qui vont amener 10 mesures. Il faut que ces mesures
soient distinctes.

Essayons.

1| 2| 3| 4] 5|
1/1]1]2]0]

En réessayant, on échoue encore.

N’y aurait-il pas de régle efficace de longueur 107

Tentons, méthodiquement, une recherche.

1 nous faut une longueur 9, quitte a retourner la regle, on place la marque en premiére position.

Puis la longueur 8, il v a trois positions possibles.

Pas possible, on récupeére deux fois la mesure 1!

Pas possible, on récupere deux fois la mesure 1!
8

Tout semble correct. On a déja les mesures 10, 9, 8, 7, 2 et 1.
Il ne reste qu'une seule marque a placer.

Comme les longueurs 1 et 2 sont prises, des positions sont interdites.

X X X X

Il ne reste que deux positions & tester.
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La premiére amene deux mesures 4.

4 4

X X X X

I.a seconde ameéne deux niesures 5.

5 5

X X X X

C’est sans issue, la conclusion est accablante :

Il n'y a pas de régle efficace de longueur 10.

< <
o

Dans la deuziéme partie de cet article (qui paraitra dans le prochain numéro de Math-Jeunes),
nous essayerons de trouver d’autres régles efficaces.

Tente ['ezpérience el envote le fruit de tes recherches a la rédaction.

Bonne chance et a bientol.

Bibliographie
Mathematical puzzling, A. GARDINARD, Oxford.

La rédaction remercie Pierre Yves PIRA pour les dessins qui illustrent cet article.

Dans les pages qui suivent, tu trouveras les questionnaires complets (mini, midi et maxi) de
la demi-finale de la vingt-deuxieme Olympiade Mathématique Belge qui s’est déroulée, dans
les diftérents centres régionaux, le mercredi 26 février dernier.
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