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Le jeu de Nim

M. Ballieu, CREM (Nivelles)

Note historique

Charles BouToN [3] a fait une analyse compléte
de ce jeu et lui a <collé= une théorie
mathématique. Selon lui, il était joué au début
de ce siecle, sous certaines formes, dans pas mal
de colleges américains et lors de certaines fétes
de charité. Quoiqu’'on ait souvent attribué a
ce jeu une origine orientale, il semble vraisem-
blable que son nom vient de I'impératif singulier
du verbe allemand nehmen qui signifie prendre.
Dans cette conjugaison, il s'écrit nimm; BouTon
aurait simplement fait sauter le <« m= final.

Regles du jeu

Ce jeu oppose deux adversaires que nous ap-
pellerons M et J (deux initiales célebres!). Sur
une table, sont disposés trois tas de jetons. Le
nombre de jetons de chaque tas est arbitraire;
mais il est préférable, comme nous allons le voir,
qu'il n'y ait pas, au départ, deux tas égaux. Les
regles sont simples : un joueur, M ou J — peu
importe car le jeu est impartial — sélectionne
un des tas de jetons et en 6te au moins un,
plusieurs ou la pile entiére. Les joueurs
operent chacun a leur tour; celui qui prend le ou
les derniers jetons a gagné.

Stratégie du jeu

BouTon remarque qu'il existe un ensemble de
combinaisons qu'il appelle < siires> ; par exem-
ple, un tas de 1, un tas de 2 et un tas de 3,
que nous noterons (1,2,3) ou encore (1,4,5),
(1,6,7), (2,4,6), (5,9,12),... il démontre que,
si 'un des joueurs parvient a laisser sur table
I'une de ces combinaisons siires, son adversaire
ne pourra en faire autant, mais, par contre, qu'au
coup suivant, le premier joueur sera a nouveau
capable de laisser sur table une nouvelle combi-
naison siire.

Il faut remarquer que :

1. si le jeu démarre avec un seul tas non vide,
celui qui commence doit gagner (il lui suffit
de prendre tous les jetons)

2. si on commence avec deux tas égaux, le
second joueur doit gagner (il lui suffit
d'imiter, dans 'autre tas, les mouvements
du premier et, deés lors, il est sir de ra-
masser le ou les derniers jetons)

3. si au départ, il y a sur table deux tas
inégaux, le premier joueur doit gagner (il
lui suffit d'égaliser les deux tas et il se
trouve alors second joueur dans la position
précédente)

4. s'il y a trois tas de jetons, en vertu de ce qui
précede, le joueur qui, le premier, égalise
deux tas ou en annule un est perdant. Situ
n'es pas convaincu de la véracité de cette
derniére assertion, discutes-en avec un co-
pain : elle résulte des affirmations 2 et 3!

Somme-Nim

Définissons une nouvelle opération sur |'ensemble
des nombres naturels : la somme-Nim. Soient
n nombres naturels dy,d,,...,d, et soient
by, bs, ..., b, leurs équivalents dans le systeme
de numération binaire. Ecrivons ces n nombres
(en notatation binaire) sur n lignes, de maniére
telle gue les unités binaires soient alignées a
droite et effectuons alors, dans chaque colonne,
une addition modulo 2. L'addition modulo 2
consiste a faire une addition <normale= puis a
prendre le reste de la division du résultat par 2.
L'équivalent, en numération décimale, du binaire
ainsi obtenu s'appelle la somme-Nim des n nom-
bres dy,ds,...,d,. Comme exercice, je te pro-
pose de calculer la somme-Nim de 3, 7 et 9; tu
dois trouver 13. De méme, la somme-Nim de 5,
9 et 12 vaut 0.



Combinaison siire

BouTon affirme qu’une combinaison est siire si
la somme-Nim des effectifs de ses tas vaut 0.
Il raisonne ainsi : si deux nombres quelconques
sont donnés, le troisieme qui forme avec ceux-ci
une combinaison siire (somme-Nim = 0) est uni-
voquement déterminé : il suffit, en effet, dans
leur écriture binaire, de placer des 0 ou des 1
dans les différentes colonnes, de maniére a to-
taliser 0 modulo 2 dans chacune des colonnes. |l
est tout aussi évident de voir que, si trois nom-
bres (a,b,c) constituent une combinaison siire,
deux quelconques d'entre eux déterminent uni-
voquement le troisieme.

Théoréeme 1

St M laisse sur table une combinaison sire, J
ne peut en faire autant lors du prochain mou-
vement.

Démonstration : Puisque J ne peut modi-
fier qu'une seule pile, il lui est impossible de
se placer dans une combinaison sfire, puisque
M avait laissé sur table, dans un certain tas,
I'inique nombre de jetons qui formait avec ceux
des deux autres tas une combinaison siire.

Théoreme 2

St M laisse sur table une combinaison sire et
st J diminue U'un des tas, M peut toujours,
au coup survant, décrémenter l'une des deux
autres piles, de maniére a se replacer dans une
combinaison sire.

Démonstration : |l faut remarquer d’abord,
que si un nombre binaire diminue, cela se traduit
par le fait, qu'en I’examinant de gauche a droite,
la premiére différence que I'on rencontre est un
< 1=» quise transforme en « 0. En effet, si, par-
courant le nombre de gauche a droite, la premiére
différence rencontrée était un <« 0> qui passe 3
« 1, le nombre ne pourrait qu'augmenter, car
la situation serait la suivante :

zx...xzx0zx ... zx

Xl BELYY . .. U
Le nombre de (n + 1) chiffres Ozzx ...z vaut
au maximum 2" — 1, alors que le nombre de
(n + 1) chiffres 1yy...yy vaut au minimum
2=,

9l

Supposons que M ait laissé sur table une com-
binaison siire et que J ait ensuite diminué I'un
des tas, soit & le numéro de la premiére colonne
(en lisant de gauche 2 droite) ol1 un « 1> a été
remplacé par un «0>. Puisque M s'était placé
dans une combinaison siire, il ne peut plus y avoir
dans cette colonne & qu’un seul <1 et ainsi,
J ne peut se trouver dans une combinaison siire.
Par contre, au coup suivant, M sélectionnera la
ligne ot il reste un < 1> en colonne o, changera
ce «1» en «0x», ce qui, en vertu de ce que nous
venons de voir, diminue le nombre total de je-
tons et ensuite, il adaptera les colonnes situées a
droite de la colonne & (les colonnes a gauche de
la colonne « resteront évidemment inchangées)
de maniére a ce que la somme modulo 2 dans
chacune des colonnes soit égale 3 0. Ainsi, M
aura récupéré une position siire. En poursuivant
ainsi le jeu, I'une des piles sera finalement an-
nulée. Si J I'annule, puisqu’il est incapable de se
placer dans une combinaison siire, les deux tas
restants seront nécessairement inégaux et M sera
le vainqueur (voir ci-dessus). Par contre, si c’est
M qui I'annule, puisqu'il lui est toujours possible
de se placer dans une combinaison siire, les deux
piles restantes seront nécessairement égales et il
ne pourra que gagner (voir également ci-dessus).
Par conséquent, le premier joueur qui parvient 3
laisser sur table une combinaison siire est certain
de remporter la partie. Bon amusement!
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Solution du probleme 10

9
(a) Désignons les batons de chocolat par A, B, C, ..., H, I. La part de chaque enfant est = de

. i : 1 b g .
baton, c’est-a-dire un baton entier plus — de baton. Voici comment se fait le partage :
J

4 1 3 2 2 3 1 1
A+oE SBRCAID Dd B P ~FCHEE —H41
5 5 5 5 5 5 5 5

Les batons B, D, F', H n'ont été cassés qu'une seule fois.

(b) En utilisant le méme procédé que ci-dessus, il est facile de voir que le partage est possible
lorsque le nombre d'enfants est 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 12, 18.
Par exemple, pour 12 enfants, chacun doit recevoir 19—2 = % de baton; voici les parts

12 2 2
Sa i+l Zpilc ’c 3p 1pilE

2 41 = g t g # 1 29 2.% 4 ol

e S -G ;G+7H  TH+I o

b : " g i . Py
Pour 11 enfants, c'est impossible, chaque part doit &tre ot de baton; les six premiéres parts
sont

9 2 7 4 5 6 3 8 1 9
LB O D) Py
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

il .
Il reste EE et on constate que le baton £ a été cassé deux fois.

o) ' ' A i . - ] i s = 1 1
(c) iy a n enfanis et /. batons de chocolat. Si n <, le partage est toujours possibie; chaque
Lo
enfant recoit — batons.
n

m a .
Posons — = k + — avec k entieret 0 < a < n.
n n

; a . a a .
La part du premier enfant est de k batons plus une fraction — de baton. Le deuxiéme prendra
n

b, B 48 a < : & : a a
le morceau restant, c’est-a-dire 1 — —, et complétera soit par k£ batons si 1 — — = —, soit par
T T T

. T o : .
(k — 1) batons et un morceau de baton égal a —, et ainsi de suite. Les exemples donnés plus
n
haut montrent comment se poursuit le partage.
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Sin > m, alors — < 1 et chaque baton est donc cassé une fois. Voici les parts :

n

n le reste vaut

n
z% + 2";;” le reste vaut
2n—2m __ 3m—2n
n — T

le reste vaut

1] — M n—m
n n
1 _2m—n __ 2n—2m

n n
1 = 3m—2n __ 3n—3mn
n ks

kn—km le reste vaut 0

T

en supposant qu’au (k + 1)¢ enfant, le (k4 1)° baton ne doive pas étre cassé pour compléter

sa part.

On a dans ce cas
kn—km m

T TL
kn—km = m

n _ m(.(;j»l)

k et k + 1 sont premiers entre eux, donc k est un diviseur de

m.

9(1+1
Par exemple, pour m =9, k € {1,3,9};si k=1, alors n = (1+)
9(1+3 9149
n:wleetsisz,alorsnzgzlﬂ.
3 9
Solution du probleme 11
(a)
1 N 1 S S 1
2+ L 1+—1g 2+ 1+—1g
3+Z 1+m—1 ¥y *oq
3+ 7 e
1 N 1
2+ 1+—Ly
1+ 75
! 1
30 1
B t17
15
_ 13 i
~ 30 13
1+ 7
_ 13, 1
= 5+
17
_ 13 7
30 30

= 18; si k = 3, alors
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un calcul analogue montre que

+ T =1

1

3+
4+ ¢

4+ 3

(b) On peut présumer que cette somme vaut

aussi 1, démontrons-le. Posons

1
A= i
3+ T
+G+
P
1999
La somme s’écrit alors
1 1 & ., 1
2+ A I 244 244
L+ 157 T+ A
B 1 1+ A
T gl g d
2+ A
T 24 A
= 1

Solution du probleme 12
(a) Les carrés parfaits entre 1 et 10%° sont
12? 22’ 32’ e (1015)2

ll'y ena 10'°. Donc (10%° —10') nombres
ne sont pas des carrés parfaits.

(b) Les cubes parfaits entre 1 et 10*° sont
13! 23j 33? e (1010)3

Il'y en a 10'°. Donc (10%° — 10'°) nombres
ne sont pas des cubes parfaits.

(c) Il'y a 101 carrés parfaits et 10'° cubes par-
faits entre 1 et 10%%; mais certains sont
a la fois carrés et cubes parfaits, ce sont
les sixiemes puissances : 18, 26, 3% . |
(10°%)%. il y en a 105.

L'ensemble de nombres carrés ou cubes
parfaits entre 1 et 103C comprend donc
(10'° + 10 — 10°) éléments et il y a
10%° — (10*° + 10" — 10°) nombres qui ne
sont ni carrés ni cubes parfaits.

Solution du probléeme 13

Solution du probléme 14

(a)

]

Dans un rectangle 6 x 9, la diagonale tra-
verse 12 carrés 1 x 1. Remarquons que
cette diagonale passe par les sommets de
trois rectangles 2 x 3 parce que les nom-
bres 6 et 9 ne sont pas premiers entre eux ;
leur pged vaut 3. Quand les dimensions
du rectangle sont deux nombres premiers
entre eux, par exemple 4 et 3, il suffit
de compter le nombre de c6tés horizon-
taux (3) et de c6tés verticaux (3) traversés
par la diagonale en partant du sommet
inférieur gauche :



On obtient 6 = 4+ 3 — 1 carrés 1 x 1
traversés par la diagonale (longueur +
largeur — 1).

(b) Le pgcd de 100 et 200 est 100; la diagonale
va passer par les sommets de 100 rectan-
gles 1 x 2 ; dans chacun de ceux-ci, elle tra-
verse 2 = 241—1 carrés 1 x 1, donc au to-
tal elle traverse 2 x 100 = 200 carrés 1 x 1.

(c) Dans un rectangle m x n, la diagonale tra-
m

verse (7 4% —1)xd = m+n—d carrés 1 x
1, en désignant par d le pged de m et n.

Solution du probleme 15

Toute droite comprend une infinité de points,
donc une infinité de points bleus ou (ou non ex-
clusif) une infinité de points rouges. Sur les figu-
res, les points bleus seront de petits ronds noirs
et les points rouges de petits ronds blancs.

Considérons, par exemple, une droite A qui con-
tient une infinité de points bleus.

(a) Par trois points bleus de A, tragons les per-

pendiculaires 3 A. Menons les droites 3,
C, D, E paralléles 3 A.

A o
5 [
c ?
D j . i
g = |

Les sommets de ce quadrillage sont des
points rouges ou bleus. Si, sur l'une des
droites B, C, D ou E, il y a deux points
du quadrillage qui sont bleus, alors ils for-
ment avec les points de A un rectangle
dont les 4 sommets sont bleus. Sinon, ilya
aux sommets du quadrillage sur B au plus
un point bleu et donc les deux autres sont
rouges. De méme sur C et sur ). Plagons
ces points de maniére qu’aucun rectangle
n'ait ses 4 sommets rouges.

A — .
|
B —_———————————
C\‘
D
E —

Et maintenant, quelle que soit la maniére
de colorier les points du quadrillage sur E,
il y a toujours un rectangle dont les 4 som-
mets sont de la mé&me couleur.

(b) A partir de deux points bleus a et b de
A, construisons deux triangles équilatéraux
abc et abd. Si c ou d est bleu, alors un tri-
angle équilatéral a ses trois sommets bleus.
Dessinons donc ¢ et d en rouge.

Construisons le triangle équilatéral cde, en
plagant e a gauche de a. Le point ¢ est
sur la droite A tel que |ea| = |ab| et e est
bleu, sinon le triangle équilatéral cde a ses
trois sommets rouges.
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A e - - -

Construisons le triangle équilatéral aef. f
est rouge, sinon le triangle aef a ses trois
sommets bleus. Construisons le triangle
équilatéral cfg. g est bleu, sinon le trian-
gle ¢fg a ses trois sommets rouges. Mais
alors le triangle beg est équilatéral et ses
trois sommets sont bleus.

Solution du probleme 16

(a) Dans le carré 3 x 3, on compte 14 carrés : 9
carrés 1 x 1, 4 carrés 2x2et 1 carré 3x3.

(b) Dans le carré 4 x 4, on compte 30 carrés :
16 carrés 1 x 1, 9carrés 2x 2, 4 carrés 3x 3
et 1 carré 4 x 4.

Dans le carré 5 x 5, on compte 55 carrés :
25 carrés 1x 1, 16 carrés 2x2, 9 carrés 3 %
3, 4carrés 4 x4 et 1 carré 5 x 5.

(c) Dansuncarré nxn,ilyan®+(n—1)2+
s+ 324+ 22+ 1% carrés .

Solution du probleme 17

Désignons par C', G, D, T, H, J respective—‘
ment les propositions Charles, Georges, David,
Thomas, Henri, Jean est coupable.

Parmi les cing propositions

Coud
Cou H

DouT CouT

DouJ

quatre sont vraies et une est fausse.

Les cing propositions

Cetd
Cet H

DetT CetT

DetJ

sont toutes fausses.

Si Henri est le menteur complet, C et G sont
fausses donc T, H sont vraies: mais alors D et
J sont fausses, donc Charles a aussi totalement
menti, ce qui n'est pas possible.

Si Jean est le menteur complet, D et T sont
fausses donc C, J sont vraies.

Si David est le menteur complet, C' et T sont
fausses donc G, D, H sont vraies, ce qui n'est
pas possible car il n'y a que deux coupables.

Si Georges est le menteur complet, C' et H sont
fausses donc G, 1" sont vraies, mais alors D et
J sont fausses, ce qui n'est pas possible.

Si Charles est le menteur complet, D et J sont
fausses donc 7' est vraie, C est fausse, G et H
sont vraies, ce qui donne 3 coupables.

On a donc une seule possibilité : les voleurs de

pommes sont Charles et Jean.
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Solution du probleme 18

944 6 2
aY B o 0 e ®
@) 2%d=1"577973

((2*4)*6)*8—§*8:£_;_§§:§)§:§
(((2*4)*6)*8)*1022*1():%W?é—g
((((2*4)*6)*8*10)*12:2*122%:%:g

On constate que le résultat est une fraction de la forme nT—:— ou nj;l selon que le nombre

n de «facteurs> du < produit» est pair ou impair.

On peut présumer que

1000
(- (((2%4)*6) *8) % ---%1996) x 1998 = ——
989
. . ) ) n+1
puisqu'il y a 999 « facteurs». Démontrons le. Si (---((2%4) x6) % -+ % 2n) = , alors
n
Lo +2n+2 2n? 4+ 5n + 2
o ((2 % 4) % 6) % -ee %2 2 9) = —=i = =
(- ((2 % 4) x 6) * - x 2n) x (2n + 2) 1+ -2 (2n+2) 2n? 4+ 3n + 1
(n+2)2n+1) n+2
(n+1)(2n+1) n+l
mn
tsi(--((2%4)*6)%---%2n) = , al
etsi (---((2%4)=*6) s 2n) o S , 2
B 4+ 2n+2 2n® 4+ 3n + 2
; T 9 2} = n = =
(-((2%4) % 6) - % 2n) % (2n + 2) 1+ =2 (2n+2) 212 + 5n + 1

(B1)2841)  #H+l
(n+2)(2n+1) n+2

(b) De mé&me, on obtient

2 5 _ 4
3*521 (3*0)*7-5 ((3*0)*7)*9_6
(((3*5)*7)*9)*11=g ((((3*5)*7)*9)*11)*1322

¢ : n 742
Le résultat est une fraction de la forme T ou selon que le nombre n de «facteurs >
n mn

du < produit = est pair ou impair. D'ou

1000
AT T P |
(- (B8 T) £ 9) w1999 =

(c) Il est facile de voir que |'opération * est commutative et associative.

1000 1000
1000 1000 1004100 998500

* i 1000 1000 [=¢

(o ((((2%3) %4) % 5) % 6) % - - % 1998) % 1 999 =
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Math-Jeunes n °89, 102-106, 1999

Taxi-choses et taxi-trucs (3)

Claude Villers

Mathieu continuait a se poser des questions en
relation avcec cette histoire de taxi-distance.

Dans le plan habituel (plan Euclidien), des re-
lations de distances créent des objets divers
comme le milieu d’un segment, sa médiatrice,
les cercles, etc.

Qu'est-ce que cela devient dans [‘ensemble
des nceuds d'un quadrillage si je me sers de
la taxi-distance ? Des taxi-milieux, des taxi-
médiatrices, des taxi-cercles 7 Cela me semble
bigrement intéressant. Alors au travail !

Taxi-milieux

Dans le plan habituel (plan d’Euclide), la dis-
tance entre deux points A et B est la longueur du
segment [AB] qui les relie. Tout segment [AD)]
admet un (et un seul) milieu M lui appartenant

etona: d(AM) =d(MB) = 1d(AB)
B
M
/
De la méme fagon, il est possible de définir

comme taxi-milieu d’un couple (A, B) de noeuds
A et B d'un quadrillage, un nceud M du
quadrillage tel que td(A, M) = td(M,B) =
2td(A, B) (ol td est I'abréviation de « taxi-
distance ).

Réalisez quelques dessins et vous remarquerez
vite que deux noeuds d’'un quadrillage peuvent
trés bien ne pas admettre de milieu, admettre un
seul milieu ou admettre plusieurs milieux.

En voici quelques exemples.

| 1B | | |p]

T ]

7,]' = ‘ | l

e (A, B) ne posséde pas de milieu (pourquoi 7).
e (A, C) posséde un seul milieu (nceud étoilé).

e (A, D) posséde 6 milieux (noceuds en gras).

Taxi-médiatrices

A et B étant deux nceuds d'un quadrillage,
la taxi-médiatrice de (A, B) est |'ensemble des
nceuds situés a égales taxi-distances de A et de
B. Cette définition n’est qu'une adaptation de
la définition de la médiatrice d'un segment en
géométrie plane classique.

Réalisez quelques dessins d'investigation avant
de lire la suite!

Vous avez certainement pu constater que :

e Si td(A,B) est impaire alors (A, B)
qui n'admet pas de milieu, n'admet pas
non plus de taxi-médiatrice. Ci-dessous,
td(A, B) = 7, (A, B) n'admet pas de taxi-

médiatrice.




o Sitd(A, B) est paire et si A et B appar-
tiennent a la méme droite du quadrillage
alors la taxi-médiatrice de (A, B) est un
alignement de noeuds (en gras ci-dessous).

e Sitd(A, B) est paire et si A et B apparti-
ennent a une droite d’une direction diago-
nale du quadrillage alors la taxi-médiatrice
de (A, B) est la réunion d'un alignement
de points et de deux parties du « plan .

=

*—o
-9
|

i

L 2
-

|
|

e Et enfin, voici « l'allure » de la taxi-
médiatrice de (A, B) dans les autres cas.
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Taxi-cercles

O est un nceud d'un quadrillage et n est un
nombre naturel. Le taxi-cercle de centre O
et de rayon n est I'ensemble des nceuds C du
quadrillage tels que td(O, C') = n. Comme vous
pouviez vous en douter, on n’a fait qu’adapter
la définition euclidienne du cercle de centre O et
de rayon r.

Ci-apres, tC(O, n) désigne le taxi-cercle de cen-
tre O et dont le rayon est le naturel 7.

Voici des illustrations de taxi-cercles. Vous pou-
vez en construire d’autres.
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e tC(0,0) comprend un seul point : O lui-
méme.

o tC(O,1) comprend quatre points (en gras
sur la figure).

e tC(O,2) comprend huit points (étoilés sur
la figure).



104

e tC(0,5) comprend vingt points (cerclés
sur la figure).

Ce qui précéde doit inciter a découvrir une loi
(formule) générale donnant le « périmetre >
(c'est-a-dire le nombre de points) du tC(O,n)
en fonction de n. Nous le noterons P(tC(O,n)).

Un tableau donne généralement des idées a ce
sujet.

Rayon du tC|0{1|2|3 |4 |5 |6
Pl tC 114i8(12(16|20(24|---

-~

Vous avez certainement trouvé ce qui doit étre

écrit a la place du ? C'est évidemment 4n.

C'est assez simple & comprendre et a justifier.
tC(O,n) est formé de quatre alignements de n
points, il comprend donc 4n points.

Attention! Cette formule n'est valable que pour
les naturels non nuls.

On peut donc dire que

PC(Q,n)) =4n  (n#£0).

Pourquoi ne pas parler de la « superficie » (ou
< aires si vous préférez) d’un taxi-cercle 7 Tout
naturellement, cette superficie (ou aire) peut
étre définie comme le nombre de points compris
sur et dans le taxi-cercle. On peut aussi dire que
c'est le nombre de points du taxi-disque, c'est a
dire de I'ensemble des nceuds du quadrillage tels
que td(0O,C) < n.

Il est assez simple de voir que S(tC(0,0)) =
1, S(tC(0,1)) = 5 et S(tC(0,2)) = 13 (ou
S(tC(O,n)) désigne la superficie (ou aire) du
taxi-cercle de centre O et dont le rayon est le
naturel n).

Observez et utilisez la figure suivante pour cal-
culer S(tC(0, 3)), S(tC(0,4)) et S(tC(O, 5)).

Cherchez aussi une formule générale donnant
S(tC(O,n)) en fonction de n. Bon travail !

e

I | ]
IEEEREEEERREN
4} \ T_+_l T | =
ENEEEREEENEE

A nouveau, un tableau va nous aider a voir clair.

Rayon du tC[0[1[2[3 4[5 [ -:|n]|
sdutc  |1]5|13]2s|alex]. | 7]

Avez-vous trouvé une formule?

Si non, cherchez un peu avant de lire la suite.

*
%

-

Voici une maniére de |'établir.

La superficie du tC(O,n) est formée de
« couches » composées elles-mémes des points
de différents tC.




Ainsi

S(tC(0,5)) = P(tC(0,0)) + P(tC(0, 1)) +
.-+ P(tC(0, 5))
= 1+44+8+12416+20

= 61

En généralisant :
StC(O,n)) = 1+4+8+12+---+4n
=1+41+2434+---+n)

Or,1+2+3+4+5+..+n=3nn+1) (1)
Dot : S(tC(O,n)) =1+ 2n(n+ 1) ou encore

StC(O,n)) =2n?+2n+1

On a bien S(tC(0,5) = 2x52+2x5+1 = 61.
De méme S(tC(0,100)) = 2 x 100% +2 x 100 +
1 =20201

Le tableau suivant donne le nombre de points

(a coordonnées entiéres) d'un taxi-cercle et d’un
taxi-disque en fonction de son rayon n.

Rayon | Taxi-cercle | Taxi-disque
0 1 1
) 4 5
2 8 1S
3 12 25
4 13 41
5 20 61
n |4n (n#£0)|2n2+2n+ 1

Proposition (honnéte)

Est-il pensable de parler de taxi-ellipses? Voila
un beau sujet de réflexion et de propositions per-
sonnelles. Nous les attendons avec impatience.

(*) Cette formule classique donne la valeur de la somme
des n premiers naturels non nuls (il suffit de multiplier le
dernier naturel n par son suivant n + 1 et de diviser le
produit obtenu par 2).

Cette relation est trés utile.
servira certainement un jour.

Retenez-13 car elle vous
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Pour aller un peu plus loin!

On sait que |z| = ? Bzl
q Tl —zsiz <O
Dans le plan euclidien, |z| + |y| = n donne 4

équations selon que vous travaillez dans tel ou
tel quadrant.

e Dans le 1°quadrant, x et y sont positifs
donc |z| + |y| = n devient z +y = n.

e Dans le 2°quadrant, x est négatif et y est
positif donc |z|+|y| = n devient —z+y =
n.

e Dans le 3°quadrant, = et y sont négatifs
donc |z| + |y| = n devient —z — y = n.

e Dans le 4°quadrant, z est positif et y est
négatif donc |z| + |y| = n devient z —y =
n.

Chacune de ces équations du premier degré 3
deux variables caractérise un <« alignement de
points .
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Travaillons d’abord dans I'’ensemble
des points a coordonnées entiéres.

Dans le premier quadrant, par exemple, |z| +
ly| = 4 devient z+y = 4. C'est I'équation d'un
alignement de points, elle n’est vérifiée que par
(0,4), (1,3), (2,2), (3,1) et (4,0).

Y
4
o
o
1+ ®
0] 1 .

En procédant de méme dans les autres qua-
drants, on constate que I'équation |z| + |y| =4
est celle d'un « carré =, il s'agit en fait de
I'équation du taxi-cercle de centre O et de rayon
4.

Il en sera de méme dans les trois autres quadrants
et on retrouve le tC(O,4). prend l'allure d'un
<« carré >.

Travaillons maintenant dans
I’ensemble de tous les points du
plan euclidien.

Dans le premier quadrant, |z| + |y| = 4 est
I'équation d'un segment.

Il en est de méme dans les autres quadrants.

Y

0,4) N

00| @0) x

|z| + |y| = 4 est I'équation du pourtour d'un
carré et ||+ |y| < 4 est I'« équation » du carré
(surface).

»

Toujours a votre disposi-

EIOR Lot

Le quatrieme recueil de
questions des Olympiades
Mathematiques Belges

Il reprend les probléemes posés entre 1994
et 1998.

Pour I'acquérir, versez la somme de

e 280 BEF, si vous résidez en Bel-
gique,

e 320 BEF, si vous résidez dans un
pays de la CEE,

e 350 BEF, si vous résidez en Europe,
hors CEE,

au compte

000-0728014-29 de la SBPMef, 15, rue
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On ne peut pas entendre la forme d’un

tambour

Luc Lemaire, Departement de Mathématique, ULB

La rédaction remercie la <Fondation Lucia de
Brouckere pour la diffusion des sciences» qui
lui a aimablement permis de reproduire dans ses
colonnes cet article de Luc Lemaire.

Le tambour du voisin

Pour son anniversaire, le fils de votre voisin a
recu un tambour de fantaisie, dont la forme n'est
pas nécessairement un cercle, mais peut-&tre un
carré, un triangle ou méme une forme plus com-
pliquée. Vous I'entendez (du matin au soir et
parfois la nuit) a travers le mur, taper sur le tam-
bour. Pouvez-vous, en analysant le son déduire
la forme du tambour?

Cette question n'est pas trés sérieuse, mais nous
allons voir qu'elle a donné lieu a des théories
mathématiques trés intéressantes, qu'elle illus-
tre des questions beaucoup plus profondes sur la
facon dont nous connaissons I'univers, et qu'il
a fallu attendre 1991 pour que la réponse soit
donnée : non, on ne peut pas reconstituer la
forme du tambour.

Une corde de guitare

Commengons par une situation plus simple —
la corde de guitare — pour voir comment les
mathématiques fournissent une description d’une
situation physique.

Une corde de guitare est attachée 3 ses deux
extrémités, et on la fait vibrer pour produire un
son. Supposons que nous fixions une fois pour
toutes le type de métal et |a tension de la corde.
La seule donnée restante est sa longueur L, c'est-
a-dire la distance entre les deux points ol elle est
attachée.

On peut démontrer (grace 3 une théorie créée au
dix-neuvieme siecle pour étudier la propagation

de la chaleur — ce qui a premiére vue est un sujet
tout a fait différent) que la vibration de la corde
se décompose en une somme infinie de vibrations
€lémentaires, données par des fonctions sinus.

/ fi(z) = ay sin zrfj-

2T

-

fa(x) = agsin

N . 3z
fa(z) = agsin 7

et ainsi de suite.

L'observation a faire est que, = représentant la
position d’un point sur la corde, toutes ces fonc-
tions sont nulles quand = = 0 et quand = = L,
ce qui indique que la corde ne bouge pas aux
extrémités fixées.

Soyons plus précis. La corde vibre en fonction
du temps et la théorie démontre que, si la forme
prise par la corde est

: . n T
fu(z) = a, sin T

alors, son mouvement en fonction du temps est
donné par la méme fonction sinus, c’est-a-dire

par
. onwt
S1I) ———

L

. ) N nm
ou t représente le temps. Le méme nombre —

apparait donc dans la forme de la corde et dans
sa vitesse de vibration.

Pour une vibration en fonction du temps donné
par sinwt, la fréquence de la vibration (nom-

1 B = w
bre d'oscillations par seconde) est le nombre —.

™
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Dans les mouvements élémentaires de la corde,
nous trouvons donc les différentes fréquences :

1 2 3 4
2L’ 2L 2L° 2L/

Cette suite de fréquences est ce que l'oreille en-
tend : la fréquence la plus petite (5-) est Ie_son
le plus grave, et les autres (appelées en musique
les harmoniques) sont plus aigués et s’y super-

posent, donnant la sonorité de l'instrument.

En résumé, en entendant le son de la corde qui
vibre, on <entend = la suite des fréquences

1 2 3

al” SE* 9L
et on peut donc en déduire le nombre L, c'est-
a-dire la longueur de la corde.

On peut donc <entendre» la longueur d'une
corde vibrante.

Mathématiquement, on peut faire I'observation
Dérivons deux fois la fonction f,(z).
Nous avons :

suivante.

fn(m) = (p sin —TZ—WT

f:z(r) = '72_7?\'1-”005 ?—ILET
nm nmw

fulz) = _(—)ZCL?LSin—:C
A L

Autrement dit, la dérivée seconde de f,, est un
. " 2
multiple de f,, le facteur étant — (ﬂ) . En

L
notant f' = % et {7 = 5%, on adonc
d?fn

nmy 2
g2 . \T7 o
Lbds R I

On dit que f, est une fonction propre de
T 2
7)

;o= 2
| operateur dérivée seconde -—‘dz et que — (
dx

est la valeur propre correspondante.

On appelle spectre de I'opérateur I'ensemble de
ses valeurs propres. Plus généralement, pour un
<« opérateur» A agissant sur une fonction pour
donner une autre fonction, une fonction propre
est une fonction telle que A- f = Af, et le nom-
bre A est la valeur propre.

Si nous connaissons la longueur L de la corde,
nous pouvons donc calculer le spectre

2 2
T 2 2 31
-z)-\z) \¢)
Réciproquement, si nous connaissons le spectre,
hous pouvons retrouver L.

Enfin, la n® fréequence est 3¢

ni

+ et le n® élément du
2 n 2 .
spectre est — (f) (27) (QL) s i f)n

connait I'un, on connait I'autre et on peut dire

que l'oreille «entend > le spectre de |'opérateur
dérivée seconde.

Le tambour

Prenons maintenant un tambour, c'est-a-dire
un cadre (éventuellement de forme compliquée)
sur lequel est tendue une membrane vibrante.
On montre comme dans le cas de la corde
que les vibrations de la surface du tam-
bour se décomposent en vibrations élémentaires,
données par certaines fonctions f,, qui sont
maintenant des fonctions de deux variables,
nulles au bord du tambour :

Un point de la membrane est represente par ses
coordonnées euclidiennes (z,4) dans le plan, et
la fonction f,(x,y) représente la vibration dans
la troisitme direction de l'espace. Sur le bord
du tambour, la membrane ne bouge pas (car elle
est fixée) et donc, f,.(x,y) = 0 pour tout point

(z,y) du bord.

Pour une fonction de deux variables = et y (par
exemple : f(z,y) = sin2z - sin 3y), on définit
la dérivée partielle de f par rapport a = en con-
sidérant que y est une constante, et en dérivant



par rapport a . De méme, on peut prendre 2 fois
la dérivée par rapport a x (on considére toujours
y constant), ou au contraire dériver par rapport
a y en gardant x constant. Par exemple, pour la
fonction f(x,y) = sin 2z - sin 3y, on observe :

of s e o ; :
e dérivée partielle par rapport a z
x
= 2cos2z-sin 3y
82
—f = —4sin 2z - sin 3y
88322
—f = 3sin2z-cos3y
dy
82
gy—'{ = —9sin 2z - sin 3y
Dans cet exemple, nous avons donc
82 82 g
_f + _i =—-13. f
dz? ~ Oy

La fonction f de I'exemple est donc une fonction
propre de |'opérateur 6‘9—; + % pour la valeur
propre —13.

Observons qu'elle est nulle sur le bord d’un
carré de coté m (c'est-a-dire que f(0,y) =
0, f(m,y) = 0, f(x,0) =0, f(z,7) = 0). Elle
décrit une des vibrations élémentaires d'un tam-
bour carré de coté .

En général, on montre (cest difficile) que la
vibration d'un tambour se décompose en une
somme infinie de fonctions propres de |'opérateur
5\0:3 -+ g—} nulles au bord du tambour. L'ensem-
ble des valeurs propres, le spectre, est ce qu'on

< entend » quand le tambour vibre.

Si on donne la forme du tambour, on peut
théoriquement calculer son spectre (en fait, le
calcul est tellement difficile qu'on ne peut le
réaliser que pour des formes simples : cercles,
carrés, rectangles, ...)

Dans l'autre sens, on peut se demander si la
connaissance du spectre permet de retrouver la
forme du tambour. C'est ce qu'on appelle un
probléme inverse.

Peut-on entendre la forme d’un
tambour ?

Résumons ce que nous avons vu aux paragraphes
2 et 3.
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e Un tambour est représenté par un domaine
du plan, entouré par une courbe. Sur
cette courbe, une membrane vibrante est
attachée.

Lorsqu’elle vibre, elle produit des sons
qui se décomposent en une infinité de
fréquences. En analysant le son, on peut
déterminer ces fréquences.

A un tambour de forme donnée est as-
sociée cette suite infinie de fréquences
(mais le plus souvent leur calcul est difficile
ou impossible).

e Supposons maintenant que I'on connaisse
les fréquences (parce qu’on entend le son).
Peut-on retrouver la forme du tambour?

Cette question est apparue lentement a partir du
début du siécle, en particulier parce qu'en 1911,
H. Weyl a démontré que le son d’un tambour
détermine son aire.

Ceci est assez raisonnable, un grand tambour
donne un son plus grave.

Quelques années plus tard, A. Pleijel démontrait
que le son d’un tambour détermine la
longueur de son bord.

Plus tard encore, |. Singer et H. McKean
ajoutaient une information. On pourrait trés
bien considérer une forme de tambour plus com-
pliquée, dans laquelle la membrane est fixée
non seulement sur une courbe extérieure, mais
aussi sur plusieurs courbes intérieures formant
des trous dans le tambour. Par exemple, voici le
dessin d'un tambour a deux trous.

O
O
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Et bien, le son d’un tambour détermine le
nombre de trous.

Ces quelques informations amenaient Marc Kac
3 écrire en 1966 un article sous le titre « Can
one hear the shape of a drum 7=, qui précisait
clairement cette question.

Comme les mathématiciens ne connaissaient pas
la réponse, il y avait alors deux possibilités.

e Soit la réponse était oui, et il fallait le
démontrer, par exemple en utilisant les
méthodes des résultats précédents.

e Soit la réponse était non, et il suffisait alors
de construire deux tambours de formes
différentes mais produisant le méme son.

C'est cette deuxiéme possibilité qui s'est réalisée,
mais il a fallu attendre 1991 et passer par un
grand détour pour le voir.

Des cloches et des surfaces vi-
brantes

Comme souvent en mathématique, un probleme
concret admet des généralisations abstraites, qui
donnent de nouvelles idées de méthodes.

Ainsi, au lieu de considérer une membrane plane
tendue sur un cadre, on pourrait faire vibrer une
surface (comme une sphére, ou un tore) ou en-
core généraliser le probléme a des objets de di-
mension plus grande.

Et le premier exemple de deux objets différents
nroduisant le méme son en vibrant est celui de
deux espaces de dimension 16, exhibés en 1964
par J. Milnor.

Pourquoi un exemple en dimension 16 était-il
plus facile a trouver 7 Nous |'avons dit, il est diffi-
cile, et souvent impossible, de calculer le spectre
d’un tambour. Alors en construire deux et cal-
culer leur spectre est presque impossible. Pour
ces objets de dimension 16 provenant d’une autre
théorie mathématique, il se fait que les spectres

se calculaient assez facilement, et |'idée princi-
pale était de découvrir que des calculs déja con-
nus fournissaient cet exemple. Ces deux objets
sont parmi les plus simples qui soient (des pa-
rallélogrammes) — mais de dimension 16.

Dans la suite, divers mathématiciens ont
découvert d’autres exemples de paires d’objets
différents donnant le méme spectre, mais ils ap-
paraissaient toujours comme des «accidents
isolés.

En 1985, T. Sunada (un Japonais) donnait une
premiere méthode systématique de construction
d'exemples (toujours pour des espaces courbes
de dimensions supérieures ou égales a 3). Pro-
gressivement, sa méthode était perfectionnée et
mieux comprise (notamment par des travaux de
P. Bérard en France et P. Buser en Suisse) et
finalement, C. Gordon, D. Webb et S. Wolpert
(USA) réussissaient a produire deux tambours
fournissant le méme son. Une fois qu’ils sont
trouvés, ils sont trés simples a dessiner,
et les voici.

Ces deux tambours sont bien de formes
différentes, et ils produisent le méme spectre.

Pour naux ? |l

urguoi ces exemnles sont-ils
est plus que probable que d'autres exemples ex-
istent, oll les bords sont des courbes, et non des
segments de droites, mais pour produire des ex-
emples il faut pouvoir calculer complétement le
spectre — ce qui n'est possible que pour des

contours assez simples.

olve
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En fait, il a fallu beaucoup d’efforts, de 1966
a 1991, pour répondre a la question; aujour-
d'hui on peut démontrer, en moins d'une page,



que ces deux tambours ont méme spectre (I'u-
niversité ol travaillent C. Gordon et D. Webb a
d’ailleurs commercialisé des T-shirts donnant la
démonstration .. .)

Et le résultat le plus important de cette
recherche n'est pas |'exemple des deux tam-
bours, mais la mise au point d'une série de
méthodes mathématiques qui peuvent s’appli-

quer a d’autres problemes.

La recherche en mathématique

Ce probleme de tambours peut nous mener
a quelques réflexions sur la recherche en
mathématique.

D’abord soulignons le volume de cette
recherche : chaque année paraissent plus de
50000 articles donnant de nouveaux résultats
de mathématique. lls paraissent dans des revues
spécialisées éditées dans presque tous les pays du
monde. Vous ne trouverez pas ces revues chez
votre libraire habituel, mais les chercheurs les
trouvent dans les bibliotheques des universités.
Par exemple, le résultat de Gordon, Webb et
Wolpert a paru dans le Bulletin of the American
Mathematical Society.

La recherche en mathématique a toujours suivi
deux motivations.

e D'une part, la compréhension des sci-
ences (physique, chimie, biologie, mais
aussi économie) passe trés souvent par des
modeéles mathématiques.

Ainsi, nous avons vu que l'étude des vi-
brations d'une membrane se traduit par
I'étude des solutions de I'équation

a%f  &%f
@‘*‘C‘ay—z—)\f:

qu'on appelle une équation aux dérivées
partielles.

En fait, des équations de ce type apparais-
sent dans presque tous les modeles de la

physique.

111

e D'autre part, les mathématiques se
développent selon une dynamique interne,
suivant naturellement la curiosité des
chercheurs et leur goiit de I'esthétique.
Ainsi, plutét que d'étudier au coup par
coup les différentes équations venues
de la physique, les mathématiciens ont
développé de grandes théories générales
pour ces équations, en se laissant guider
par leur curiosité et leur sens de la beauté.
Et ces théories, par la suite, se sont ap-
pliquées a différents problémes.

Nous avons vu que la résolution du probléeme
du tambour passait par des méthodes ima-
ginées pour étudier des probléemes en dimen-
sions plus grandes, ou sur des espaces courbes.
Et ces mémes méthodes s'appliquent ensuite 2
la résolution de problemes nettement plus pra-
tiques que celui du tambour. La structure des
matériaux, la mécanique des fluides, les cristaux
liquides des affichages digitaux utilisent tous ces
méthodes.

Du tambour aux étoiles

Le probleme de reconstruire un tambour d’aprés
son spectre n'est évidemment pas important en
sol. Mais remarquons que notre connaissance
de la nature vient souvent de reconstructions
de ce type : notre connaissance de |'intérieur
des étoiles découle de I'analyse spectrographique
de leur lumiere (spectrographique = spectre,
comme pour le tambour!), celle du centre de
la terre, de I'étude des ondes sismiques. En
médecine également, le scanner, la résonance
magnétique fournissent des images de |'intérieur
du corps par une reconstruction mathématique.

Le probleme du tambour n’est qu'un amuse-
ment, mais il s’insére dans une famille de
problemes scientifiques importants. Si deux
étoiles émettent la méme lumiére, sommes-nous
certains qu'elles ont la méme composition ?
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Le mur des nombres

Chaque brique contient un nombre qui représente
la somme des nombres contenus dans les briques
sur lesquelles elle repose.

La grille des moyennes

Dans la grille ci-dessous, toute case doit con-
tenir le nombre moyenne arithmétique des quatre
cases adjacentes. Recherche ces nombres.

TS s

13 i
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cn

1

Jeu de ’'hexagone et de la mar-
guerite

Le nombre figurant dans chaque cellule hexag-
onale précise, pour cette case et toutes ses
voisines, le nombre de cases coloriées. Le jeu
consiste, au départ de la grille codée, a retrouver
la grille coloriée.




Solutions des jeux

Le mur des nombres

Il'y a une infinité de solutions réelles au probleme proposé, parmi celles-ci nous en proposons deux
en nombres naturels, trouves-en d’autres.

236 236
121 | 115 141 | 95
67 | 54 | 61 87 | 54 | a1
38 | 29 | 25 | 36 a8 | 30 [ 15 | 26
14 | 24 | 5 20 | 16 | 14 | 34 | s 10 | 16

La grille des moyennes

11 | 5

13 (10 7 7

12 | 3

Jeu de 'hexagone et de la marguerite
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