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Le Soleil a rendez-vous avec la Lune
Michel Ballieu, CREM (Nivelles)

Le 11 aolit, une éclipse totale du soleil sera observable en Belgique. Cet événement est quelque peu
exceptionnel. En effet, il est possible d’assister chaque année a une éclipse totale de soleil, mais le

phénoméne ne se reproduit a un endroit donné qu'en moyenne tous les 370 ans ... Ne ratons donc
pas celle-ci!

Précisons que I'éclipse ne sera totale que dans le sud de la Belgique, dans la région d’Arlon, Bouillon,
Virton, ... Ailleurs dans le pays, elle ne sera que partielle. Avant d’étre visible dans notre pays, elle
I'aura été dans le sud de I’Angleterre (Plymouth) et en France (Normandie, Champagne, Ardenne).
Aprés nous, ce sera au tour du Luxembourg, de I’Allemagne, de I'Autriche, ... et ainsi jusqu'en
Inde.

Si les éclipses vous intéressent, voici quelques adresses utiles

e Le site Internet créé par la Société Astronomique de France et |'Institut d'Astrophysique de
Paris : www.iap.fr/eclipse99/

e La Vereniging voor Sterrenkunde a réalisé une brochure dont la version francaise, Dans ['ombre
de la Lune, peut étre obtenue en versant la somme de 250 BEF au compte 000-0346177-81
(Observatoire Royal de Belgique) avec la mention Brochure éclipse en francais.

e L'Observatoire Royal de Belgique peut &tre contacté pour tout renseignement : Yves Coene,
avenue Circulaire 3, B1180 Bruxelles, Tel. 02 - 373 04 22, e-mail : eclipse@oma.be.

e La NASA Eclipse Bulletin dont I'édition pour I'éclipse du 11 aofit est accessible sur le Web :
umbra.nascom.nasa.gov/eclipse/

e Le site Web de la NASA réalisé par Fred Espenak : sunearth.gsfc.nasa.gov/eclipse/

Ville Début |Durée
Bouillon 12:26:48(59 s
Torgny 12:26:53|125 s
Florenville 12:26:56 |88 s
Virton 12:27:03}115 s
Athus 12:27:36|107 s
Maizieres-les-Metz | 12:27:50(139 s
Arlon 12:27:53 171 5
Luxembourg 12:28:16|82 s
Attention ... Il est trés dangereux d'observer a |'ceil nu une éclipse de soleil (risque non négligeable

de bruliire de la rétine, donc de cécité). Equipez-vous de verres ad hoc!

Source : L’Echo des Savants, N° 277, mars-avril 1999.
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Taxi-choses et taxi-trucs (4)

Claude Villers

Mathieu ne pouvait s'empécher de penser a
cette histoire de taxi new-yorkais. Son imagi-
nation débordante le conduisait a émettre des
hypothéses audacieuses.

Et si les taxis menaient aussi leurs clients
aux étages des < buil-dingues> apreés les avoir
amenés aux carrefours de leur choix? lIs
seraient des taxi-coptéres en quelque sorte.
Voyons ce que devient, dans ce cas, cette his-
toire de taxi-distance et tutti quanti.

Osons l'espace!

En fait I'idée de Mathieu peut étre mathématisée
(ou modélisée) en utilisant un réseau cu-
bique (empilement et juxtaposition de cubes
isométriques) pour paver |'espace.

En voici une illustration dans laquelle vous pou-
vez distinguer un point privilégié O et les axes
qui permettent de situer tout sommet du réseau
par ses coordonnées (z,vy, z) comme on |'a fait
pour le plan muni d'un quadrillage.

Dans I'espace la taxi-distance de O a P sera aussi

la longueur d’un plus court chemin qui mene de
(a P,

Dans le cas de l'illustration, td(O, P) = 3 si le
cube est le cube unitaire.

En général, td(O, P) dépend de la coordonnée
de P. Si celle-ci est (z,y,z) (par rapport aux
axes OX, OY, OZ alorson a :

td(0, P) = || + |y[ + [2|

Par exemple, si P(17,12,15) alors td(O, P) =
17+ 12+ 15 = 44.

Les valeurs absolues sont indispensables dans la
formule car les termes de la somme doivent &tre
tous positifs puisqu’ils expriment des distances.

Taxi-chemins dans I’'espace

Comme vous pouviez vous en douter, nous al-
lons nous intéresser aux taxi-chemins (tc) dans
un réseau cubique de |'espace.

Nous pouvons essayer de déterminer ces nombres
de tc en les construisant tous.

La figure n'est pas évidente a tracer et devient
vite illisible.




Dans la figure ci-dessus, il est encore aisé de
constater que td(O,P) = 7. Mais s'il fal-
lait tracer tous les taxi-chemins reliant ces deux
points !!

L'un de ces tc est tracé en gras. Observez-le
bien! Regardez de quels types de segments il est
constitué et en quel nombre pour chacun. Vous
avez trouvé 7 C’est bien.

La coordonnée de P est, ici, (3,2,2). Cela signi-
fie que tout tc reliant O a P sera obligatoirement
constitué de trois segments paralléles 3 OX, de
deux segments paralléles 3 OY et, fatalement
puisque td(O, P) = 7, de deux segments paral-
leles a OZ.

Le nombre de fagons de choisir 3 segments pa-
ralleles a OX sur les 7 segments nécessaires est
C2 soit 35 (car C2 = %% = 35, voir aussi le
triangle de Pascal).

Il reste a choisir deux segments paralléles a QY
parmi les quatre segments encore a tracer. Le
nombre de choix pour ces deux segments est C
qui vaut 6.

Il reste alors deux segments que |'on devra obli-
gatoirement placer parallelement a OZ.

Le nombre total de tc reliant O a P est donc
35 x 6 = 210 car on peut combiner les deux
types de segments a choisir, de toutes les facons
possibles.

Avez-vous tracé ces 210 tc?

Généralisons (pour les plus courageux).

Si P(x, vy, z) alors td(O, P) = |z|+|y|+|z] et

— =l [y
le nombre de tc(O, P) = Cii 1412 " Clyla

Taxi-sphere

Tous les nceuds du réseau qui sont a la méme
taxi-distance n (nombre naturel) d'un méme
nceud (O par exemple) composent cette fois la
taxi-sphere ayant ce noeud pour centre et n pour
rayon.

La taxi-sphére de centre O et de rayon n est
I'ensemble des nceuds C' du «cubage > de |'es-
pace tels que td(O,C) = n.

117

Ainsi, la taxi-sphere tS(O,0) comporte le seul
nceud O.

t3(0, 1) comporte 6 nceuds qui sont les sommets
d’'un octaedre régulier.

Les six nceuds représentés sur la figure sont tous
a distance 1 de O.

Les axes étant perpendiculaires deux a deux, les

douze arétes de |'octaédre ont toutes la longueur
V2 (théoreme de Pythagore).

La figure ci-dessus est bien un octaedre régulier
(réduit a ses sommets).

Qu’est-ce alors que la taxi-sphére de
centre O et de rayon n (nombre na-
turel) ?

Tout point P(z,y,z) de cette tS est donc tel
que [o] + [y| + |2 = n.
En étudiant cette équation, on montre que ces

points P sont aussi les points a coordonnées
entieres d'un octaedre.

Quelques indications figurent a la fin de cet arti-
cle.

Quel est le nombre de points d’'une
taxi-sphere de rayon » (nombre na-
turel) ?

La taxi-sphére peut &tre vue comme un empile-
ment de couches qui sont des taxi-cercles. Nous
connaissons le nombre de points d'un taxi-cercle
de rayon n : c’est 4n si n est différent de 0 et 1
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sin =0 (cf. Taxi-choses et taxi-trucs (3) dans
Math-Jeunes n° 89).

Or la taxi-spheére de rayon n comporte une
couche de base : taxi-cercle de rayon n et, de
part et d"autre, des couches dont les rayons vont
de n — 1 a 0 (par pas de -1).

/

A
N

Ry,

Le nombre de points d'une taxi-sphere de rayon
n est donc (quelques calculs ne peuvent vous
rebuter) :

dn + 2(1+44+8+124 - +4(n— 1)]
=4n+2[1+41+24+3+---+(n—-1))]
= 4n+2 [1+4——("’_21)”’] )
= 4n +2(1 + 2n® — 2n)
= dn+2+4n’ —4n
= 4n®+2
= 2(2n° + 1)

(1) Nous avons déja rencontré la formule 1 +2 + 3 +
o +n=in(n+1)

Par exemple, le nombre de points d'une taxi-
sphére de rayon 3 est 2(2- 3% + 1) = 38.

Cette taxi-sphére est composée d’une couche de
12 points, de deux couches de 8 points, de deux
couches de 4 points et de deux couches de 1
point. Au total on retrouve bien 2(1 +4 + 8) +
12 = 38 points.

Quel est le nombre de points
d’'une taxi-boule de rayon »
(nombre naturel) ?

La taxi-boule de centre O et de rayon n est
I'ensemble de tous les nceuds C du <cubage >
de I'espace tels que td(O,C) < n.

Nous pouvons considérer la taxi-boule comme
composée de couches qui sont des taxi-disques.
Mais nous connaissons le nombre de points d'un
taxi-disque de rayon n, il vaut 2n% +2n + 1 (cf.
Taxi-choses et taxi-trucs (3) dans Math-Jeunes
n® 89.)

Or la taxi-boule de rayon n se compose d’une
couche de base qui est un taxi-disque de rayon
n et, de part et d'autre de celle-ci, de couches
qui sont des taxi-disques dont les rayons vont de
n— 120 par pas de —1.
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Le nombre de points d'une taxi-boule de rayon n est donc (encore quelques calculs!) :

2n® + 2n+14+2[2n-1+2n—-1)+ 1)+ (2(n -2’ +2(n—-2)+ 1)+ ---
+(2(1)% + 2(1) + 1) + (2(0)® + 2(0) + 1)]
=2m?+2n+1+22(n-10+ -2+ +1°)+2(n—-1)+ (n—2)+---+1) +n]

i) 1
= 2n2+2n+1+2[2x6x(n—l)n(Qn—1)+2x§x(n—1)n+n} (%)

1.
= 2n2+2n+1+2[g(nz—n)(Qn—l)-i—(nz—n)-l—n]

2 .
= 2n2+2n+1+§(2n3—2n2—n2+n)+2(n2—n)+2n

k :
= 5(6n2+6n—i—3+4n3—4n2—2n2+2n—|—6n2—6n+6n)

dn® +6n2+8n+ 3
3

Par exemple, le nombre de points d'une taxi-boule de rayon 3 est %(4 33 +6-3248-343) =

5(108 + 54 4+ 24 4 3) = 182 = 63,

Cette taxi-boule est composée d'une couche de 25 points et de deux fois des couches de 13, 5 et 1
points soit donc au total 2(13 + 5 4+ 1) + 25 points soit bien 63 points.

Une petite synthese bien utile

Le tableau suivant donne le nombre de points (& coordonnées entiéres) d'un taxi-cercle, d'un taxi-
disque, d'une taxi-sphere et d’'une taxi-boule, en fonction de leur rayon n.

Rayon n | Taxi-cercle| Taxi-disque |Taxi-sphere| Taxi-boule

0 it 1 1 1

1 4 5 6 7

2 8 13 18 25

3 i 25 38 63

4 13 41 66 129

5 20 61 101 231

n 4n 2n?+2n+ 1| 4n®+2 M"—;ﬁﬁﬁ

(n#0) (n#0)

(?) Nous avons utilisé ici une formule classique permettant de calculer la somme des carrés des n premiers naturels
non nuls.

2 1
l2+2“+32+---+n2=E-rz(n+l)(2n+1)
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Pour aller un peu plus loin!

Si le plan muni d’'un repére (axes des X et axe des Y') est partagé en 4 quadrants, I'espace muni
d'un repere (axes des X, des Y et des Z) est partagé en 8 octants.

L'équation |x| + |y| + |z| = n fournit 8 équations qui different selon I'octant de référence.

e Pour I'octant oll x, v et z sont positifs, |z| + |y| + |z| = n devient x +y + z = n.

e Pour I'octant ol x et y sont négatifs et ol z est positif, ||+ |y|+|z| = n devient —z—y+2z =n.
@ -

Chacune de ces équations du premier degré a 3 inconnues caractérise des points d'un plan situés
dans I'octant considéré.

Intéressons-nous par exemple a la taxi-sphere d'équation |z| + |y| + |z| = 3.

Dans 'octant ol x, ¥ et z sont positifs, cette T
équation devient = + y + z = 3. |l s'agit de E ¥ B A
I'équation d'un ensemble de points appar-
tenant a une méme partie triangulaire d'un
plan, comme le montre la figure ci-contre.
Les points de la taxi-sphére situés dans cet
octant sont C'(3, 0, 0), A(0, 3,0), B(0,0,3),
H{Z, 1.0}, &(8,0,1), 110,21}, J(I; %0,
F0.1, 2), D1, 0,2) et G{1,1,1).

On peut procéder de méme dans les sept
autres octants, et la taxi-sphére prend I'al-
lure d'un octaédre.

Voila pourquoi on peut dire que les points d'une taxi-sphére appartiennent a |'enveloppe d’un
octaédre.

Pour aller encore plus loin

Vous pouvez maintenant généraliser ce qui précéde en travaillant dans |'ensemble des nombres
réels. Vous trouvez ou retrouvez que dans le premier octant = + y + z = 3 est I'équation d'une
partie triangulaire de plan (figure de gauche).

Dans I'espace, |z| + |y| + |z| = 3 est I'équation de I'enveloppe d’'un octaddre (taxi-sphere) et
|z| + [y| + |z| < 3 est celle de I'octaédre (taxi-boule). Référez-vous 2 la figure de droite.
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LES TONNEAUX

N. Hervé, Université de Mons

Voici enfin un (léger) soulagement aux questions métaphysiques soulevées dans les
deux premiers opuscules de l'année par I'ami N. Hervé! Appuyés de facon non
négligeable par une kyrielle de forces bénéfiques, des éclaircissements nous parvien-
nent sur les tonneaux de vin et leurs mystéres ! Accrochez vos ceintures, ¢a va
déménager. . .

Kepler savait tout !

Kepler est né le 27 décembre 1571 3 Weil der Stadt (Saint Empire Romain,
aujourd’hui Allemagne). Il est mort le 15 novembre 1630 3 Ratisbonne.
A I'université de Tibingen ol il fut étudiant, son professeur d’astronomie,
Michael Maestlin avait remarqué ses dons pour les mathématiques. Offi-
ciellement, Maestlin enseignait |'astronomie géocentrique de Ptolémée. Pour
ses €leves plus doués, parmi lesquels le jeune Kepler, il parlait du systeme
héliocentrique de Copernic (publié en 1543). En 1596, Kepler publie son
Mysterium Cosmographicum qui donne une explication mathématique du
systéme copernicien en termes de polyédres réguliers.

Il montre qu'une planéte tourne autour du soleil selon une orbite en forme
d’ellipse dont le soleil occupe I'un des foyers. Il montre également qu’une
ligne joignant une planéte au soleil balaie des aires égales en des temps égaux
lorsque cette planete décrit son orbite. Ces deux lois — formulées d’abord
Johannes KEPLER ~ Pour la pla.néte Mar.s — fur_ent pubfiées‘dans Astronomia Nov_a (’1609). Ces

calculs d'aires font intervenir une technique proche du calcul intégral.

La troisieme loi de Kepler — les carrés des périodes des planétes sont proportionnels aux cubes du
rayon moyen de leurs orbites — apparait dans son Harmonice Mundi de 16109.

Kepler a également prouvé que la vue était due 3 la réception de rayons lumineux dans |'ceil (1604) ;
le point de vue euclidien était que les rayons partaient de I'ceil !

De Kepler, on a aussi des écrits sur I'optique du téléscope. Il a laissé des notes sur la nouvelle étoile
de 1604 appelée de nos jours Supernova de Kepler.

En 1612, Kepler vivait des moments heureux auprés de sa petite famille 3 Linz, en Autriche. Un
beau jour, il commanda du vin et regarda la manigre utilisée par le marchand pour jauger les fiits!

Quel choc pour notre ami Kepler! Le tonnelier s'aidait d'une régle, et procédait & la maniére
des douaniers (rappelez-vous, le premier Math-Jeunes de I'année !). Kepler fut étonné de voir
I'évaluation d'un volume par une mesure de longueur . ..
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Intrigué, il voulut connaitre la formule employée, mais la corporation des tonneliers de Linz lui
répondit : NEIN ! C'est un secret, ach! ...et le pauvre petit Kepler, friand de connaissances, tenta
par lui-méme de retrouver la formule.

cal A partir de cette question tres terre a terre, Ke-
pler se lanca dans des calculs et de la recherche qui
le menérent a I'écriture d'un traité en latin intitulé
Nova Stereometria Doliorum Vinariorum (la nouvelle
géométrie solide des barrils de vin!).

Des retards d’impression dus a la difficulté de publier
un livre en latin ont permis a Kepler de peaufiner
son ceuvre jusqu'en 1615. D’ailleurs, dans son in-
finie sagesse, Kepler décida d’en faire une traduction
en allemand sous le titre Ausszug auss der Vralten
Messekunst Archimedis. C’est la premiére fois que
des termes techniques fort utiles et jusque |a réservés
au latin se firent une place dans la langue d'outre-

Rhin!

A propos d'Archiméde, cité dans ce nouveau titre, Kepler avoua ne pas €tre en mesure de reproduire
sa rigueur. L'idée de Kepler était de découper un solide donné en un nombre apparemment infini de
morceaux infinitésimaux, d'une forme adéquate au probléeme (par exemple, découper une sphére en
de petites pyramides appropriées).

Tout cela ne vous fait penser a rien? Mais oui! Bien des années aprés, les idées de Kepler
influencerent Newton, ainsi que Cavalieri et Leibniz! Vous I'aurez compris, la méthode des douaniers,
d'oll tout est parti, a joué un grand rdle dans I'avénement de ce que 'on appelle de nos jours le
calcul intégral ...

Les vrais coupables levent enfin le voile !

La tonnellerie Radoux (1) de Jonzac en Charente Maritime, contactée par Guy Noél nous a faxé le
texte suivant :

(1) Toute ressemblance homonymique et/ou orthographique avec une personnalité montoise bien connue ne peut
étre que le fruit du pur hasard!
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Monsieur,

Suite a votre courrier du 11 novembre 1998, je vais essayer de répondre & vos quelques ques-
tions méme si la tonnelllerie reste un travail trés artisanal et donc un peu moins rigoureux que les
mathématiques.

Les tonneaux n'ont pas tous la méme forme. Il existe toutes les contenances comprises entre 100 ¢
et 600 { voire beaucoup plus pour les foudres (grands tonneaux).

La fabrication d’un tonneau se réalise a partir d’une trentaine de douelles (planches de bois formant
la coque d’un tonneau). Vous comprendrez qu'elles doivent étre homothétiques a la forme du
tonneau final (sans tenir compte du retrait lors de la chauffe).

La seule maniere rigoureuse de calculer le volume d’un tonneau serait d'intégrer I'équation de Ia
courbe d'un tonneau ou d'appliquer le théoréme de Guldin (%) & la forme du tonneau.

'
At

TONNELLERIE RADOUX

A l'aide de I'équation d'une douelle, de la longueur de cette derniére, de la position des fonds
(couvercles du fiit), il doit étre possible de calculer le volume exact d’un fiit.

L"approximation de I'équation de la forme d’une douelle est un polynéme pair du quatriéme degré.
Donc, pour un fit de 225 ¢, ['équation est

(832558 x 107%z" — 8.466 x 10 "z® + 1) - L

ou L est la largeur de douelle au bouge et X est la hauteur sur la douelle. Pour ce méme fiit, Ia
longueur d’une douelle est 950 mm, la position des fonds est & 50 mm du bout de douelle et le
développé au bouge est de 2150 mm.

Soit un fiit composé de 25 douelles de 86 mm de large, I’équation de chaque douelle est

8.32558 x 107" x 86z — 8.466 x 1077 x 86z + 86
. L'équation du fiit (indépendante du nombre de douelles) sera

8.32558 x 10716 x 2150x* — 8.466 x 2150x2 + 2150
27

(*) Paul Guldin, mathématicien né en 1577 a St Gall (Suisse) et décédé en 1643 3 Graz (Autriche). Son théoréme
fait intervenir la notion de barycentre.
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Il ne vous reste plus qu’a intégrer cette équation et a la multiplier par 2.
Pour de plus amples informations, veuillez contacter Nicolas Chauvin. (*)

Je vous prie . ..

Et le fax est signé Benjamin ROUSSEAU.

Le vocabulaire se la joue ironique

Un coup d’ceil sur la dénomination des unités utilisées nous en convaincra immédiatement !
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Quelgques mots sur les mathematiques de

I'Inde védique

Michel Ballieu, CREM (Nivelles)

Le mot veda signifie science, connaissance.

Les renseignements qui suivent datent d'une
époque antérieure de plusieurs siécles a notre ére.
Il est possible que les faits relatés soient quelque
peu déformés puisqu’ils nous sont parvenus par
tradition orale.

Les dieux ont dépecé I'homme primitif (purusa).

Lorsqu’'ils diviserent ['homme, en combien de
parties l'ont-ils arrangé ?

Que devint sa bouche, devinrent ses bras?
Comment s’appellent ses jambes et ses pieds ?
Sa bouche fut le brahmane (brahmana), de ses
bras, on fit le Guerrier (ksatfiya), ses jambes,
c'est le Laboureur (vaisya).

Le Serviteur naquit de ses pieds ($tidra).

(traduction de J. Varenne, Le Veda, vol. 2, page
500, Marabout).

L'idée générale est la reconstitution de prajapati
afin de réactiver le monde.

- Dans cette philosophie, le rite sacrificiel accorde
une énorme importance au lieu et au moment.
Un des réles du prétre brahmane est de s'assurer
du respect de la tradition.

atha agni adheyike vihare

garhapatyad dhavaniyasya 3yatanam

vijnayate astasu prakramesu brahmanas agnim
adadhita ekadasasu rajanyas dvadasasu vaisyas
It

ce qui signifie :

Maintenant, en ce qui concerne la disposition des
feux qui doivent étre placés sur le terrain sacrifi-
ciel,

la place de I'ahavaniya a partir du garhapaty3 :

il est prescrit «le brahmane place le feu a huit

prakrama, le rajanya (ksatriya) a onze et le vaisya
a douze. »

ayama caturasrani anicinani
karayet

aparasya uttarasyam sronyam garhapatyas

tasya eva daksine amse anvaharyapacanas
pirvasya uttare amsas dhavaniyas.

trtiyena trini

Avec le tiers de la distance entre les deux feux
précédents, qu'on construise trois carrés adja-
cents,

Le garhapatya se trouve sur la hanche nord du
carré Quest,

Al ‘épaule Sud de celui-ci I'anvaharyapacana et
a l'épaule Nord du carré Est I'3havaniya.

Le troisieme feu, I'anvaharyapacana est situé au
Sud, dans la région des ancétres ol il est censé
repousser les puissances et esprits mauvais et re-
cevoir les sacrifices qui leur sont destinés. Sa
position exacte est prescrite.

C'est la que I'on débouche sur la construction
de triangles rectangles et sur une relation bien
connue entre trois nombres entiers.

Dirghakaturasrasya aksnayarajjus parsva mant
tiryanmant cayat prthak bhite kurutas tat ub-
hayam karoti.

La diagonale d'un rectangle produit en une fois
ce que produisent séparément la longueur et la
largeur.

Le lecteur avisé aura sans doute flairé I'énoncé de
la proposition 47 du livre | des Eléments d' Eu-
CLIDE, proposition plus connue sous |'appellation
non controlée de Théoréme de Pythagore.

Source : Les mathématiques de ['Inde
védique, Jean-_MicheI Delire, communication
faite chez ALTAIR, Université Libre de Bruxelles.
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Les auto-références

Si tu as pris golit a ce jeu que nous t'avons
présenté dans Math-Jeunes 88, voici deux autres
grilles. Rappelons qu'il s'agit de compléter les
tableaux pour que les informations soient vraies.

.fois le chiffre 0.
fois le chiffre 1.
fois le chiffre 2.

Dans ce cadre, il y a ..
Dans ce cadre, il ya ...
Dans ce cadre, ilya ...
Dans ce cadre, il y a ... fois le chiffre 3.
Dans ce cadre, il y a ... fois le chiffre 4.
Dans ce cadre, il y a ... fois le chiffre 5.
Dans ce cadre, il y a ... fois le chiffre 6.

. fois le chiffre 0.
.fois le chiffre 1.
. fois le chiffre 2.
. fois le chiffre 3.
.fois le chiffre 4.
. fois le chiffre 5.
.fois le chiffre 6.
.fois le chiffre 7.
_fois le chiffre 8.

Dans ce cadre, ilya ..
Dans ce cadre, il y a ..
Dans ce cadre, il y a ..
Dans ce cadre, il ya ..
Dans ce cadre, il y a ..
Dans ce cadre, ilya ..
Dans ce cadre, il ya ..
Dans ce cadre, il ya ..
Dans ce cadre, ilya ..

Nombres croisés

1 2 3 4

[

Horizontalement
1. Carré parfait.

2. llya9ans.
3. Factorielle.
4. Somme des deux premiéres lignes.

Verticalement

1. Nombre premier.

2. Multiple de 137.

3. La somme des chiffres est 22.
4. Nombre palindrome.

Produits croisés

A chaque lettre de I'alphabet, on a associé une
valeur selon son rang (A=1, B=2, ...). Chacun
des nombres-définitions est le produit des valeurs
associées aux lettres des mots a placer dans la
grille. Essaie de reconstituer une grille de mots
croisés cohérente.

1 2 3 4 5 6
1 R

W N
)

B D

B B

Horizontalement Verticalement

1. 491400 1. 1228500
2. 810000 2. 59850

3. 510300 3. 195~ 19

4. 13 4. 1080

5. 70 5. 2430 - 144
6. 211185 6. 1400
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Comment résoudre n’importe quel puzzle
de type “RUbik” (Deuxieéme partie)
Arnaud Maes, Université de Mons-Hainaut

Voici la seconde partie de I'article consacré au Cube de Rubik, a ses variations, et a une méthode
permettant de les résoudre (presque tous).

Dans la premiére partie, nous avons annoncé qu'il suffisait d'étre en mesure de résoudre une face du
Cube pour étre capable de le résoudre entierement. Nous allons maintenant démontrer ce fait.

Rappelons que notre méthode se base sur la formule suivante:
Xs X1t

ol X est une suite de mouvement qui tourne une piéce ou échange deux piéces de la tranche
supérieure, sans la modifier d’avantage, et s est une rotation de cette tranche supérieure.

Nous avons prétendu que la suite de mouvements XsX 1s~! tourne deux piéces ou échange trois
ou quatre pieces de la tranche supérieure, tout en laissant le reste du cube intact.

Nous avions illustré ceci sur un exemple. Nous allons réutiliser cet exemple afin de démontrer
I'efficacité de cette méthode.

Examinons d'un peu plus prés ce qui s'est passé durant la manipulation décrite dans |'article
précédent. ..

Nous allons nous intéresser a I'action des séquences de mouvements X et s sur le cube, c'est-a-dire
au résultat de ces opérations comme permutations des étiquettes du cube (il y en a 9 par face).
Une permutation des étiquettes pourra donc étre considérée comme le résultat d'un décollage puis
d’un recollage de ces étiquettes.

Bien siir, certaines permutations des étiquettes ne peuvent pas étre obtenues comme résultat d’une
suite de mouvements réels (par exemple si I'on se retrouve avec plusieurs centres de la méme couleur).

Ces permutations sont des applications bijectives de I'ensemble des étiquettes sur lui-méme.

Elles peuvent donc étre composées (nous notons la composition de la gauche vers la droite),
inversées, etc... L’ensemble de ces permutations forme donc un groupe pour I'opération de com-
position. L'ensemble des permutations qui résultent d'une suite de mouvements du Cube en forme
un sous-groupe.

Afin de décrire ces permutations, donnons un nom a toutes les étiquettes du cube (ces noms sont
inspirés de I'anglais: F-Front, B-Back, L-Left, R-Right, G-Ground, T-Top).
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Examinons la permutation résultat de I'opération X que nous avons utilisé dans la premiére partie de
cet article. Rappelons que notre but était de retourner deux piéces de bord de la tranche supérieure,
a savoir les pieces 76 — B2 et T8 — F2.

La suite de mouvements X a été choisie de sorte que

i. elle permute les étiquettes T6 et R2, et laisse inchangées les autres étiquettes de la tranche
supérieure,

ii. elle mélange les autres étiquettes du cube.

Nous pouvons donc décomposer X en deux parties:
X=(T6 R2)-Y

ol (T'6 R2) est la permutation qui correspond & I'action (i), et Y est la permutation qui agit sur les
étiquettes autres que celles de la tranche supérieure conformément & I'action (ii) (elle n'agit donc
pas non plus sur les étiquettes latérales de cette tranche supérieure).

Rappelons que, dans tout groupe, étant donné deux éléments a et b, I'inverse du produit a - b, noté
(a-b)7!, est le produit b=t - aL.

Ceci étant également vérifié pour notre groupe de permutations, nous en déduisons que X! =
Y~1.(R2 T6), ol Y1 est la permutation inverse de Y.

Appelons s la permutation des étiquettes du cube lorsque I'on tourne la tranche supérieure.

Voici maintenant LA propriété qui fait tout fonctionner:

Proposition:

Deux permutations commutent si elles agissent sur des ensembles disjoints.

La preuve de cette proposition est intuitive: si nous désirons appliquer permutation a sur un ensemble
A, et permutation b sur un ensemble B disjoint de A, alors nous pouvons effectuer a d’abord et b
ensuite ou le contraire, le résultat final sera le méme.

(Formaliser cette preuve ‘mathématiquement’ serait cependant un petit peu plus long 1)

Rappelons-nous que, par choix de X et définition de Y, la permutation Y n’agit pas sur les étiquettes
de la tranche supérieure.

Quant a elle, la permutation s n’agit que sur les étiquettes de la tranche supérieure.
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Donc Y et s commutent !

Ainsi, la permutation compléte que nous avons effectuée est

XsX 7 's7! = (T6 R2)YsY ' (R2 T6)s™!
= (T6 R2)sYY ' (R2 T6)s™!
= (T6 R2)s(R2 T6)s™*

Ceci signifie qu'appliquer la suite de mouvements XsX 157! a le méme effet qu’appliquer la per-

mutation (76 R2)s(R2 T6)s~!. Remarquons maintenant qu’appliquer cette permutation consiste
(au niveau du déplacement des étiquettes) en

i. échanger les étiquettes du bord supérieur droit (permutation (76 R2))
(celles de la premiére piéce que nous voulons retourner)

ii. tourner la tranche supérieure (permutation s)

iii. échanger les étiquettes du bord supérieur droit (permutation (R2 16))
(celles de la seconde piece que nous voulons retourner)

iv. remettre la tranche supérieure a sa position initiale (permutation s™1).

et ceci fournit exactement le résultat que nous voulions obtenir: la permutation ci-dessus échange
retourne bien deux piéces sans modifier le reste du cube.

En résumé, nous avons montré que:

e si X est une suite de mouvements qui retourne un bord de la tranche supérieure et conserve
le' reste de cette tranche mais mélange tout le reste du cube,

e et si s est une rotation de la tranche supérieure,

1

alors la suite de mouvements X sX ~'s~! retourne deux bords de la tranche supérieure et conserve

le reste du cube.

Il faut remarquer que, dans notre raisonnement, nous n’avons pas eu besoin de connaitre la per-
mutation Y. En appliquant X!, la permutation Y ~! reconstruit ‘naturellement’ ce que X avait
détruit.

Cette indépendance par rapport a Y montre que la suite de mouvements X peut réellement &tre
choisie librement, pour autant que seule une piece de la tranche supérieure soit modifiée par X.

Mais il est bien plus intéressant encore de remarquer que le méme raisonnement montre que, si
I'on peut trouver une suite de mouvements X qui tourne un coin ou échange deux bords ou coins
de la tranche supérieure, sans la modifier d’avantage, mais en détruisant peut-&tre le reste du
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cube, alors en appliquant la suite XsX 157!, il est possible de tourner deux coins ou d'échanger
3 (ou 4) bords ou coins de la tranche supérieure sans détruire le reste du cube.

De plus, comme nous |'avons déja expliqué, si les pieces que I'on veut tourner ou échanger ne sont
pas sur la tranche supérieure, il suffit de trouver une suite de mouvements P qui les y amene, et

d’appliquer la formule
PXsX s tP?,

Vous voici maintenant capables de résoudre le Cube de Rubik 3 x 3 x 3.
Enfin, nous n’avons en fait jamais réellement utilisé le fait que ce c'était un Cube 3 x 3 x 3 que

nous manipulions. Nos arguments peuvent tout aussi bien s'appliquer au Cube 5 x 5 x 5 ou a la
plupart de leurs variantes ! La difficulté ne consiste plus qu’a trouver les permutations X.

Cela ne peut pas étre si simple...

Bien siir, c'elit été trop beau si cela avait vraiment été si simple. ..

Supposons que vous commenciez la résolution de votre Cube par la mise en place des coins par
rapport aux centres. Tout a coup, vous remarquez qu'il ne faut plus en échanger que deux !

Bien qu’'il ne soit pas possible de n'échanger que 2 pieces du Cube, une telle situation peut se
produire, et est due au fait que tous les bords ne sont pas encore en place (autrement dit, un échange
de bords devra aussi avoir lieu).

Dans le cas présent, nous sommes confrontés a un probleme de parité: chaque fois que nous
appliquons la suite PXsX 1s7!P~1, nous effectuons un nombre pair de mouvements. Mais P
permute autant de pigces que P!, et de mé&me pour X et X !, ainsi que s et s~'. Nous ne pouvons
donc réaliser qu'un nombre pair d’échanges de pieces semblables. Notre méthode ne permet donc
pas de n'échanger que deux coins.

Afin de résoudre ce probleme de parité, il suffit de tourner une tranche (par exemple la tranche
supérieure) une seule fois. Au lieu d'avoir deux coins mal placés, il n’y en a maintenant trois. Mais il
n'y a alors plus qu'a échanger deux fois une paire de coins a |'aide de notre méthode comme illustré
ci-dessous.
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Remarques et conclusion

Lorsque vous maitriserez cette méthode, vous remarquerez qu’elle n'est pas tres ‘économique’ quant
au nombre de mouvements nécessaires a la résolution du Cube ! Ceci s’explique par le fait que nous
nous efforcons de conserver tout le cube sauf 2, 3 ou 4 pieces, méme si il n'y a en réalité rien a
conserver. . .

Cependant, par rapport aux ‘pros du Cube’ qui sont capables de le résoudre en une dizaine de secon-
des, sans pouvoir résoudre ses nombreuses variantes, nous sommes en mesure d'aborder sereinement
(quasi) tous les puzzles de type Rubik. En effet, notre méthode s’y applique sans peine, pour autant
que nous soyons a méme de résoudre une face de ceux-ci. Nous n'avons pas d’algorithme a retenir,
nous sommes capables de le construire nous-mémes.

Pour ma part, je m'attaque a ces casse-tétes avec une méthode mixte: il est en général possible de
compléter une ou plusieurs faces sans trop devoir réfléchir (une seule face pour le Cube 3 x 3 x 3,
mais a peu preés toutes pour le Dodécahedre), et je n'applique la méthode exposée ici que pour
terminer |'objet.

Pour terminer cet article, voici quelques probléemes que je vous invite 3 résoudre:

e La méthode fonctionne-t-elle toujours si, plutét que de considérer la tranche supérieure, vous
considérez la tranche centrale (qui contient les 4 centre des faces latérales) ? Comment se
formule-t-elle 7

e Pouvez-vous montrer qu'il n'est pas possible de n'échanger que 2 pieces d'un Cube de Rubik
33 %87

e Pouvez-vous montrer qu'il n'est pas possible de ne faire tourner qu’une seule piece d'un Cube
Bx8xa?

e Pouvez-vous montrer qu’il est possible de n'échanger que 2 piéces d'un Pyraminx (la pyramide)
7

o Est-il possible de ne faire tourner qu'une seule piéce d’un Pyraminx 7 Si oui, laquelle (ou
lesquelles) ?

Enfin, sachez que si vous n’avez pas (ou plus) de Cube de Rubik 3 votre disposition, il vous
est possible de jouer avec un ‘cube virtuel' sur Internet. Je vous invite 3 aller lire ma page
http://saturn.umh.ac.be/~maesa/index.htm

Vous y trouverez également quelques liens et adresses en rapport avec le sujet.

Bon amusement !
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Palmareés de la 24° Olympiade Mathématique Belge

MINI MiDI MAXI
Premier prix Premier prix Premier prix
RENOLD Stefan CLAEYS Mathieu HAN Zhe

Deuxiémes prix

KAUFMANN Marc
LOISEAU Didier
TROESSAERT Cédric

Deuxiemes prix

ALPAN Ali
FRANCO Nicolas
MAHIEU Olivier

Deuxiemes prix

VAN BOGAERT Sarah
BAATZ Georges

CAPRACE Pierre-Emmanuel
FOUCART Frangois

Troisiemes prix

BEYLEMANS Jennifer
PONSELET Lise
BONJEAN Frangois
NOEL Denis

VAN ESCHE Amélie

Troisiemes prix

DANAUX Xavier
MALMEDY Vincent
PREMONT Bruno

Troisiemes prix

BEN ALI Youssef
GRAMME Pierre
JARADIN Yves

HSU Ming-Koon

Quatriemes prix

CHARPENTIER Christophe

DANDQY Adrien
ANTOINE Sophie
SCHEFFER Nicolas
STREBER Anne-Sophie
ABRAMOWICZ Cécile
BRUNIAEAU Guillaume
FLAWINNE Sébastien
VOLKOVA Héléne
CHIARELLO Laurent

Quatriémes prix

DELHAYE Christophe
TRIGALLEZ Quentin
SACRE Anne

DE CORTE Martin
LEINER Yves
REITER Raphaél
ROLLING Thierry
COMBLEN Richard
VANAERDE Benjamin

Quatriemes prix

HENDRICKS Julien

ULLENS de SCHOOTEN Jean-Yves
MEYER Bob

GASPARD Francois

BOURDOUX Arnaud

HASHEM! Mir Emad

HSIA Wei

PETIT Christophe
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MINI MIDI MAXI
Prix spéciaux Prix spéciaux Prix spéciaux

ABRAMOWICZ Cécile |MALMEDY Vincent| BAATZ Georges
BRUNIAEAU Guillaume [ LEINER Yves FOUCART Frangois
CHIARELLO Laurent |ROLLING Thierry |GRAMME Pierre
FLAWINNE Sébastien |[DI PIETRO David |JARADIN Yves
HANQUART Alexandre | KRIER Gabriel HSU Ming-Koon
PONSELET Lise BRAQUET Pierre |MEYER Bob
VOLKOVA Héléne MYSORE Sidhath |HASHEMI Mir Emad
CONRAD Michel  |HSIA Wei
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Le Prix Willy Vanhamme récompense la démonstration jugée la plus élégante, toutes catégories
confondues. Cette année, ce prix a été attribué a LOISEAU Didier, éleve de deuxieme.

e &
&

Voici les questions des finales de la vingt-quatrieme Olympiade Mathématique Belge. Ces finales
ont eu lieu le mercredi 21 avril dernier a Namur.

Finale Mini

Question 1 — Quarante tuyaux sont disponibles; leurs longueurs sont de 2 m, 4 mou 6 m. ll y a
autant de tuyaux de 2 m que de tuyaux de 6 m. Quelle est la longueur totale des tuyaux disponibles 7

Question 2 — Un rectangle dont la longueur vaut trois fois la largeur est garni d'un quadrillage.
Le long de chaque cGté, quatre rangées de carrés sont gris; les autres carrés sont blancs. Il y a
544 carrés gris. Combien y a-t-il de carrés blancs?

Question 3 — Dans le trapeze ABCD, ABJ/CD, ||AB|| = 10 et ||CD|| = 6; en outre, la hauteur
de ce trapeze est h = 4. Si P est le milieu de [AD)] et Q) celui de [PB], que vaut I'aire du triangle
PCG?

Question 4 — Nous observons que
1+24+1=4=2%

1+2+3+24+1=9=38%
1424344434241 =16=45%

Les sommes ainsi construites sont-elles toutes des carrés d'entiers? Si oui, le démontrer; si non,
indiquer un exemple ol cette propriété n'est pas satisfaite.
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Finale Midi

Question 1 - Un rectangle dont la longueur vaut trois fois la largeur est garni d’un quadrillage.
Le long de chaque cdté, quatre rangées de carrés sont gris; les autres carrés sont blancs. Il y a
915 carrés blancs. Combien y a-t-il de carrés gris?

) C , ) ab . . a
Question 2 — Mathieu simplifie erronément la fraction —, obtenant ainsi —. Et cependant, par

aoc ac
extraordinaire, malgré cette erreur, les deux fractions sont égales. Quelle est leur valeur commune ?

(N.B. : abc: ab: etc. désignent les nombres formés par la juxtaposition des chiffres a, b et ¢; a et
b; etc.)

Question 3 — Dans la figure ci-dessous, le Yin (la partie noire) et le Yang (la partie blanche) sont
limités par des demi-cercles.

(a) Construire une droite qui partage le Yin ainsi que le Yang en deux parties de méme aire.

(b) Y a-t-il d'autres solutions? Si oui, les donner ; si non, expliquer pourquoi.

Question 4 — Cinqg fléchettes ont atteint une cible ayant la forme d’un disque de 10 cm de rayon.
Montrer que deux des points d'impact, au moins, sont distants de moins de 104/2 cm.

Finale Maxi

Question 1 — Une suite s, est constituée de n nombres naturels. La suite s, est obtenue par une
modification de |'ordre des termes de s, ; la suite s3 est construite en soustrayant, terme 3 terme,
3y de ;.

(a) Montrer que, lorsque n = 3, le produit des termes de s3 est un nombre pair.

(b) Le résultat subsiste-t-il lorsque 7 = 1999 7

Question 2 — Déterminer tous les polyndmes P a coefficients réels tels que P(X?) = (P(X))2.

Question 3 — Un tétraedre régulier et un octaédre régulier, I'un et I'autre d’aréte 1, reposent sur
la table, posés sur une face. Lequel surpasse |'autre en hauteur? De combien ?
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Question 4 — Sur chaque coté d'un polygone régulier a n cotés, nous sélectionnons un point qui
n'est pas un sommet, et nous construisons le n-gone convexe P que ces n points déterminent.

(a) Lorsque n = 4, si le quadrilatére P a ses angles égaux, est-il nécessairement un carré?
(b) Lorsque n = 5, si le pentagone P a ses angles égaux, est-il nécessairement régulier?

(c) Pour quels nombres naturels n supérieurs a 3 est-il vrai que, si le n-gone P a ses angles égaux,
alors il est nécessairement régulier ?

Les deux revues s’appelleront
e MJ junior, plus spécialement destiné aux éléves des trois premigres années du secondaire.
e Math-Jeunes, pour les autres éléves.

Chaque revue paraitra quatre fois par an — mi-octobre, mi-janvier, mi-mars et vers le 22 mai pour
["année scolaire 1999-2000.
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Solutions des jeux

Les auto-références

{  Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,

Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,

il y a 1 fois le chiffre 0.
il y a 4 fois le chiffre 1.
il y a 3 fois le chiffre 2.
il y a 2 fois le chiffre 3.
il y a 2 fois le chiffre 4.
il y al fois le chiffre 5.
il y a1 fois le chiffre 6.

Nombres croisés

Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,
Dans ce cadre,

il y a 1 fois le chiffre 0.
il y a 6 fois le chiffre 1.
il y a 3 fois le chiffre 2.
il y a 2 fois le chiffre 3.
il y a1 fois le chiffre 4.
il y a1l fois le chiffre 5.
il y a 2 fois le chiffre 6.
il y a1 fois le chiffre 7.
il y al fois le chiffre 8.

Produits croisés
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