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Math-Jeunes n°97 S,50-53, 2001

AL

preblemes

C. Festraets

Voici les cing derniers problemes de ce rallye. N'oubliez pas de présenter vos solutions sur des
feuilles séparées pour chaque probléeme et d’y indiquer vos nom, prénom, age. classe, école et
adresse personnelle. Soignez votre présentation. Bon courage ! Vos solutions doivent parvenir a
C. Festraets, 36. rue J.B. Vandercammen. 1160 Bruxelles, pour le 15 mai au plus tard.

11 — Carré

@ielcller 672, 6672,
66672. Quelle est la
valeur du carré du
nombre formé de
2001 chiffres 6 suivis
dun 77 Justifier la
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15 — Histoire de cercles :

Trois cercles de méme rayon R passent par le point A et se coupent en trois
autres points, B, C, D. Démontrer que le cercle circonscrit au triangle BC'D
est aussi de rayon R.

Solutions

Solution du probléeme « Au tea room >

Soient respectivement a, b et ¢ le prix d'une tasse de thé, d'une tasse de café et d'une tasse de
cacao. On sait que :

2a 4+ 3b + 4¢ < 500
3a 4+ 4b + 2¢ > 500

1. Multiplions les deux membres de la seconde inégalité par 2 et soustrayons lui la premiere
inégalité :

6a + 8b+4c > 1000
—(2a + 3b+4c < 500)
4a+5b+ 0c > 500

Donc quatre tasses de thé et cing tasses de cacao cottent plus de 500F.

|}

. Multiplions les deux membres de la premiére inégalité par 3. les deux membres de la
seconde inégalité par 2 et soustrayons :

G6a +9b + 12¢ < 1500
—(6a + 8b+ 4c¢ > 1000)
Oa+b+ 8¢ < 500

Donc une tasse de café et huit tasses de cacao coutent moins de 500F.

3. Soustrayons la premiere inégalité de la deuxieme :

da+4b+2¢ > 500
—(2a + 3b + 4¢ < 500)
a+b—2¢c > 0

don2c<a+b

Donc deux tasses de cacao cottent moins cher quune tasse de thé et une tasse de café. 1
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Solution du probléme <« Echecs et math »

Chaque rectangle contient autant de cases blanches que de cases noires, donc sa surface (mesurée
avec la surface d'une case comme unité) est un nombre pair. S’il v a n rectangles, la plus petite
surface qu’ils peuvent recouvrir est 2+ 4 +6+8+ ...+ 2n, puisque les surfaces des n rectangles
sont toutes différentes.

Or24+44+6+8+---+2n=

(2+2n)xn
2

=(n+1)xn

Pour n = 8, (n + 1) x n = 72. L’échiquier n’ayant que 64 cases. n = 8 ne convient pas. Pour
n =T, on a la solution suivante :

4 2 2
2
7 Les sept rectangles satisfont bien les conditions
4 de 'énoncé, ils sont d’aires 2, 4, 6, 8, 10, 14 et
1 20. Le plus grand n possible est donc 7.
2 2

Solution du probleme « Pavage >

Désignons par a la longueur et par b la largeur du rectangle (exprimées en décimetres). Le
nombre de carreaux situés le long des bords est 2a + 20 — 4. Le nombre total de carreaux est

ab. D’ot

b — 4 est donc un diviseur de 8,

Eab 9.4+ —4 b—4e{l,-1,2,-2,4,—-4,8, -8}
ab = 4da +4b — 8 —Sib—4=1 alorsb=5eta=12;
alb—4) = 4b—38 ~ Sib—4 = =1, alors b= 3 et a. = —8:
4h — 8 - Sib—4=2, alorsb=06¢et a=38.
= e - Sib—4=-2 alorsb=2eta=0.
4(b—4) +8 - Sib—4=4, alorsb=8et a =6.
= T B d - Sib—4=—4, alorsb=0et a = 2.
] - Sib—4=28,alorsb=12et ¢ = 5.
:4+m — Sib—4=-8,alorsb=—4 et a =3.

. Comme a et b sont des nombres positifs non nuls et que la longueur a est supérieure a la largeur
| b, on obtient deux solutionsa =12et b=50oua =8 et b =6.
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Solution du probleme « Probleme d’aire >

alre ABC =5 x3x4=60

aire BEF = L x 4 x 5sin EBF

aire BEF' = % x 4 x 5sin ABC' = aire ABC (car les angles
BEF ot ABC' sont supplémentaires). De méme, aire DCI =
aire ABC'.

Dol aite DEFGHI = aire ABC + aire BCDE +aire ABFG +
aire CAHI + aire AGH + aire BEF + aire DCI = 6425+ 16+
9+6+6+6="T74

NI = B

b

Solution du probleme <« Palindrome =

Tout nombre palindrome de 6 chiffres peut s’écrire :

n = abeeba = 10%a + 10%0 + 10%¢ + 10%c + 10b + a

Lorsqu’on divise 10, 102, 10%, 10*, 10° par 13, on obtient respectivement comme restes —3, —4,
—1. 3 et 4 et lorsqu’on divise ces mémes nombres par 7. on obtient respectivement comme restes
3,2, —1, -3, —2.

Donc le reste de la division de n par 13 est égal :

da+3b—c—4c—3b+a=5a— ¢

et le reste de la division de n par 7 est égal a :

—20a—3b—c+2c+3b+a=c—a

1. Si n est divisible par 13, alors le reste 5a — 5¢ est divisible par 13 et comme 5 n'est pas
multiple de 13, a — ¢ = 0. Dés lors le reste de la division de n par 7 est nul et n est bien
divisible par 7.

2. Si n est divisible par 7, alors le reste ¢ — a est divisible par 7. par exemple ¢ = 8 et a = 1.
Dans ce cas. le reste de la division par 13 est égal & 5a — 5c = —35 et n n’est pas divisible
par 13. Exemple : 158851 est multiple de 7 et n'est pas multiple de 13.

@ <D



Math-Jeunes n°97 S,54-58. 2001

Les nombres cachés 3

Y. Noél-Roch

1. Solutions

Cette fenétre proposée dans le numéro
précédent de la revue est extraite d'un ta-
bleau initial de largeur 14. Les multiples de
4 et de 5 v ont été repérés et la fenétre a été
découpée en prenant la case occupée par le
nombre 2 comme coin supérieur gauche.

Fenétre 7

La fenétre 8 est assez particuliére : elle pour-
rait étre obtenue en noircissant les cases
contenant les multiples du seul nombre 4.
Posons a = 4. Nous savons qu'un deuxiéme
nombre b # a a également été utilisé. 11 faut
done que les cases contenant des multiples de
b contiennent aussi des multiples de a.

Fenétre 8

bN* C 4N* (1)
En récapitulant, il faut : < b#£a =4
(3<b<10

Ces conditions entrainent b = 8. Deés lors nous connaissons ¢ — 4 et b = 8.

Enfin pour rechercher L, nous savons que L € 4N* + 1 et 10 < L < 20. L peut donc valoir 13
ou 17.

(}) X C Y signifie que tous les éléments de X sont des éléments de ¥

<
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Tu peux controler que la fenétre 8 a pu étre construite avec
a=4,b=8, L =13, csg =3 (en partant de la 1™ ligne)
g=d,b=8 L =13, esg = 15 (27 ligne)

a=4,b=8, L =17, csg =3 (1™ ligne)

a=4,b=8 L =17, csg =7 (1* ligne)

a=4,b=8, L =17, csg =9 (2° ligne)

a=4,b=8, L =17, csg = 23 (2° ligne)

Les deux familles de multiples n’apparaissent
guere! La succession de beaucoup de carrés
|| blancs en indique que a et b valent
au moins 7. Deés lors, dans c3 et ¢
’ sont nécessairement associés, donc a = 7 et
nous pouvons repérer les multiples de 7 dans

la fenétre. d’abord dans [ 5 | [ 6 |
_ et puis dans toutes les lignes grace a la
| périodicité.

Fenétre O

EeREEE,

T

Le décalage d’une ligne & la suivante indique que la largeur L du tableau initial vaut 2 de moins
qu'un multiple de 7. Ainsi, L € 7N* — 2 et 10 €< L < 20 entrainent que L vaut 12 ou 19.
Continuons & exploiter les informations données par la fenétre 9 :

<

3 La périodicité implique que toutes les cases
O o R odB S B o o ) e ™

3, ¢y, C4,Cq,Ch, Cg, Cg, €3, Cg, Cg SOt occupees

— par des multiples de b = 8. Donc, on a

cl® € TN* et ¢’ € bN* et de méme g € 7TN*

<>

QLI [©

S et ¢ € bN*.
= Le décalage d’'une ligne a la suivante impose
| L e bN* + 4.

<

Le{12,19} et L € {12,20,28,...} sib=8

L e {12,19} : )
Les trois conditions :{ I € bN* + 4  impliquent Le{12,19} et L € {13,21,29,...} B b=3
8<b< 10 Le{12,19} et L € {14,24,34,.. .} sib=10 ‘

@ <&



Toutes ces éventualités conduisent & une solution unique L = 12.
Nous connaissons donc a = 7. b =8, et L = 12.

Si, de plus tu as recherché comment la fenétre 9 a été découpée dans le tableau initial de largeur
12, tu as pu trouver 1 comme nombre caché dans le coin supérieur gauche.

2. Importance du triplet {a,b, L}

Observons une nouvelle fenétre :

Au premier coup d’ceil, nous pouvons croire
que a = 4 et b = 6. Une analyse approfondie
montre que cela est incompatible avec I'en-
semble des conditions connues. En effet, a =
4, et b = 6 entrainent L € 4N* et L € 6N* .
Comme nous savons que 10 < L < 20, nous
devrions avoir L = 12. Or, il est impossible
de découper la fenétre 10 dans un tableau
initial (de largeur 12) suivant :

Fenétre 10

11213]4|56|6|7]|8]|9]|10|11]12

13

Il faudrait en effet placer le coin supérieur gauche en 4 et nous ne disposerions pas de 10 colonnes
vers la droite.

2.1. Analysons mieux le probléme

- 1 imposea =z 4detb>=4d

— La disposition en colonnes imposent que @ et b soient tous les deux diviseurs de L.
. et nous savons que 10 £ L < 20.
— Dressons un tableau des possibilités en tenant compte de toutes ces conditions :

7
10
11 =

1214, 6 « solution » déja exclue
13 =

14
15 =
16 4.8
17 -

18 6.9
19 -
20 4, 5, 10

Valenrs possihles nour a et b




L'éventualité L = 16, a = 4, et b = 8 est exclue par |7

T

L'éventualité L = 18. a = 6. et b = 9 est exclue parce qu’il faudrait associer Lla . et

’ B | . ~ .
par conséquent |2 |a 9| ce qui entrainerait a =4 ou b = 4.

— Reste enfin L =20, a € {4,5,10} et b € {4.5.10}.

Aucune colonne ne peut cacher des multiples de 5 car :

1 |est noire et |6 |ne est pas

5 | est noire et [10|ne l'est pas

7| est noire et |2 |ne 'est pas

9 | est noire et |4 |ne 'est pas

La seule possibilité est donc L = 20, a =4 et b = 10.
Enfin. pour le découpage de fenétre dans le tableau de largeur 20. le coin supérieur gauche est
4.

3. Astuces et particularités

— Le plus grand nombre de cases blanches consécutives visibles dans la fenétre permet de réduire
les possibilités pour @ et b. Ainsi, dans la fenétre 9, [ 10 Jmontre que a = 7 et b= T.

— Les fenétres 2 et 3 présentent a la fois des < colonnes > et des < escaliers ». La fenétre 10
présente 4 colonnes et rien d’autre.
Est-il possible, en respectant les conditions 3 < a < 10,3 < b < 10 et 10 < L < 20, d'obtenir
une fenétre 10 x 10 présentant :
— exactement 3 colonnes noires et rien d’autre ?
— exactement 2 colonnes noires et rien d’autre?
— 1 colonne noire et rien d’autre?

— Une fenétre peut conduire a plusieurs solutions. Construis un exemple. Essaie de répondre a

ces questions avant de trouver des solutions dans la suite du texte.

Voici quelques fenétres que tu peux décrypter pour les confronter a tes résultats.



Fenétre 11 Fenétre 12

4. Le plus grand commun diviseur de a et de b

Si deux cases consécutives sont noires, elles sont nécessairement occupées 'une par un mul-
tiple de a et l'autre par un multiple de b.
Dans ce cas, il existe des naturels non nuls x et y tels que :

ra—yb=1louab—ya=1

Dans la fenetre 1 par exemple : 7Tx 7 -8 x 6 =1
Cette situation se retrouve dans les fenétres 1, 2, 3, 4, 7, et 9 dans lesquelles les paires {a, b}
valent respectivement {6, 7}, {5,8}, {3,4}, {7,8}, {4.5} et {7,8}.

- Au contraire, les fenétres 5, 6. 8, 10, 11 et 12 ne présentent pas deux cases consécutives noires.
Regardons les écarts les plus petits :

IN° de fenétre| {a, b} |d : écart minimum
5 {6, 9} 3
6 (6. 8} 2
8 {4, 8} 4
10 £4, 10} 2
11 {5, 10} 5
12 {410} 2

Dans tous les cas, le nembre d ost lo plus grand commun diviseur de @ et de b. Chaquie fois,
il existe un entier x et un entier y tels que :
ra+yb=d

owx,y€Z* (?)
‘ = Il est évident que tout diviseur commun & a et b est un diviseur de d. Cette propriété
caractérise le fait que d est le plus grand commun diviseur de a et de b.
Si tu nous a suivi jusqu’ici, tu peux continuer  te documenter en recherchant des infor-
‘ mations sur le Théoréme de Bézout.

(%) Z* désigne I'ensemble des entiers non nuls, ¢’est-a-dire {1,-1,2,-2.3,-3,...}.

& @




Comment le résoudre ?
G. Troessaert, 1.S./. Arlon

La résolution de problémes est importante car c’est un processus qui
permet de se rapprocher un peu de la mathématique du chercheur donc
de percevoir la mathématique comme science active.

Ces trois citations illustrent bien 'apport de
la résolution de problemes. C'est l'activité
qui approche le mieux le travail du chercheur
en mathématique, mais beaucoup y trouvent
aussi une dimension ludique. Chaque probléme
est un défi a relever et chaque avancée vers la
solution procure & 'amateur une grande joie.

Ajoutons que la résolution de problemes est
un vecteur important du développement de
Iimagination qui est sans doute la qua-
lité la plus importante du scientifique et du
mathématicien.

Il n'existe pas. et c¢’est heureux, de méthode
générale pour résoudre des problemes sinon il
n'y aurait plus de probleme. Par conséquent,
il arrive fréquemment que l'on soit impuissant
devant un énoncé.

Le but de ce petit article est de vous aider
a résoudre plus facilement des problemes, et a
repousser vos limites, de retarder au maximum
le moment du blocage voire de le supprimer.

Afin de ne pas noyer les idées importantes dans
un texte continu, nous avons adopté une forme
de < plan » qui met en évidence les différentes
étapes de la méthode.

G. PoLva.

Bienvenue dans le monde des
problemes mathématiques.

1. Notion de probleme

1. De quoi se compose un probleme ?

Tout probleme est composé de trois
types d’informations :

e informations concernant les données.
clles peuvent étre explicites ou impli-
cites (regles du jeu. théoremes liés au
probléme, .. .)

e informations qui permettent de trans-
former des expressions en d’autres ex-
pressions, elles sont en général implicites

7
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(reégles de calcul algébrique, régles d'uti-
lisation des théoremes, .. .)

e informations concernant le but a at-
teindre. Il ¥ en a de deux sortes
but spécifié pour les problemes de
démonstration et but non spécifié
pour les problemes de découverte, les
problemes ouverts.

2. Etat d'un probleme :
C’est l'ensemble de toutes les expres-
sions qui existent dans le monde du
probleme a un instant donné. L’état
change uniquement en appliquant une
opération a une ou plusieurs expressions
de I'état précédent.

3. Solution d'un probléme :
Toute solution doit comporter quatre
parties :
e la spécification compléte des données,
e la description compléete des opérations
utilisées,
e |la description compléte du résultat a
obtenir,
e une succession ordonnée et complete
d’états, de l'état initial & 1'état final, liés
par des opérations admissibles.

2. Approche générale du
probleme et de sa solu-
tion

1. Etude de I'énoncé

e Lire I'énoncé plusieurs fois pour étre
certain de l'avoir compris (et ne pas
résoudre le probleme incomplétement)
ou chercher la solution d’'un probléme si-
milaire au probleme posé.

e Repérer les mots importants, ceux qui
ne peuvent absolument pas étre changés,
les nombres sont toujours importants.

e Déterminer les éventuelles données im-
plicites.

<

Cette étude doit permettre d’avoir une
expression tres nette et trés précise du
but a atteindre.

Quelques méthodes de résolution
Inférence ou transformation des
données

Il s'agit d’écrire des inférences a partir
des données explicites et implicites du
probleme. Elles doivent satisfaire un ou
les deux critéres suivants :

e ces inférences sont en rapport avec les
propriétés qui apparaissent dans le but,
les données ou d’autres inférences a par-
tir des données ou du but,

e ces inférences ont été faites fréquems-
ment pour le méme type d’information.
Cette méthode nécessite des connais-
sances suffisantes dans le domaine, des
lacunes peuvent étre un obstacle insur-
montable, meme pour le meilleur. I1 faut
connaitre les propriétés des objets inter-
venants dans le monde du probléeme. Elle
est en général suffisante a 1'école.
Notons qu’il est souvent utile d’avoir une
représentation et une compréhension
plus détaillée du butl que celle proposde
dans 1'énoncé original du probleme. Il
peut étre utile d’imaginer un instant
quon a déja résolu le probleme et s'in-
terroger sur la forme de la solution.
Cette démarche permet d’augmenter la
spécification du but, permet d’adopter
une notation cohérente, d’'introduire des
concepts utiles pour la résolution du
probleme et permet de produire de nou-
velles propriétés du but, ce qui peut




rendre I'obtention de la solution plus fa-
cile.

Essais et erreurs

("est une démarche courante. On ap-
plique au hasard des opérations aux
données du probleme dans l'espoir de
progresser vers la solution. Il faut éviter
de tourner en rond ou de répéter plu-
sieurs fois la méme opération, c’est pour-
quoi il faut classer les séquences d’ac-
tions possibles en classes de séquences
équivalentes. Si une action a l'intérieur
d'une classe permet de résoudre le
probleme, alors il est trés probable que
toutes les séquences de la classe condui-
ront a la solution. D’autre part, si une
séquence d’actions s’avere inadéquate
pour la résolution d’'un probleme, il est
fort probable qu'aucune séquence de la
classe ne conduira a la solution.

Le principe de base est que deux
séquences d’actions sont équivalentes si
et seulement si elles conduisent au meme
état du probléme. En général on ren-
contre les types d’équivalences suivants :
e séquences différentes d’actions commu-
tatives,

e méme action sous plusieurs formes
(dans des problemes complexes),

e deux actions inverses 'une de l'autre
combinées dans une séquence d’actions
commutatives s’annulent.
Décomposition

Décomposition du probleme en sous-
problemes  plus  simples dont la
résolution permettra d’obtenir la solu-
tion du probleme initial.
Contradiction

Permet de prouver qu'une solution ne
peut étre obtenue a partir des données
du probléme. Plusieurs cas peuvent se
présenter :

e preuve indirecte : démonstration par
I’absurde,

e choix multiple (nombre réduit de pos-
sibilités) : on essaie toutes les solutions

possibles et on ne garde que celle(s) qui
sont consistantes avec les données du
probléme (certains problemes de logique
peuvent étre résolus de cette maniere),

e choix multiple (grand nombre fini
de possibilités) : il faut trouver des
procédures, des propriétés qui per-
mettent d’éliminer des classes entieres de
solutions,

e choix multiple (infinité de possibi-
lités) : il faut mettre en contradiction
des classes infinies de solutions sur base
d'une propriété commune (exemple
résolution numérique d'une équation).

Travailler 4 reculons

On prend la solution comme point de
départ plutot que les données. Contrai-
rement aux méthodes d’inférence ou
de contradiction. la solution n'est pas
considérée comme faisant partie des
données. On part de la solution, mais
au lieu d’écrire des inférences a partir de
cette solution, on essaie de trouver un ou
plusieurs faits qui, mis ensemble, impli-
queront la solution.

Criteres d’utilisation :

e le probleme doit avoir une solution
unique bien spécifice,

e les opérations nécessaires a la
résolution doivent étre bijectives c’est-a-
dire posséder un inverse bien déterminé.
En général, le travail a reculons n'est pas
plus efficace que l'inférence simple, mais
combiné avec celle-ci, il peut se révéler
etre d'une aide précieuse.

Etude de problémes liés

e résolution de cas particuliers,

e ¢tudes de problémes proches mais plus

simples ou de difficulté comparable,

e parfois I’étude d’un probleéme li¢ plus
compliqué ou plus général permet de
trouver l'ouverture.

@ ©



3. Quand tout va mal

Quand tout va mal, il reste encore de nom-
breuses pistes & explorer, en voici quelques-
unes :

e tester des exemples,

e modifier la forme de 1'énoncé, le remplacer
par un énoncé équivalent,

e ne pas hésiter a utiliser du matériel
tables, graphes, modeles, diagrammes, calcu-
latrices, ...

e faire un dessin, il faut qu’il soit grand et le
plus général possible,

e exploiter les couleurs,

e faire des hypothéses et les confronter au
probléme.

e consulter la littérature et considérer les
méthodes utilisées dans des problemes simi-
laires,

e cn parler, le fait de devoir expliquer le
probléme peut mettre sur la voie de la solu-
tion,

e demander I'aide de quelqu'un de compétent,

4. La solution est trouvée

e confronter la solution avec I'énoncé pour voir
si elle est compléte et si elle répond bien au
probleme posé,

&7

e rédiger la solution avec soin.
e tester la solution aupreés de connaissances.
Si la solution permet de rejeter toutes les ob-

jections, la garder. Sinon, il faut la réécrire.

C’est & ce moment qu’on trouve une solution
plus belle, plus élégante.

5. Généralisation

Le probleme peut-il étre généralisé facilement.
la solution peut-elle I'étre parallclement ? Si
non, vous avez créé un nouveau probléme.

La seule lecture de cet article n'améliorera pas
de fagon significative votre force. Pour deve-
nir fort dans la résolution de problémes, il faut
résoudre de nombreux problémes et mémoriser
non pas les solutions mais les méthodes, car
seules les méthodes sont transposables d'un
probleme a 'autre.

De nombreux recueils de problémes résolus ou
non resolus sont en vente dans les librairies
scientifiques, beaucoup sont en anglais. Pour
en profiter pleinement, il faut :

o d’abord essayer de résoudre le probleme, y
consacrer jusqu’a plusieurs heures afin de bien
le comprendre et d’en mesurer la difficulté.

e si apres cette recherche vous avez la solution
c’est treés bien, vous pouvez envisager un autre
probleme. Si non, regarder la solution < offi-
cielle » et isolez la raison qui vous a empéché
de trouver la solution. Il vous suffit mainte-
nant de mémoriser 'argument de la solution,
il pourra resservir plus tard.

Les problemes du Rallye Problémes vous
tendent les bras. Essayvez les & la lumidre de
ce que vous venez de lire. Ne vous découragez
pas, on ne gagne pas a tous les coups.

6. Références
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Introduction a PostScript (2)

M.Ballieu. CREM, Nivelles

1. Une étoile a six branches

Dans le numéro 96 de la revue Math-Jeunes, nous avons proposé de

dessiner 1'étoile a six branches que I'on peut voir ci-contre.
Peut-étre avez-vous pu la réaliser. Nous allons cependant indiquer
plusieurs maniéres de procéder afin d’apprendre la syntaxe des

opérations de la calculatrice de PostScript.

Dessinons tout d’abord le triangle équilatéral ABC', inscrit -
dans le cercle de centre O et de rayon 3, comme le montre la fi- /
gure ci-contre. Pour tracer ce triangle, nous devons déterminer J
’, . K . . 1
les coordonnées des trois sommets. On voit facilement que ;
r . A i k (¢] X
les coordonnées du point A sont (0,3). La trigonométrie \
nous fournit les coordonnées des deux autres points, a savoir %
B (3cos210°, 35in210°) et C' (3 cos330°, 3sin 330°). ™

100G '29-£9°S 26U SOUNIL-TIIBA

La facon la plus élémentaire de procéder est d'utiliser une calculatrice pour obtenir ces coor- ‘
données. On a alors le petit programme PostScript sulvant :

28.34645669 28.34645669 scale
0.05 setlinewidth
10 15 translate

newpath

0 3 moveto

-2.598076211 -1.5 lineto
2.598076211 -1.5 lineto
closepath ‘
stroke

showpage
@ <
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On voit apparaitre une nouvelle instruction closepath qui, comme son nom I'indique, ferme le
chemin en retournant au point de départ. Dans ce cas, elle est équivalente &

0 3 lineto.

L’écriture du programme qui précede n'exploite pas toutes les possibilités qu’offre le langage
PostScript qui possede en fait sa propre calculatrice. Ainsi, les instructions

newpath newpath

0 3 moveto 0 3 moveto

-2.598076211 -1.5 lineto pourraient étre 210 cos 3 mul 210 sin 3 mul lineto
2.598076211 -1.5 lineto  remplacées par 330 cos 3 mul 330 sin 3 mul lineto
closepath closepath

stroke stroke

Cette deuxiéme forme peut paraitre troublante. L'ordre dans lequel on écrit les opérations n’est
pas le méme en PostScript que dans la notation mathématique usuelle. En fait PostScript
utilise la « notation polonaise inverse > ou « Reverse Polish Notation (RPN) qui présente
Favantage de n'utiliser aucune parenthése. Elle s’appuie sur le concept de pile. Son fonction-
nement peut étre comparé & ce qui se passe dans une < pile d’assiettes ». Lorsqu’on range une
assiette dans la pile, on la place au-dessus et ainsi, la derniére assiette rangée sera la premieére
réutilisée.

Pour effectuer une opération en PostScript. par exemple 3 + 4, on place d’abord 3. ensuite
4 dans la pile, on additionne les deux éléments de la pile au moyen de l'opérateur add. Lors
de cette opération, le 3 et le 4 sont supprimés de la pile et le résultat du calcul (7) est placé
au-dessus de cette méme pile.

Pour la facilité de I'écriture. nous allons dessiner la pile a I'horizontale, 'élément le plus a
droite représentant celui qui est au-dessus. L'opération décrite précédemment se schématise
alors ainsi :

Etats successifs de la pile 7
SNE
' | B

add [

2. Les opérateurs du langage

Outre 'opérateur arithmétique add. on rencontre les opérateurs suivants :

Etats successifs de la pile T

sub effectue la soustraction des

deux éléments supérieurs de la ‘ 4 3
pile et les remplace par leur 4 | |34
différence.
'sub -
L

<




neg change le signe de I'élément
supérieur de la pile.

mul multiplie les deux éléments
supérieurs de la pile et les rem-
place par leur produit.

div effectue la division des deux
éléments supérieurs de la pile et
les remplace par leur quotient.

sqrt remplace I'élément
supériewr de la pile par sa
racine carrée.

A ces opérateurs arithmétiques viennent s’ajouter des opérateurs trigonométriques dont les

Etats successifs de la pile

3

neg

3
]

ﬁ Etats successifs de la pile

3
4

mul 1

12

RE

FEtats successifs de la pile

3| &
4] [3]4
div| [0.75
Etats successifs de la pile
3|
sqrt 1.732050808

arguments sont exprimés en degrés (décimaux).

cos remplace I'élément supérieur
de la pile par son cosinus.

sin remplace 1'élément supérieur
de la pile par son sinus.

atan sort les deux derniers
éléments de la pile, effectue leur
quotient et place au sommet de
la pile I'angle (en degrés) dont la
tangente vaut ce quotient.

FEtats successifs de la pile

30 |

COS8

3
0.866025403

[ Etats successifs de la pile

30

sin

30
05

Etats successifs de la pile

3
sqrt
3

atan

3
[1.732050808
[1.732050808 | 3

30




On rencontre également des opérateurs de gestion de la pile :
Etats successifs de la pile ]
[
3
exch échange les deux derniers A 1
éléments de la pile.
5 | [3[4]5
exch 4
Etats successifs de la pile ‘
|
G
dup recopie au sommet de la pile 1 374
le dernier élément de cette pile.
5 | [3]4]5
dup ;3=4EI5

| 3. Le dessin de I’étoile

En PostScript, il est possible d’attribuer une valeur & un symbole, comme en mathématiques.

lorsque par exemple, on dit : < posons s = ». Cela se fait avec la méme syntaxe qui sert a

définir les macros (voir Math-Jeunes n° 96). Le facteur d’échelle (pour travailler en centimetres)
peut donc étre défini de la maniere suivante :

/s {72 2.54 div} def
et ainsi,
s dup scale
pourra remplacer
28.34645669 28.34645669 scale

Les définitions qui précedent vous permettront d’expliquer pourquoi la macro ci-dessous dessine
egalement le triangle équilatéral dont il est question dans cet article.

/triangleequilateral

{

newpath

0 3 moveto

3 dup mul 3 2 div dup mul sub sqrt neg 3 2 div neg lineto
3 dup mul 3 2 div dup mul sub sqrt 3 2 div neg lineto
closepath

stroke

@ } def




Pour terminer, voici le programme qui dessine I'étoile de David :

/s {72 2.54 div} def

/triangleequilateral

T

newpath

0 3 moveto

3 dup mul 3 2 div dup mul sub sqgrt neg 3 2 div neg lineto
3 dup mul 3 2 div dup mul sub sqrt 3 2 div neg lineto
closepath

stroke

} def

s dup scale
0.05 setlinewidth
10 15 translate

triangleequilateral
180 rotate
triangleequilateral

showpage

(Queseyﬁﬁ£e¢41810nrenuﬂaﬁe,danslaInaCH)triangleequilateral1xﬂtoutlenouﬂneiipar
un autre nombre 7
Remarquons qu’il est également possible d'écrire la macro triangleequilateral en utilisant
les valeurs trigonométriques, comme il a été dit plus haut.
La rédaction vous souhaite bon courage ! Pour ceux qui voudraient dessiner un cercle, voici la
syntaxe pour un cercle de centre (3,5) et de rayon 4 :

newpath

3 5 4 0 360 arc stroke
Nous vous engageons & mettre d’autres valeurs < raisonnables » a la place de 0 et 360, puis
également & remplacer stroke par £i11... Qu'arrive-t-il 7

Bibliographie
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accessible & tous, CREM, 2000 (& paraitre).
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Math-Jeunes n°9

|Va,b€R§ tlog(a-b) =loga+logh loga”=n-loga log (%) =loga —logh

Discomatheque

Hector Dujacquier

1. Le bruit

Pour qu'un bruit < chatouille » notre oreille. il faut que notre pavillon réussisse a en capter
une puissance suffisante. I1 y a un seuil en dessous duquel nous sommes sourds : c'est le seuil
d’audibilité. Il varie avec les individus et avec I'dge. mais on peut évaluer une puissance
minimum audible (P.M.A.) moyenne.

A Topposé, quand le bruit devient trop intense, on approche un nouveau seuil, le seuil de la
douleur. On I'évalue & mille milliards de P.M.A. (mille milliards de fois la puissance minimum
audible).

Notre oreille accepte donc des puissances qui varient de 1 P.M.A. & mille milliards de P.MLA.
Cette échelle trés étendue de puissances est difficile & manier avec des nombres ordinaires.
Pourquoi ne pas s’envoler vers un autre univers de nombres ?

On va donc parler de « niveau sonore ». Celui-ci se mesure en < bels (1) >, et plus couramment
en décibels (dB) (1 bel = 10 décibels, 1 B = 10 dB ).

A I corres I issat : 10°
A} un bel correspond une puissance sonore ol 10° PMLA.
(émise par la source) de dix P.M.A. (puissance

log ;
minimum audible). logz bel &« P.M.A.

Ce passage dans I'univers des niveaux ne se justifie pas seulement par notre réticence & manier
des chiffres énormes ; en fait, notre oreille est sensible aux niveaux sonores et non aux puissances
sonores.

Remarquons qu’un bruit de niveau 100 dB est 10000 fois plus puissant qu'un bruit de 60 dB
(car 10 = 10* x 10%) et qu'un bruit de niveau de 50 dB est 1000 fois moins puissant qu’un
bruit de 80 dB.

2. Un outil mathématique bien pratique : le logarithme

Grace au logarithme décimal, nous pourrons facilement calculer le niveau sonore recherché.
logz =t < 10' = z ol = appartient & R7

Le logarithme décimal du nombre strictement positif x est I'exposant de la puissance de 10
équivalent (ou égale) & . Ainsi, log 100 = 2 car 100 = 102. De méme log 0,001 = —-3.

Citons les régles de calcul (ou propriétés) fondamentales :

(') de Graham BELL
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— L'intensité du son est

NUISANCES {170 mesurée en décibels (dB)
160

Douleur

Stress

Défauts auditifs

Sommeil troublé

Maux de téte

Calme

3. A la discothéque ...

Une discothéque posséde une sono de 90 dB. Elle projette d'un acheter une seconde identique.
Les voisins protestent tout de suite :

< Ils sont fous ces jeunes, 180 dB!! >

Qu’en penser?

puissance sonore niveau sonore
1 sono : 10° — 90 dB=9B

2 sonos : 2 x 10° — log (2 x 10%) =log2 + 9log10 = 9,3 =93 dB I



Le niveau sonore n’a donc augmenté que de 3 dB. ouf!! Et rassurons les récalcitrants en leur
signalant qu'un niveau sonore de 180 dB correspond a 1 milliard de sonos (puisque 10'% =
10° x 10%)

4. La lutte contre le bruit

Le meilleur moyven de se protéger du bruit est de s’en éloigner . . .
En plein air, en effet, I'énergie sonore se disperse dans I'espace par vagues successives comme
les vagues d'un pavé jeté dans une mare.

A mesure qu'elle s’éloigne du bruit, I'oreille capte une proportion de plus en plus faible de la
puissance sonore.

Distance de la source sonore Puissance captée par 'oreille

xT — SE’Z

VY — y

Pour feter I'an 2000, une ville a décidé d’installer une sono sur la Grand-Place. A 'arrivée des
jeunes, la sono donne a plein régime : 110 dB sur la piste de danse située & 10 m du disc-jockey.
Combien de dB mesure-t-on prés du bureau de police distant de 500 m ?

11

— = 1llog10 —2logs0=7,6 B =76 dB .

1 s
SR D

Et de quelle distance faut-il s’éloigner pour que le niveau sonore tombe & 60 dB ?
Puisque :

106 B 1011 _ 1011

v (v

Il faudra se trouver & : V105 x 10 ~ 3162 m.

D G




Dans le dernier numéro de Math-Jeunes nous avons malencontreusement oublié la bande des-

sinée illustrant la constante e présentée en couverture.

La voici ... avec les excuses de la rédaction.
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Mot caché (par Tonton C.)

Ce jeu consiste a retrouver dans la grille et a
biffer les mots soulignés dans le texte qui vous
est proposé. A cet effet, vous pouvez serpenter
dans cette grille, horizontalement ou vertica-
lement, en tous sens, mais jamais en oblique.
Chaque mot est d'un seul tenant et chaque
lettre ne sert qu'une fois. Les lettres qui reste-
ront vous donneront alors le mot caché. Sachez
que c’est le nom d’un illustre mathématicien.
Quel est ce nom ?

Voici maintenant la phrase qui est proposée a
votre sagacité et la grille qui lui correspond.
Bonne recherche.

< Né a Londres ... fut actuaire puis avocat
avant de devenir Professeur dans une école mi-
Iitaire, puis a Oxford. Ses travaux en théorie
des diviseurs ont contribué a créer les principes
et le vocabulaire de la théorie des invariants. »

V|I|D|T|U|IN|D|R|U|O|C|E|P
I|S|E|A|F|O|S|E|N|L|E|1|U
U|E|N|C|T|L|A|C|E|A|E|S|T
R|N|O|Cc|U|A|B|O|I|N|I|R|H
SIT/IR/IE|R|I|U|V|R|E|V|O|E
UIB|I|VINIAIL|IE|T|RIEID|IN
E|I|R|A|I|I|R|E|E|O|C|O|E
NIAJA|V|ISITIA|O|H|TIA|V A
T|X|U|A|E|E|A|1|R|E|P|R|E
S|IE/E(R|V|R|T|N|A|I|S|I|D
C|R|R|T|L|L|I|S|D|U|C|N|D
N|AIE[D|Y|I|M|R|T|P|I|P|R
T|V|S|P|S|S|E|U|E|T|S|E|O
A/A/DIR|E|S|S|E|L|N|O|X|F
L E|O|F|S|E|E|D|O|S|E|L

Le mur des nombres

Chaque brique contient un nombre qui
représente la somme des nombres contenus
dans les briques sur lesquelles elle repose.

- 6l

12 | 20 11

La muraille des nombres

A partir de la deuxieme rangée en commencant
par le bas, le nombre inscrit dans chaque
brique est égal au triple du nombre incrit dans
la brique inférieure gauche diminué du double
du nombre figurant dans la brique inférieure
droite.
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solutions paraitront le prochain
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