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Les pavages

Claude Villers

Introduction

Il faisait trés chaud ce jour la. La canicule qui
régnait sur la région 'avait particuliérement
assoiffé. Aussi, Mathieu était-il entré dans un
bistrot bien sympathique pour y consommer
un rafraichissement bienvenu.

C’est alors qu’il eut son attention attirée par la
forme inhabituelle des sous-bocks disposés sur
la table. Ils ne possédaient pas du tout la forme
réguliére des carrés et des disques habituels. Ils
n’étaient pas non plus de forme rectangulaire
comme on peut parfois la rencontrer.
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En faisant abstraction de leurs coins arrondis,
on pouvait facilement constater qu’ils avaient
la forme de quadrilatéres tout a fait quel-
conques. Pour s'en persuader, il suffisait de
les superposer pour constater que leurs quatre
angles étaient d’amplitudes différentes et que
les longueurs de leurs quatre cdtés étaient
toutes inégales.

Machinalement, Mathieu essaya de les assem-
bler et trés vite, une particularité apparut :
cette forme particuliére permettait de paver le
plan c’est a dire de le recouvrir sans trou ni
chevauchement.
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Alors une question essentielle lui vint & l'es-
prit :« Tout quadrilatére convexe permet-il de
paver le plan? »

Voici quelques considérations élémentaires qui
vont nous permettre de répondre a cette inter-
rogation.

Observations
Observons le début de pavage illustré ci-avant.

Il est formé de 4 cartons qui ont un sommet en
commun. Et surtout il est assez clair que deux
de ceux-ci ont di étre « tournés » de 180° par
rapport aux deux autres.

Mais attention, s’ils ont été tournes | ils n'ont
pas été retournes puisque le motif des faces
reste visible.

Au sommet commun, sont venus se placer
les quatre angles visibles sur un seul car-
ton. Or la somme des amplitudes des angles
intérieurs d'un quadrilatére quelconque vaut
360°. (Pouvez-vous justifier cette affirma-
tion?). C’est pourquoi, en ce sommet com-
muun, il est possible de placer les quatre car-
tons sans chevauchement ni lacune. En outre,
les cHtés de méme longueur viennent se super-
poser autour de ce sommet commun.
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Constructions

Je vous invite maintenant a effectuer une pe-
tite manipulation.

Découpez un modéle de quadrilatére convexe
dans une feuille de papier (ou utilisez cabri-
géometre, par exemple).

Dessinez, a l'aide de ce modéle , un quadrila-
tére ABCD.
D

A/ >
/

BQ d

/
R ’
&
C

| 51 nous souhaitons que D soit le sommet com-
mun aux quatre quadrilatéres illustrant un
' début de pavage alors nous devons amener
B sur D. Il suffit d’utiliser la translation de
. couple (B, D). Le quadrilatére-modéle ABC'D
se déplace en GDFEF. Les cdtés correspon-
dants gardent leurs directions et leurs lon-
gueurs puisque celles-ci sont conservées par
translation.

G

c

Puisque les angles BAD et ADG sont des
angles alternes internes formés par deux pa-
ralléles et une sécante, c’est le sommet A que
| nous allons amener en D en faisant tourner
le quadrilatére-modéle ABC'D de 180°. Pour
cela nous utilisons la rotation de centre M mi-
lieu de [AD] et d’amplitude 180° (qui n’est
| rien d’autre que la symétrie de centre M). B

a pour image G puisque ABDG est un paral-
lélogramme et C' a pour image H tel que M
soit le milieu de [C'H].

H

Il ne reste plus qu’a placer le quadrilatére-
modéle ABC'D de maniére que C' vienne en D
donc en lui appliquant une rotation de centre
N milieu de [CD] et d’amplitude 180°.

NB : Le quadrilatére-modéle ABC' D est par-
fois appelé « pavé de base »du pavage.

Les quatre quadrilatéres ainsi placés forment
ici un module octogonal permettant de com-
pléter le pavage du plan par utilisation de
translations. Remarquez que ce module a ses
cotés deux a deux paralléles et de méme lon-
gueur. Les couples de sommets opposés déter-
minent les translations qui permettent de pa-
ver facilement le plan.

NB : Le module ABCTEFGH est encore ap-
pelé « ensemble fondamental de pavés ».
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NB :L’emploi d’un logiciel de dessin géomé-
trique permet de faire varier la forme du qua-
drilatére initial ABCD.

11 est ainsi aisé de constater qu’un quadrilatére
concave permet également de paver le plan.

Des exemples de pavages du plan foisonnent
dans la vie courante. Il suffit de penser aux
pavages des rues, des places, des locaux d’ha-
bitation, etc. ... L’étude des pavages est com-
plexe. Les pavages ont recu une classification.

Fédorov, mathématicien russe de I'Université
de Saint-Pétersbourg, a montré en 1891 qu’il
n’existait que 17 types de pavages du plan.

Citons seulement les pas 5 ol tous
les paves sont des (ils sont
inscriptibles dans un cercle, les c6tés ont méme
longueur et les angles intérieurs sont de méme
amplitude) tous isométriques. En fait, grice a
ce qui précéde, nous en connaissons déja un.
C’est celui ot le pavé est un cas particulier du
quadrilatére c’est a dire est un carrc,

o e o el 2l 1itrec 7
Cll a=Lu=11l U auuvilccs .

En utilisant la propriété de la somme des
angles d’'un triangle, on démontre que I'angle
intérieur d’un polygone régulier & n c6tés vaut

—9
P s 180°

1
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En chaque sommet du pavage, il y a autant

de pavés que % 180° est compris dans

n— 2

360°. 11 v en a donc (360°)/ x 180° =
360°xn  2n
(n—2)x180° n—2

Mais ce nombre doit, bien entendu, étre un
nombre naturel.

2n  __ 2n—4+44 _ 2n—4 S 4
Or n-2_  n-2 = n-2 + n—-2 2+ n—2

done n — 2 doit étre un diviseur naturel de 4.

Il faut donen—2=1

donc n=2323
ou n—2=2doncn=14
ou n—2 =4 donc n = 6.

pase est u Lriangle € .Mi‘ té

Voici des exemples de tels pavages.

De toute facon, un hexagone régulier est
constitué de 6 triangles équilatéraux. Un pa-
vage du plan & laide de triangles équilaté-
raux est automatiquement un pavage a l'aide
d’hexagones et vice-versa.

Si ce sujet vous intéresse, n'hésitez pas a al-
ler surfer sur Internet. De nombreux sites, cer-
tains avec animations, traitent de pavages. Un
moteur de recherche vous les donnera en ré-
ponse a la demande « Pavages du plan ».

Vous pouvez voir ci-dessous un pavage du
plan réalisé a ’aide du logiciel « Pavages ». A
vous d’éventuellement investiguer.

Bonnes visites.




Une famille de puzzles

F.Drouin

Sur du carton, trace un carré ABC D, le milieu
I du segment [AB] et le segment [I.D]. Tu ob-
tiens deux piéces : un triangle rectangle AID
et un trapéze rectangle I BC'D.

A I B

Avec ces deux piéces, tu peux réaliser :

— un carre,

— un triangle rectangle,
— un parallélogramme,
— un trapéze isocéle

— un quadrilatére inscriptible dans un cercle.

Ces différents puzzles a deux piéces, de méme
que ceux & trois et cing piéces dont il sera ques-
tion ci-aprés, ont été dessinés & la page 7. Ne
regarde pas trop vite ces solutions. Tente plu-
tot de les réaliser toi méme avec des piéces dé-
coupées dans du carton. C’est assez amusant,
Crois-moi.

Remarque : tu pourrais me dire qu'un carré
est un parallélogramme particulier, un trapeze
isocéle particulier et méme un quadrilatére ins-
criptible dans un cercle. Je précise donc que ce
que j'appelle parallélogramme est un parallé-
logramme non carré, non rectangle et qu’il en
est de méme pour les autres quadrilatéres a
obtenir.

En fidéle lecteur de « Math-Jeunes Junior »,
peut-étre sauras-tu prouver que les polygones
obtenus sont bien ceux demandés et que les
points qui semblent alignés sur ces figures le
sont réellement.

Lorque tu as trouvé une des configurations,
ne démonte pas tout! Par exemple, observe
bien le carré. Réfléchis comment tu vas dé-
placer une des piéces pour obtenir ce qui est
demandé. Lorsque tu as trouvé le bon dépla-
cement (une translation, une rotation, ...), tu
peux ensuite obtenir un des autres polygones
demandés. Voilad donc un exemple ot un petit
de temps de réflexion aide & obtenir un résul-
tat. Il en est bien souvent ainsi en mathéma-
tiques. ..

Ce petit puzzle & deux piéces nous a per-
mis d’obtenir cing polygones. Impressionnant,
n’est-ce pas! Un tracé supplémentaire va nous
founir une troisiéme piéce.

1 .
7 | ¢ nieces

Deux tracés sont possibles :

1. J étant le milieu du segment [AD], H le
point d’intersection des droites (JC) et
(ID), le segment [HC] découpe le tra-
péze I BC'D en deux nouvelles piéeces.

2. H est le pied de la perpendiculaire & la
droite (I D) passant par le point C.

A I B A I B

Ces deux constructions nous permettent-elles

d’obtenir le méme puzzle 7

— Dans le premier cas, est-on siir que les
droites (JC') et (I D) sont perpendiculaires 7
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— Dans le second cas, est-on siir que la droite
(HC') coupe le segment [AD] en son milieu ?
De nombreuses démonstrations sont possibles.
Montre I'état de tes recherches a ton profes-
seur de mathématiques.
Avec ces trois piéces, en plus des polygones
proposés pour le puzzle & deux piéces, il est
possible de réaliser un autre trapéze isocéle et
un rectangle. Comme pour le puzzle précédent,
prends le temps de réfléchir avant de manipu-
ler les piéces.
J'appelle « a » la longueur du coété du carré
ABCD. Jaimerais te faire calculer le péri-
meétre de chacune des trois piéces du puzzle en
fonction de « a ». La longueur [/D| se calcule
aisément en utilisant le théoréme de Pytha-
gore. La longueur | HC'| peut se calculer en fai-
sant appel a la trigonométrie ou aux triangles
semblables. Mais nous allons la calculer autre-
ment.

De nouveau, réfléchissons un peu avant de-
nous lancer dans des calculs. J’observe une des
configurations réalisées avec les trois piéces :

La longueur |HC/| est une hauteur du parallé-
logramme obtenu. La longueur |ID| du coté
correspondant a été calculée précédemment.
De plus, le carré et le parallélogramme ont
méme aire. Tu peux dés lors calculer la hau-
teur |HC'| correspondant au coté [/ D)].
Martin Gardner, dans l'ouvrage « les casse-
téte de Sam Loyd » présente un puzzle qu’il
nomme « La voie royale des Mathématiques ».
Ne t’inquiéte pas, ce n’est qu'une poursuite du
découpage du puzzle a trois piéces :

110J /6,

Ces cinq piéces permettent la réalisation des
polygones obtenus avec le puzzle a trois piéces.
Mais en supplément, tu pourras construire une
« croix suisse ». Si tu hésites, je t’indique que
le petit carré est un des bras de la croix. ..

Continue tes découpages. Chaque sommet du
carré a été relié au milieu du coté qui lui est
opposé. Une rotation de 180° des quatre pe-
tits triangles rectangles ombrés, autour des mi-
lieux des codtés du carré te montre pourquoi
’aire du carré central est le cinquiéme de D'aire
du carré de départ.

Pour terminer, voici un dernier découpage :

///

/

Il nous permet de visualiser que le carré cen-
tral a une aire égale aux quatre vingtiémes de

I'aire du carré de départ (+ = 55).

Il nous permet de plus, parmi bien d’autres
choses, d’exprimer les aires de chacune des
piéces du puzzle & « trois piéces » en fonc-
tion de l'aire du carré initial ou l'aire, par
exemple, du grand triangle rectangle en fonc-
tion de l'aire de la piéce ayant la forme d'un
gquadrilatére inscriptible.

Lors de la présentation du puzzle a trois piéces,
aurais-tu aisément conjecturé que 'aire de ce
grand triangle était égale aux cing onziémes
de l'aire du quadrilatére en question ?
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Le triangle sublime (1)

A. Paternottre

Je vous propose aujourd’hui d’exploiter l'article paru dans le numéro précédent de

ATt Thn, Ta 3
Math-Jeunes Junior et intitulé « Fibonacci, un homme en or ».

. JE &

; 145 o 1
Nombre d’or : ¢ = QW =~ 1,618 Egalités intéressantes : — = —g o =0+1;
0]
¢ =2+1;6' =30+2;¢° =56 +3;6° =86+ 539" = -
1 e
Rectangle d’or : rectangle pour lequel on a — et o)
largeur
[T 1 \\
Construction d’un segment de longueur ¢ & partir d’'un N
carré de coté 1 : 1 1 \
Si M est le milieu de [AB] alors |AF| = ¢ : . . \
A M B F
Un théoréme utile : e A
La bissectrice intérieure d’un angle d’un triangle partage le coté
opposé en deux segments dont les longueurs sont proportionnelles
a celles des cotés adjacents. )
B D C
: . o e |BD| _ |AB]
Si [AD] est la bissectrice intérieure de BAC' alors = —
AL |DC|  |AC|

Une formule importante :

dans tout triangle, le carré de la longueur d’un coté vaut la somme
des carrés des longueurs des deux autres cotés diminuée du double
produit de ces deux longueurs par le cosinus de l'angle qu'ils com-
prennent. (formule du cosinus dans un triangle quelconque).

|AB|* + |AC|? — |BC|?
2|AB| x |AC]|
et aussi: |[CA?=-- & cosB=--et|[AB?=---&cosC=---

|BC|? = |ABJ? + |AC|? — 2|AB| x |AC|cos A & cos A =

Convenons d’appeler triangle sublime (on dit aussi « triangle d’or »), un triangle isocéle
pour lequel le rapport de la longueur d'un des cotés égaux a celle de la base vaut le
nombre d’or

Si donc nous décidons de prendre la longueur de la base de notre triangle sublime comme unité
de longueur alors chacun des c6tés égaux de ce triangle isocéle aura, par définition, une longueur
égale & ¢

110J/8



Construisons un triangle sublime :

1. Tracer un carré ABCD de coté 1. Donc |[AB| =1
M est le milieu de [AB].

2. Construire les segments [AF] et [BE] de longueur ¢
comme rappelé ci-dessus.

3. Tracer I'arc de cercle de centre A et de rayon |AF| puis
'arc de cercle de centre B et de rayon |BE|.
Ces deux arcs se coupent en S.

4. Tracer le triangle ASB. Ce dernier est un triangle su-
blime. En effet, on a :

|AB| =1 et |5A|=\SB|:¢et"1):¢

Calculons 'amplitude des angles du triangle sublime

5
Voici encore un triangle sublime ASB construit comme indiqué ci-dessus.
& On a donc par hypothése : |AB| =1 et |SA| = |SB|
# # o désigne lamplitude en degrés de I'angle ASE
D

5 ; « désigne 'amplitude en degrés des angles a la base SAB et SBA.
2N

X
Al

| 1

[AD] est la bissectrice intérieure de I'angle SAB .

B Démontrons d’abord que o = 20 puis que o = 36° et donc o = 72°.

e 1™ étape : Posons |DS| = z. Dés lors |DB| = ¢ — 2. Appliquons le théoréme de la bissectrice
au triangle SAB.

|AS| _|IDS| ¢ =z
|AB|  |DB|] T 1 ¢-—=x

sdp—a)=z=>d’=z(p+1l)=>z=1car ¢’ =9 +1

On a donc |DS|=1et |DB|=¢—1.

e 2°¢ étape : Les triangles DAB et ASB sont semblables car ils ont en commun l'angle de
sommet B et que cet angle borde dans chacun de ces deux triangles des cotés homologues
dont les longueurs sont proportionnelles.

|20 48| est ie car la pr tion équivalente = . est
= vraie oportion équiva ==
| BA| |BS]|

vraie si on prend encore en compte que ¢° = ¢ + 1.

En effet la proportion

e 3° étape : Le triangle DAB étant semblable au triangle isocéle (hypothése) ASB, est lui-
meéme isocéle. Dés lors |AD| = |AB| = 1. De plus ces deux triangles ont leur angle au sommet
de méme amplitude :

o = £ ou encore a = 20. Comme dans le triangle sublime ASB (comme dans tout triangle

d’ailleurs), la somme des amplitudes des angles intérieurs vaut 180°, on a :

o+20=180° =50 =180° = o0 =36"ct a =1

~ /1101/9



Remarquons encore que le triangle isocéle DAB, semblable au triangle sublime ASB (2°
étape), est lui-méme un triangle sublime puisque

DA 1 .
|DB|:O—1:é (justifie )

On peut donc redéfinir le triangle sublime comme suit :

lr Triangle sublime - “g-l:i--z;,-llgle isocéle dont "'amplitude de lsangle au sommet est 36°

Pour terminer, appliquons la formule du cosinus dans le triangle ASB pour calculer la valeur
de cos 36° :

s |SAP? +|SB|? — |[AB]?  2¢*—1 20+1)—-1 26+1
Cos = = : = —
2|SA||SB] 2¢° 202 22
» ¢ 1 5
= =L = Jr\/Sg[)’g()g
202 2 4

Soit ABCDE est un pentagone régulier, convexe et inscrit dans le
cercle de centre O.

Les triangles AFD et ABC sont isométriques (angle de méme am-
plitude bordant des c6tés de méme longueur par hypothése)

Dés lors |[AD| = |AC| et le triangle ADC est isocéle.

De plus 'angle inscrit DAC intercepte sur le cercle un arc dont la
longueur est un cinquiéme de celle du cercle.

re=tynnks | °
Dés lors DAC = 7 X sl = 36°.

)

Remarquons que les angles inscrits EAD et BAC interceptent aussi un arc de un cinquiéme
de cercle et donc leur amplitude commune est 36°. Cependant les triangles AED et ABC', bien
que isoceles, ne sont pas des triangles sublimes car ce sont leurs angles & la base qui ont une
amplitude de 36° et non leurs angles au sommet.

Finalement le tracé de deux diagonales issues d'un méme sommet dun pentagone régulier
convexe réalise la trisection de I'angle EAB (108°) en trois angles de méme amplitude (36°).

Puisque nous pouvons construire un triangle sublime on peut aussi, , & partir de celui-ci,
reconstruire un pentagone régulier convexe. Peut-étre peux-tu envisager dés maintenant les
étapes successives de cette construction? Quant & moi je me dis que si tu m’as lu et compris
jusqu’ici, c’est déja trés bien! De plus tu es bien préparé pour la suite de cet article qui paraitra
dans le prochain numéro de ta revue.

A bientot!
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Y. Noél-Roch

1. Da

§ iR,
visibilité

Remplace chaque étoile par un chiffre de maniére a ce que
— le nombre de la premiére ligne soit un multiple de 2
— le nombre de la deuxiéme ligne soit un multiple de 3

* * *
— le nombre de la troisiéme ligne soit un multiple de 4
— le nombre de la premiére colonne soit un multiple de 5 S
— le nombre de la deuxiéme colonne soit un multiple de 8

® k%

— le nombre de la troisiéme colonne soit un multiple de 9.

Les neuf chiffres de ta solution sont-ils différents 7 Si ce n’est pas le cas, reléve le défi avec cette
contrainte supplémentaire.

/} | ‘D NG r'*"'hg?\g T AVUOTQ

4. 1LJes carres JH,U}' cIlS

Rappel : Le nombre %Lb est la moyenne arithmétique des deux nombres a et b. Par exemple, 5

est la moyenne arithmétique de 2 et 8, ainsi que de —3 et 13.

Nous appelons « carré moyen » tout carré 3 x 3 dans lequel les trois lignes, les trois colonnes et les
deux diagonales présentent la méme propriété : le nombre central est la moyenne arithmétique
des deur nombres situés aux ertrémités.

11213
Par exemple, le carré C1 =| 2 | 3 | 4 | est un carré moyen puisque
31415
14+ 3 244 1+5 3+3 5
QZL‘ 5 _ +o: + s o + 3
2 2 2 2 2
On donne les carrés
a |la+1lla+2
1 9 i -5 a b
C2 = C3 = 12 Cd=la+1lla+2la+3 C5=
15 75 c
a+2a+ 3la—+4

1. Compleéte les carrés C2 et C3 pour qu’ils soient moyens.
2. Pour quelles valeurs de a le carré C4 est-il moyen 7

3. Que doit valoir x pour que le carré C5 puisse étre complété en un carré moyen ?

— ) Viath-.Jeinnnes 111110T 11
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Remplace chaque lettre par un chiffre de maniére a ce que

s
73] Nes e

la soustraction soit correcte. —

—| o
Silale

La figure est formée de trois carrés et le nombre indiqué dans chacun des carrés est le produit
des quatre nombres placés en les quatre sommets.

()

120 126

N

Placer en les sommets les nombres de 1 a 8, chacun une seule fois, de maniére & respecter les

produits imposés.

Découpe le miroir inséré dans Math-Jeunes Junior n° 109 en deux miroirs de 5 cm sur 10 cm.

Fixe ces deux miroirs l'un & I'autre par un petit cété. De cette facon, tu pourras les utiliser
— dos a dos (dans ce numéro),

— formant un angle droit (dans le prochain numéro). |
Les images données & la page suivante peuvent étre associées par paires. Chaque paire s’obtient 1
en plagant le miroir double face sur la téte du chat ci-dessous et en regardant successivement ‘
les deux faces du miroir. Reconstitue les paires.

l
E i i
M et cocs o

Solutions des jeuz, page 30.
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La boite a surprises
Claude Villers

Ce n’est plus le temps de la guerre du feu.

Pour allumer la flamme, nous disposons, en
effet actuellement, d’'un objet devenu tout &
fait banal : ’allu

QUOR MATC‘),

— B

POCKET

Et machinalement, lorsque la boite qui la
contient est devenue vide, nous la jetons sans
remords, sans regret et sans beaucoup d’atten-
tion & son égard..

®

e e

POCKET

Et pourtant!!! Si nous 'observons attentive-
ment, si nous 'examinons sous toutes ses faces,
si nous la manipulons avec curiosité alors elle
nous donne des occasions d’activités mathé-
matiques.

En voici, parmi d’autres.

La boite est composée d’un tiroir et d’un cou-
vercle.

Si nous idéalisons cet objet, nous obtenons la
représentation illustrée ci-dessous.

= .
110J/14\

N

a, b, ¢ représentent les longueurs des arétes de
cette boite exprimées dans une certaine unité

u.

Nous pouvons supposer que a < b < c.

YH ay Satalalan o

oLume.

Le volume intérieur, en u°, est donné par la
formule que vous connaissez certainement :

V' = abe, ce qui n’a rien d’étonnant.

Pour la boite illustrée plus avant, des mesures
en centimétres donnent approximativement

az 1.8, b e 3,56t g 53
D’ou, dans ce cas, V ~ (1,5 x 3,5 x 5, 3)em?
soit environ 27, 825¢m?®.

Pour d’autres dimensions de la boite, nous ob-
tiendrions, éventuellement, d’autres valeurs du
volume.

Retournons en quelque sorte la situation !

Si on donne V', peut-on retrouver les dimen-
sions a, b et ¢ de la boite?

La réponse « oui » est assez immédiate.

Il suffit de trouver trois facteurs positifs dont
le produit vaut V.

Vous comprendrez bien que vous étes libres
d’en choisir deux sur les trois et qu’il ne reste




plus alors qu’a calculer le troisiéme (par la ré-
solution d’une simple équation).

Par exemple, pour V = 27, 825 et si nous choi-
| sissons 12,45 et 7.5 comme valeurs de deux
| des dimensions alors il faut

12,45 X 7,5 x d = 27,825

ou 93, 375d = 27, 825 donc
d=27,825:93,375 =0,29799196 - - -
- dott ici a = 0,29799196 - - -,
b=17,5%t

g=132,45

(curieuse boite d’allumettes).

Pour simplifier nous travaillerons uniquement

| avec des nombres naturels non nuls.

V=24

La décomposition de 24 en f
domne: 24 = 2 2x Z x 3§

Exemple :

24 peut donc s’écrire sous la forme du produit
1 x2x2x2x3 et méme

Ix1Ix1x1x1x2x2x2x3ouencore...

Les triples (a,b,c) de nombres naturels tels
que a < b < ¢ et abe = 24 sont obtenus en
utilisant

1 autant de fois que l'on veut,
| 2 au maximum trois fois et

3 au maximum une fois.

| Cela donne :

(1,3,2%x2x2), (1,2x2,2x3)
(2,2,2x3)et (2 3,2x%2)

| soit (1, 1, 24), (1, 2, 12)
| (1,3,8), (1, 4, 6),
(2,2, 6) et (2, 3, 4).

. Le premier de ces triples nous montre qu’il est
toujours possible de trouver au moins un triple
' de nombres naturels quel que soit le nombre
naturel V proposé.

(1,1,2x2x2x3),(1,2,2x2x3)

Ensemble les deux éléments constitutifs de la
boite d’allumettes comportent deux faces de
dimensions a et b, trois faces de dimensions b
et ¢, quatre faces de dimensions a et c.

Le développement est donc composé de 9 rec-
tangles :

2 de dimensions a et b,
3 de dimensions b et ¢,

4 de dimensions a et ¢.

L’aire totale (en u?) (| it de l'en-
semble des deux éléments composant la boite
d’allumettes est donc :

S = 2ab + 3be + dac

Avec les valeurs approximatives citées plus
avant, on a donc :

110J/15
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S ~92x(1,5%3,5)em?+3x% (3,5%5,3)em? +
4 % (1,5 x 5,3)em?, soit ~ 97,95cm?

Si vous vous donnez d’autres valeurs des di-
mensions a, b, ¢ de la boite alors le report de
ces valeurs dans la formule 2ab + 3bc + 4ac,
suivi des calculs indiqués vous donnera S.

Ainsi, pour les différentes dimensions entiéres
trouvées précédemment pour une boite d'un
volume de 24u?, on trouve différentes valeurs
de 'aire du développement considéré.

Le tableau suivant nous les donne.

alb| ¢ |V = abe|S = 2ab + 3bc + 4ac
11124 24 24+ 72496 =170
1|2(12 24 44+724+48 =124
1{3|8 24 6+72+32=110
114( 6 24 8+72+4+24 =104
212| 6 24 8+ 36+ 48 = 92
23| 4 24 12+36+32=280

La formule (on dit aussi « forme »)

2ab + 3bc + 4dac

comporte 3 variables a, b et ¢
(on dit qu’elle est « ternaire »).

Tous ses termes sont du 2° degré par rap-
port A ces variables (on dit qu’elle est« qua-
dratique »).

2ab + 3bc + dac

est qualifiée de « forme quadratique ternaire ».

Sachez que de telles formes ont fait et font
encore 'objet d’études et de recherches appro-
fondies.

Il apparait clairement que, pour un méme vo-
lume, 'aire varie.

Ici, nous n’avons utilisé que des valeurs natu-
relles pour a, b et c.

Dans ce cas nous constatons que 1’aire peut
passer du « simple au plus que double ».

110J/16

Pour le fabricant de telles boites (en quanti-
tés énormes), une étude mathématique du pro-
bléme des dimensions (pour un volume donné)
peut lui permettre de réaliser de substantielles
économies.

Voici donc un beau sujet de recherche pour
vous, & traiter individuellement ou en groupe.
Sl vous inspire un peu, communiquez-nous
vos résultats que nous publierons bien volon-
tiers.

Enfin, comme pour le volume, une question
apparait encore au sujet de S.

Si on donne S, peut-on retrouver des di-
mensions a, b, ¢ de la boite ?

Ici aussi, il est possible de choisir les valeurs de
deux des dimensions. puis de calculer la valeur
de la troisieme.

Ce sera par le biais d'une équation un peu
moins simple que précédemment.

Exemple :
Pour S = 97,95, vous choisissez
a=2,4etb=3,5.

Calculez c.

Bon travail.

Dessin d’une participante au concours Math-
Quiz, de I'année 2003-2004.




Des lettres, pourquoi (2)

Y. Noél-Roch

. Le pouvoir de Calculimmagix

Florian a passé un aprés-midi avec son ami
Calculmagix qui aime lui jouer des tours. En
voici un : tu trouves dans la colonne de gauche
les consignes données par Calculmagix et dans
la colonne de droite ce qu’écrit Florian en ca-
chant soigneusement sa feuille.

Ecris un nombre de trois chiffres 671
Ecris le nombre obtenu en permutant| 176
le chiffre des centaines et celui des
unités

Calcule leur différence 495
Ecris le nombre obtenu en permutant| 594
le chiffre des centaines et celul des
unités dans ton dernier résultat
Additionne les deux  derniers|1089
nombres

Sans voir la feuille de Florian et aprés avoir fait
semblant de réfléchir longuement, Calculmagix
annonce triomphalement le résultat :

1 089.

Et il ajoute : « je peux en plus te dire que la
différence que tu as calculée en cours de route
est un multiple de 9. »

Florian voudrait découvrir comment s’y prend
son ami, mais celui-ci refuse de recommencer,
prétextant qu’il s’est trop fatigué en calculant
et qu’il doit rentrer chez lui!

Avant de continuer ta lecture, essate d’aider
Florian a y voir plus clair.

tatonnements de Frlo-

:
I'iall

Pour essayer de percer le « pouvoir magique »
de son ami, Florian recommence la procédure :

Le nombre 982 | 157|281|112|505|777
Permutation| 289| 751|182|211|505|777
Différence 693| 594| 99| 99, 0 O
Permutation| 396| 495 99| 99| 0| O
Somme 1089(1089(|198 198 0| O

A la prochaine occasion, Florian se fera un
plaisir de piéger son ami en choisissant 112,
505 ou d’autres nombres « du méme genre ».
Mais sa revanche ne sera pas totale : la re-
marque « la différence est multiple de 9 » n’est
mise en défaut dans aucun de ses essais. Pour
&tre vraiment vainqueur, il doit comprendre
pourquoi les différences obtenues (693,
594, 99 et 0) sont toutes multiples de 9.

démonstration de Flo-

Si les différences sont toujours multiples de
9, je ne peux pas espérer m’en tirer avec des
exemples, je dois calculer avec un nombre de
trois chiffres sans connaitre ces chiffres. ..

J'écris donc un nombre « cdu » avec ¢ comme
chiffre des centaines, d comme chiffre des di-
zaines et u comme chiffre des unités. Aprés
permutation de ¢ et u, j'obtiens « udc ». La
différence entre le plus petit et le plus grand
vaut

soit (100 x ¢) + (10 x d) + u —
[(100 x u) + (10 x d) + ¢] = (99 x ¢) — (99 X u)
soit (100 x u) + (10 x d) + ¢ —
(100 x ¢) + (10 x d) + u] = (99xu)—(99xc).
Done 99 x (¢ —u) ou 99 x (u — ¢) et, de toute

facon, un multiple de 9, méme si ¢ = u puisque

0=0x09.

_;f-‘u:i iy ‘wfalu _ [file/IT




Dés qu'il retrouve son ami, Florian lui prouve
aqu’il n’y a rien de magique dans son histoire !
Heureux d’avoir intrigué son ami, Calculmagix
en convient et explique qu’il n'a pas été suf-
fisamment précis dans ses consignes ... tout
simplement parce que cela ne s'avére généra-
lement pas nécessaire : les non-initiés invités
a choisir un nombre de trois chiffres font gé-
néralement un choix pour lequel « la magie »
fonctionne bien! Mais il ne peut pas étre re-
| commencé parce qu’il apparaitrait alors que le
| résultat final est, (avec quelques précautions),
toujours 1089.

Ils analysent ensemble la situation générale.

Calculmagix : Tu choisis un nombre « cdu » et
| supposons ¢ > u.

Florian : Tu me demandes de calculer cdu —
ude et je vois tout de suite que le chiffre des
dizaines dans la différence sera toujours 9.

| Cal. : Bravo! mais voyons tous les chiffres :

y = 9. En effet, u < ¢ entraine
la transformation d’une dizaine
en 10 unités et le calcul devient

cld—1|10+u
—|u| d C
| lz] ¥y | =2

De méme un transfert est nécessaire d’une cen-
taine en 10 dizaines et la soustraction se fait
nécessairement sous la forme :

c—1110+d—-110+4+u
&
lz [ 9 | =z

Flo. : Je te suis : je peux écrire z = 10 + u —
c, y=9et z = ¢c—1— u Je permute et
j'additionne :

= 2
110J/18"

c—1—ul9
100+uw—1¢|9

| ||

— Colonne des unités :
(I0+u—c)+{c—u—1)=09.

— Colonne des dizaines :
9+9 = 18, donc 8 dizaines et 1 centaine que
je reporte.

— Colonne des centaines :
I+ {c—u—1)+ (10 +u —¢) = 10, donc 0
centaine et 1 mille.

100+u—c
c—1—wu

+

Cal. : Et voila, tu sais comme moi que le résul-
tat final sera toujours 1089 ... & condition de
prendre deux précautions :

— choisir « cdw » avec ¢ > u
— considérer la différence intermédiaire
comme un nombre de trois chiffres.

Les mises au point de Calculmagix ont été un

peu brutales!

— Vois-tu pourquoi il insiste sur la différence
comme nombre de trois chiffres ?

— Pourrait-il imposer ¢ # u plutét que ¢ > u?

-« pueid snd np a1quiou 413ed |
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Albert Einstein (1879-1955)

Cette année, on célébre un double anniversaire
concernant Einstein : le centenaire de la théo-
rie de la relativité et le cinquantenaire de sa
mort

Albert Einstein est né allemand, d’une famille
juive.

La sévérité et le rigorisme des écoles prus-
siennes le révoltaient et il suivit ses parents en
Suisse, renongant & sa nationalité allemande,
pour acquérir quelques années plus tard la
nationalité suisse. Il obtint un dipléme de
professeur de physique et de mathématique,
mais sans trouver de situation. Il devint alors
employé a 1’Office des Brevets a Berne et y
resta de 1902 a 1909, montrant beaucoup de
conscience professionnelle. Cela ne 'empécha
pas de publier de trés nombreux articles en
physique théorique.

Il y a exactement 100 ans, a 26 ans, il publia
un article qui révolutionna la physique.

Il y exposait la théorie de la relativité res-
treinte. Il n’est pas le seul & avoir contribué
a l’élaboration de cette théorie mais Einstein
a osé pousser les conclusions jusqu’au boule-
versement des idées adoptées par tous, depuis
toujours.

Jugeons-en : ni le temps, ni I’espace ne sont
absolus. Deux personnes ne peuvent plus af-
firmer que deux événements sont simultanés,
si elles sont en mouvement l'une par rapport
a l'autre et il leur est impossible de donner la
distance entre deux points, car elle n’a pas la
méme valeur pour tous Il est impossible de se
déplacer plus vite que la lumiére et plus la vi-
tesse d'un mobile se rapproche de celle de la
lumiére, plus sa masse augmente jusqu’a deve-
nir infinie & la vitesse de la lumiére.

Il établit aussi ’équivalence de la masse et de
’énergie par la relation F = mc? (c est la vi-
tesse dela lumiére, soit 300 000 km/s ).

C’est sans aucun doute la formule la plus cé-
lébre dans le monde , sinon la mieux comprise !
Tout cela est trés dérangeant et heurte pro-
fondément notre bon sens. Une question vient
tout de suite a l'esprit : si ¢’est vrai, pourquoi
ne s’en est-on pas apercu plus tot ?

La réponse est simple : il faut atteindre des
vitesses trés élevées, proches de celle de la lu-
miére pour que ces phénomeénes soient mesu-
rables.

A T'heure actuelle, grace aux rayons cosmiques
notamment, de nombreuses vérifications ont

E{I{V}{j}ij(’ri’iiif‘rw' 7.?!1;:10;‘ n°110J, 19-20, EUUSI[
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été réussies et plus aucun doute ne peut sub-
sister sur la validité de la théorie de la re-
lativité restreinte. (restreinte parce qu’elle ne
s’applique qu’aux mouvements rectilignes uni-
formes).

La méme année 1905, Einstein publia quatre
autres articles, eux aussi trés importants. L'un
d’ente eux, consacré a l'effet photoélectrique,
établit I'aspect corpusculaire de la lumiére,
alors qu’elle était considérée comme une onde
a I’'époque.

Il recevra le prix Nobel, en 1921, pour ce tra-
vail.

Entre-temps sa renommée scientifique était
bien établie et il devint professeur & 'univer-
sité de Prague, puis de Zurich pour enseigner
finalement & 'université de Berlin, en 1914.

Il ne prit aucune part a la guerre, travailla avec
acharnement et mit au point , aprés une longue
période d’essais et de corrections, sa théorie de
la relativité générale, publiée en 1916.

Il faudra attendre une expédition britannique
lors d’une éclipse totale de soleil pour voir
confirmer ses prédictions d'une maniére indis-
cutable.

Einstein était maintenant connu mondiale-
ment, invité partout, notamment aux U S A

En 1932, il quitta 'université de Berlin pour
I'université de Princeton; il s’installa dans
cette ville, non sans voyager partout en Eu-
rope, excepté en Allemagne ou l'arrivée au
pouvoir des Nazis avait fait éclater I’antisémi-
tisme toujours latent.

Hitler fit interdire d’enseigner les théories
d’Einstein ! !

Dans les années 30, la physique nucléaire avait
fait un grand bon en avant. La radioactivité
artificielle avait été découverte, de méme que
la fission de I'uranium par bombardement de
neutrons.

On était encore loin de la bombe atomique,
mais les physiciens, tant allemands que les

L
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autres européens et les américains entre-
voyaient la possibilité d’une réaction en chaine
qui pourrait étre catastrophique.

En 1939, des physiciens réfugiés aux U SA, qui
avaient fuit le nazisme, Szilard et Teller, trés
inquiets de la situation mondiale, essayérent
sans succés de prévenir 'administration amé-
ricaine du danger. Ils décidérent finalement
de profiter de la renommée d’Einstein et lui
demandérent d’écrire une lettre au président
Roosevelt pour que les USA prennent de vi-
tesse les Allemands et empéchent Hitler de
disposer de cette bombe qui leur donnerait la
victoire aprés un massacre sans précédent.

On connait la suite le projet Manhat-
tan, en 1941,sous commandement de 'armée,
conduira & la mise au point de la bombe . Son
sort échappera totalement aux scientifiques
qui avaient construite. Il peut paraitre éton-
nant que le pacifiste Einstein ait pu pousser
a la fabrication de cette bombe, mais les hor-
reurs nazies lui avaient fait prendre conscience
que le pacifisme est parfois insuffisant pour
combattre le mal.

Einstein ne prit pas part au projet Manhat-
tan et continua ses travaux, dans la voie de
I'unification de la physique. Il s’écarta de plus
en plus , dans les années suivantes, des autres
physiciens qui élaboraient la mécanique quan-
tique, née d’ailleurs en partie des travaux
d’Einstein, mais qui ne lui plaisait pas.

Sa santé se dégrada et il mourut, il y a cin-
quante ans.




Jouons aux legos

A. Paternottre

Personne n’ignore 'existence de ces briquettes emboitables du célébre jeu de « Lego ».
Il m’est venu l'idée (pas trés géniale, j’en conviens) de les utiliser pour construire des escaliers.

En voici quatre que j’ai photographiés et qui serviront de point de départ a cet article.

FX

=

Vous remarquez que je n’ai utilisé que des briquettes carrées (1,5em x 1,5cm X lem), empilées
les unes sur les autres et ne se chevauchant pas. De plus, pour chacun de ces escaliers, chaque pile
verticale comporte exactement une brique de plus que la pile voisine. Enfin, et c¢’est important
pour la suite, lorsqu’un escalier comporte plusieurs parties, celles-ci convergent toutes vers la
pile la plus haute.

Sur la photo, vous distinguez :

1. Un escalier a une seule partie de 3 marches (escalier simple). Nous le notons : F) 3

2. Un escalier a 2 parties convergentes de 4 marches chacune. (escalier double). Nous le
notons : Fayy

3. Un escalier 4 3 parties convergentes de 3 marches chacune. (escalier triple). Nous le
notons : Fsys

4. Un escalier a 4 parties convergentes de 3 marches chacune (escalier quadruple).Nous le
notons : Eliys

Sur une base de jeu de lego, il n’est pas possible de construire un escalier & plus de quatre parties
convergentes. Cependant nous pouvons fort bien imaginer un escalier de p parties convergentes
comportant chacune m marches. (p et m € Ny). Nous le notons bien siir : Ej ..

{ Math-Jeunes Junior n°110J, 21-23, ;?U(JJI 110J/21




Il va bien siir s’agir de calculer le nombre 5 briquettes nécessaires pour la construction d'un
escalier quelconque E,y,, . Le nombre b sera donc nécessairement un nombre naturel non nul.

Rappelons-nous tout d’abord une formule qui revient souvent dans Math-Jeunes Junior et qui
donne la somme des n premiers nombres naturels :

n(n + 1)

1+2+3 s m= 5

e Commencons par un exemple concret : calculer b pour un escalier Fy, 7

Si on 6te la pile la plus haute c’est-a-dire celle comportant 7 briquettes, il restera les 4

parties égales de 6 marches chacune.

. 6x7
Chacune de ces parties comporte 1 +2+3+4+5+6 =

Deslors b=7+4 x 21 = 91.

Fais le méme calcul pour chacun des escaliers de la photo ci-dessus

= 21 briquettes.

e Poursuivons par un exemple plus général : calculer b pour un escalier Fy,,

Si on Ote la pile la plus haute c’est-a-dire celle comportant m briquettes, il restera les 4
parties égales de m — 1 marches chacune.

—1)r
Chacune de ces parties comporte 1 +2+3+4+54+---4+(m—1) = (m—1Lym briquettes.
Dés lors
| ) — 1 m,
b=m+4x Q)m—m+2><(m2—m)—9m —m
Voici le graphique de b en fonction de m
100P
+
ol
&0 +
m[1[2]3]4]5[6]7 40 ¥
+
b 6(15(28(45|66(91 a0 i
I:I L m
n 1 2 3 4 5 6 7

Pour un Ejyxm, on obtient : b = 0.5(m* +m)

‘ Pour un Fs,,,, on obtient : b = m?

Pour un Esyy,, on obtient : b = 0.5(3m? — m)

Constatons que b est, dans chaque cas, une fonction du second degré de m.

Le graphique de cette fonction du second degré est ici constitué de points isolés parce que
m et b sont des nombres naturels. La répartition des points sur le graphique doit sans
doute suggérer aux ainés d’entre vous une courbe bien connue. Laquelle ?
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Terminons en généralisant : calculer b pour un escalier b D
En procédant comme dans les exemples ci-dessus, on a :
(m—1)m 1

1
b=m+p—r— = 5(2m +pm? — pm) = 5[]9?7’12 — m(p — 2)|

Ainsi, si nous imaginons un escalier & 20 parties convergentes de 50 marches chacune (Faoxs0)
son nombre de marches sera : b = 0.5[20 x 50? — 50 x (20 — 2)] = 24550.

i

Trois remarques encore :

e Si on choisit m = p =1 alors I'égalité précédente s’écrit b = 0.5[1.1> — 1(1 — 2)] = 1. On
pouvait s’y attendre : s’il n’y a qu'une seule marche et une seule partie alors il ne peut y
avoir qu'une seule briquette constituant a elle seule 1’escalier F .

e Sion choisit m = 1 et p > 1 alors I'égalité précédente conduit encore & b = 1 quel que
soit p.

Autrement dit 8’il n’y a qu'une seule marche, I’escalier se compose d une seule briquette. . .
que l'on peut gravir par n’'importe quel point de son périmétre. Waoh !

e Enfin si p et m sont deux nombres naturels et non nuls, peut-on étre siir que le nombre
b donné par 'égalité précédente sera bien aussi un nombre naturel non nul ?

Pour s’en persuader, il faut se poser trois questions a propos du nombre & tel que
k=pm?—(p—2)m (doncbz%).

1. k est-il bien un nombre entier 7 C’est évident car p et m € Ny par hypothése.

2. k est-il strictement positif 7 Le raisonnement suivant le justifie :

k>0< pm’—(p—2)m > 0 < m(pm—p+2) >0 < pm—p+2 > 0 < p(m—1)+2 > 0.

Cette derniére inégalité est vraie car, encore une fois, p et m € Nj .
3. Quelle que soit la parité de p et m, k est-il toujours pair ?

Le tableau suivant dans lequel P et I signifient évidemment « pair » et « impair »,
le justifie :

p|m|m?|p.m?®|p—2\m.(p — 2)|pm? —m(p — 2)
PIPIP| P P P P
PIT|T]| P P P P
I\P|P| P i P P
I[I|1 I I I P

Il te reste & vérifier avec un vrai jeu de « legos » tout ce que nous avons découvert ci-dessus.

Bon amusement avec tes anciennes et chéres briquettes!
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Les fréres Hick 13

B. Honclaire

Agence de détectives
privés
Les freres Hick

Recherches en tous
genres

Ami lecteur,

T2 te confiera sa satisfaction d’avoir terminé la recherche des développements d’un cube parms
les assemblages de siz carrés proposés. T en profitera pour justifier le fait qu’l n’y en a pas
d’autres !

T2 te confiera également sa grande fatigue pour avoir beaucoup voyagé sur un cube. T aura une
pensée pour Pythagore et t'engagera & préciser les résultats de son frére. Bon courage et bon
amusement.

Bernard Honclaire

T2 (I'air détendu) — « En ce qui concerne les coloriages — j'adore nos nouvelles chaus-
sures! — des faces paralléles des développements que tu as appelé 1—4—1 , c’était
treés facile! Regarde!

|- & B Ed
H B HE B B i | | | | i

—— [— e p— L P—

Parmi les autres assemblages, certains présentent deux fois la méme face et il en
manque donc une!

_ - ‘
& B HE [ )

Les cing autres sont des développements. Mais jai 'impression que Fon peut encore
en trouver...»

T (directif mais admiratif) — « Je vois que la mise au vert t'a fait du bien! Tu maitrises
bien la recherche des faces paralleles et je pense que tu es prét & me suivre dans la
recherche de tous les développements du cube formés de six carrés!»

T2 (fier et inquiet) — « N'oublie pas que nous sommes déja slrs des six développements
11»

T (approuvant la remarque) — « C’est bien pour cela que je vais me limiter aux dévelop-
pements ne présentant pas quatre faces alignées! Accroche-toil
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Il n’y a qu’une fagon de placer trois faces ayant un sommet
commun !

J'ajoute une quatriéme face qui est forcément paralléle & une —
des trois premiéres. Je vais commencer par la face grise. Il ﬂ

n’y a que deux fagons de placer la face grise qui lui est
parallgle ! »

T2 (stir de lui) — « Je devine la suite!

_ -

ldem pour la face [ ] ldem pour la face ‘ I_I
blanche ‘ i ‘ verte!»

T (avec autorité) — « De ces six configurations, je ne laisse qu’un exemplaire des figures
identiques a la couleur et & la position pres! Il m’en reste trois! »

B3 i =

T2 (reprenant le service, les deux fréres jouent parfois au ping- =
pong) — « Et hop! Voila une cinquigme face! ... Je re-
prends ta premiére figurel... Il y a trois fagons de placer la
deuxieme face verte! L

. ldem pour la face blanche! ... (en lui-méme) Celles-1a, je —
les ai déja! ... (reprenant) On recommence avec les deux
autres figures... en ne plagant jamais quatre carrés ali- : ]
gnés » L

7 (semblant impatient) — « Je vois que tu pourrais trée bien terminer le travail! Mais

le temps presse! Bien slr, jélimine les figures qui font double emploi! Voila les six
survivants !

| ‘ H B = |

C'est pratiquement terminé! Pour chaque assemblage de cinq carrés, il reste a placer
la dernigre face!... Ce qui peut se faire de quatre fagons!... Elimination!... Et voil2
le travail! Il n’y a que cinq développements qui ne sont pas des 1—4—1!

=

| B
I 7H |

72 (intérieurement) — « Six figures!... Quatre fagons!... Vingt-quatre possibilités!... Il
n'en resterait que cing??!... Tu parles d’une élimination!... C'est plutdt une extermi-
nation! ... Des que j'ai cinq minutes, je vérifie tout cela! ...»
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reprenant ses esprits) « C'est aussi pénible que les voyages que j'ai effectués sur le
P 9 que J
cubel ...

J'ai considéré que le point x était sur la face avant (abcd) & & cm de ab et a 2
em de ad et que le point y se trouvait sur la face arrizre (efgh) &2 3 cm de ef et
a4 cmde fg ...

Pour relier les points x et 1y, h g
Jjai pensé qu’il y avait quatre
chemins directs : par la droite,
par le haut, par la gauche et
par le bas. € ' 5
(montrant une immense feuille)
Je t’ai dessiné tout cela ...
J'ai fait comme pour un déve- f
loppement, j'ai mis les faces 2 . ; l
plat!
(souriant mais légérement inquiet) ;
. Evidemment, il a fallu que je g h d C
représente plusieurs fois la face ,
arriere!
... J'ai mesuré avec ma latte!
. Et ensuite en utilisant mon h g
compas, Jj'ai tracé un cercle qui
doit te convaincre que le plus
court chemin est par la gauche!

> € i

e
>

7 (agréablement surpris) — « Je suis content de voir que tu as pensé & rabattre les
faces pour rechercher le trajet le plus court! Tu sais que tu aurais pu calculer les
longueurs des quatre trajets plutdt que de les mesurer avec une latte!l... Fythagore
et le triangle rectangle... Cela ne te rappelle rien?...»

77 (rougissant et tout bas) — « Il va encore me prendre pour un &ne!l... (un peu plus fort)
— Euh! ... Sincérement!.., Je ne vois plus trés bienl...»

T (pas trés surpris) — « Je vais te proposer une petite recherche pour te rafrafchir
la mémoire! Tu vas dessiner quatre triangles rectangles dont les cdtés de I'angle
droit mesurent 2 et 5 cm, dans des carrés de 7 cm de cbté, de fagon a ne faire
apparaitre qu'un ou plusieurs petits carrés a Ilintérieur (en plus des quatre triangles,
bien s0rl)! Evidemment, tu me trouves des solutions différentes! Tu pourras alors
trouver des renseignements qui te permettront de calculer le troisieme cdté du triangle
rectangle! »

72 (en lui-méme) — « Faudra quand méme que jutilise ma latte pour dessiner!! »

Ami lecteur, peuz-tu aider T2 & résoudre ce probléme ¢ Tu pourras faire varier les mesures et
tenter de généraliser le probléme ! Tu pourras également calculer les longueurs des quatre trajets
reliant x et y sur le cube!

a suivre
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Tu viens certainement de participer a 1’élimi-
natoire de 1’Olympiade Mathématique Belge.
Tu seras peut-étre admis en demi-finale, et
dans ce cas, je te félicite, mais si tu n’as pas
cette chance, ne t’en fais pas, prends courage
et réinscris-toi I’année prochaine.

Dans tous les cas, voici quelques énoncés qui
devraient t’intéresser; ces énoncés sont choi-
sis parmi ceux des épreuves midi et maxi de
cette derniére éliminatoire. Essaye d’abord de
les résoudre sans regarder la solution.

Si tu désires t’exercer davantage, tu peux
te procurer les tomes 4 et 5 des brochures
« Olympiades ». Voici tous les renseignements
nécessaires pour les commander :
Olympiades Mathématiques Belges

Tome 4 (1994-1998) : 5 euros

Tome 5 (1999-2002) : 6 euros

Tome 4 + tome 5 : 10 euros

Ajouter 1,80 euros de port pour un tome et
3,50 euros de port pour deux tomes. Les com-
mandes sont & adresser a

SBPMef, rue de la Halle, 15, 7000 Mons
Compte : 000-0728014-29

Fax et téléphone : 065 37 37 29. — GSM
0473/973808

Mini 5 - Midi 1

Combien de triangles de
toutes tailles et de toutes
orientations y a-t-il dans la
figure ci-contre ?

© 18

@12 ® s D 20

- - Viat! eI«

Solution

Décidons que le coté du plus petit triangle
vaut 1.

Il vy a 6 petits triangles de cété 1 avec la
pointe en haut et 6 avec la pointe en bas.

Il v a 3 triangles de coté 2 avec la pointe en
haut et 3 avec la pointe en bas.

Et il y a 2 triangles de c6té 3, un avec la
pointe en haut et 'autre avec la pointe en
bas.

Donc en tout 12 + 6 + 2 = 20 triangles.

Mini 7 - Midi 2

(1) — (-1 =
@ 2 ® -1

Solution

(- lP—[—LP = -1 (=1
Le produit de trois nombres négatifs est né-
gatif, tandis que le produit de deux nombres
négatifs est positif.

On obtient ainsi : —1 — 1 = —2.

©o ©1 ®2

Mini 15
Que vaut

(1+)E-DA+H-Ha+H -

@: ®1 ©: O3 ®
Solution

1 4 1 3
1+5=5175%%

rrrap e ) _ /1103/27



Le produit cherché vaut donc —-—-—-=---— i

5
les fractions se simplifient deux par de
ot 1

v L.

“““““ 1 £ o

e L4 1 &
ISouluau 1llldl ©
Mini 16 - Midi 12

Que vaut la différence des aires des deux
parties du carré de coté 24, telles qu’elles sont
représentées par la figure ci-contre ?

1 23

24 24

24

@ 2 © =

Solution

® 12 D3 ® 24

La plus grande des deux aires est celle d'un
trapéze de petite base 1, de grande base 24 et
de hauteur 24. Cette aire vaut (1 + 24)24 =
300.

L’autre aire est celle d'un triangle rectangle
de base 23 et de hauteur 24.Cette aire vaut
32324 =276

La différence des deux aires est 300—276 = 24.

Mini 19

Je dispose d'un kg de bonbons au chocolat,
soit 96 bonbons, d’'un kg de bonbons au ci-
tron, soit 120 bonbons et d’un kg de bonbons
4 la menthe, soit 144 bonbons. A 1'aide de
ces trois kilos, je confectionne le plus grand

110J/28"

nombre possible de sachets au contenu iden-
tique en utilisant tous les bonbons.

Combien y aura-t-il de bonbons par sachet ?

@ 12 ® 15 © 24 D 30

@ A " 1 . 1 . i S P | -
N2 AUCULL Ades 1OINDres precedents.

Solution

Le contenu de tous les sachets doit étre iden-
tique, donc le nombre de sachets est un divi-
seur de 96, de 120 et de 144. Comme ce nombre
est le plus grand possible, c’est le plus grand
commun diviseur de 96, 120 et 144.

96 =2°.3,120=2%.3-5 et 144 = 2*- 32 donc
leur pged est égal & 2% - 3 = 24.

Dans chacun des 24 sachets, il y aura

% — 4 bonbons au chocolat, 122

5 5 5] = O bonbons
au citron et 57 = 6 bonbons a la menthe.

Soit en tout 15 bonbons.

Mini 24

Un jardinier a planté 200 fleurs en cing jours.
Le premier jour, son travail a été lent; mais

chacun des jours suivants, il a planté 12 fleurs
de plus que le jour précédent.

Combien en a-t-il planté le premier jour?
@4 ®y ©15 Oz Gsz6

Solution

Soit n le nombre de fleurs plantées le pre-
mier jour. Les jours suivants, il en plante
n+ 12, n+4+ 12412, n 4+ 12 + 12 4 12
et n + 12 + 12 + 12 4+ 12. Soit en tout
5n 4+ 10-12 = 5n + 120.

Mais on sait qu’il a planté 200 fleurs, donc
bn 4+ 120 = 200; de 1a 5n = 80 et n = 16.

Le premier jour, il a planté 16 fleurs.
Mini 30
Sans réponse préformulée - Quel est le plus

grand nombre de deux chiffres qui est égal a
deux fois le produit de ses chiffres ?




Solution

Soit n le nombre cherché, a son chiffre des
dizaines et b son chiffre des unités avec
ae{l,2,...,9}etbe {0,1,2,...,9}.

Il faut trouver n sachant que n = 10a + b =

| 2ab.

[ @ =

n est pair et non nul, donc b € {2,4,6,8}.
Essayons chacune de ces valeurs de b.
Sib=2, onalla+2=4a, dolt 6a = -2 et

a = —3, ce qui est & rejeter.
Sib=4,onalla+4=8a,dou 2a =—4cet
a = —2, de nouveau a rejeter.

Sib=26,o0nalla+6=12a, dou 2a =6 et
a=3.

Sib=28, ona l0a+ 8= 16a, d'ou 6a = 8 et
%, ce qui est a rejeter.

La seule solution donne a = 3, b = 6 et n = 36.

Midi 17

Les nombres réels a et b vérifient 1'égalité % =
—. Dans ce cas, a et b sont nécessairement tels
c(fue

@ a=b=1®a=6© ab=1D |a| = |3
® q +b=ab

Solution

.a b . )
L’égalité — = — est vérifiée par les réels a et

a
b, donc a et b sont non nuls et 1'égalité est
équivalente a a® = b2,

Si a et b sont de méme signe, alors
@ = b & a = b; mais si a et b sont
| de signes opposés, alors o’ = > & a = —b.

Dans 1'un et 'autre cas, on obtient |a| = [b|.

@ 12

Midi 24

Dans le triangle ABC, nous avons ABC —
ACB = 30°. Un point D situé sur [AC] est
tel que |AD| = |AB|. La mesure en degrés de
I'angle CBD est

®1s ©17 ©a ® 23

Solution

Ci-dessous, nous utilisons le fait que le triangle
ABD est isocéle et que, dans un triangle, un
angle extérieur est égal a la somme des deux
angles intérieurs non adjacents.

A

30° = ABC — ACB
— ABD + DBC — ACB
— DBC + DCB + DBC — ACB
= 2DBC (ca?‘%E:@)

d’ott DBC = 15°.
Midi 27

Les nombres entiers a, b, ¢ sont donnés par

a = 255-55’ b= 33333’ e = (2222

Laquelle des doubles inégalités ci-dessous est
vraie 7

@a<b<c a<c<b ©c<b<a
b<c<a b<a<c

Solution

q — 25555 — (25)1111 — g9l

h — 93333 _ (33)1111 — 97l
c — §2222 — (62)1111 — 36111
Ce quidonneb<a<c
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Divisibilité 1. Trois carrés
Voici des solutions parmi d’autres!

Plusieurs solutions sont possibles. En voici
7 6 2

3. z=a—-b+tec

|
I 2 1 8 9 1 6 e :
‘ 3 6 6 1 8 3 3 7 8
| 5 0 4 5 0 4 5 2 4 5 /1\ @ 2
i
| Jes carrés 1me YVEILS 120 126 336
| 1]5|9 -7|-6|-5 8 8 !
: 1. C2=[4|8]12 C3 =|11|12|13
7111|115 29/30(31 4 /1\ O 8
i 2. Le carré C4 est moyen quelle que soit la 120 126 336 ( ’
| valeur donnée & a, entiére ou non, posi- _
' tive ou négative. 5 2

(
e

J

lettres

B
BT
1es | 1

Il existe beaucoup de solutions. En voici deux : Les dessins associés sont : 1 et 6, 2 et 12, 3 et
| 8032 — 7401 = 631 et 8056 — 7103 = 953. 9,4 et 15, 5et 14, 7 et 13, 8 et 11, 10 et 16.

Cette mosaique constitue le pavage de la cour d’'un musée de Cordoue (Andalousie - Espagne).
Si le tracé des lunules est conforme & la réalité, le coloriage de celles-ci ne 1’est que partiellement
dans la reproduction ci-dessus : les lunules noires sont aussi noires dans la réalité tandis que
celles ombrées en gris clair sont jaunes et celles ombrées en gris foncé sont rouges.

Alliant esthétique et géométrie, cette jolie mosaique a de quoi nous séduire. Déja la lunule est
un objet géomeétrique intéressant.

Peux-tu par exemple en calculer le périmétre et ’aire 7

e —

- -
“'-._‘

8
Ay 1
r T

Ty i |

Mais dans cette mosaique, tu peux aussi découvrir pas mal de transformations du plan. Peux-tu
les déterminer ?

Source : Robert Field « Géometric Patterns from Roman Mosaics and how to draw them. »

110J/30) B , |




| Math-Quiz |

Par suite de la réorganisation de la distribution du courrier et de mouvements sociaux a la
poste ainsi que suite a une erreur dans l'indication d'un numéro de compte de la SBPMef, de
nombreux abonnements & notre revue n’ont été pris ou enregistrés que tardivement.

La Reédaction de Math-Jeunes Junior a donc décidé de reporter le délai pour répondre a la
premiére étape du math-Quiz a la méme date que pour la deuxiéme étape c’est a dire avant le
vendredi 4 mars 2005.

En conséquence, la liste des réponses attendues aux 10 questions de la premiére étape ne sera
donnée que dans la prochaine revue en méme temps que celle de la deuxiéme étape.

Bien entendu, nous remercions vivement et félicitons chaleureusement tous ceux qui ont ré-
pondu, en tout ou en partie, aux questions de la premiére étape de notre Math-Quiz 2004-2005.

Le tableau « d’honneur » de cette premiére étape s’établit comme suit (ordre al-
phabétique) :

Beaujan Audrey Wezembeek-Oppem | 3
Cambron Blandine Braly 3
Coquelet Danae Sivry 1
Flament Francgois Forges 3
Monin Thomas Momignies 1
Nguyen Thi Tuyet Minh |Liége 4
Rosen Justine Waimes 2
Rousseaux Vincent Chimay 2
Simon Valentin Virelles 1
Thonet Adrien Bourlers 2
Classe de 2Aa A.R. Waismes 2
Classe de 3Ga A.R. Waismes 3

Tous ces éléves « remportent » une récompense qui leur a déja été envoyée.

Nous invitons maintenant tous les lecteurs & participer & la deuxiéme étape de notre challenge
dont nous rappelons la teneur : fournir le maximum de réponses correctes aux questions qui
sont proposées dans cette rubrique.

Rappelons qu’il n’est pas nécessaire d’avoir participé & la premiére étape pour relever le défi.
Ne perdez pas de vue que ce « concours » est essentiellement une belle occasion de pratiquer le
mathématique en dehors du cadre strictement scolaire
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Cette deux1eme etape ainsi que le classement général nous permettront de vous placer au tableau
d’honneur et d'attribuer des recompenses aux meilleurs envois. Comme lors de la premiére étape,
10 quest1ons vous sont soumises.

Chacune d’elles posséde un coefficient de difficulté indiqué sous la forme d’étoiles.
Chaque étoile d'une question dont la réponse est correcte vous fait gagner 5 points.
Vous répondez & autant de questions que vous le souhaitez.

78 points ont été mis en jeu lors de la premiere étape et 130 points le sont maintenant.

Vous nous envoyez vos réponses sur e ‘ace d'une carte postale ou d’un bristol de format 10cm
x 15cm, sous enveloppe affranchie, & ’adresse suivante :

INA sk \ ] = 4 [ st Phanss wda 1 Tal
VL - Wvialll-\/1112 e de la ralie

en indiquant bien vos nom et prénom, votre adresse compléte,le nom exact et la localisation de

otre école amms1 que le niveau de votre classe en 2004-2005. (

Vos réponses a cette deuxiéme étape doivent nous étre parvenues dés que possible et avant le |

ndredi 4 mars 2005 .

Fxemple de tableau-réponse

Question|1|2(3|4|5/6|7|8[9]10
Réponse

\

Le concours annexe (facultatif) se poursuit aussi :

Nous continuons & vous inviter en outre & étre imaginatif et /ou créatif pour le choix du sujet
ﬁgurant eventuellement au verso de la carte . Vous pouvez librement en compléter ou détourner
lillustration de la carte postale par ajout de dessins ou de textes ou blen reahser un dessin.

Dans les deux cas, cela doit vous permettre d’illustrer un sujet de votre choix, touchant au
domaine des mathématiques. !

A vous de faire preuve d’originalité.
Les meilleures propositions seront également primées

(Voyez des exemples de réalisations 2003-2004 en couverture et en page 16 de cette revue).
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4 - b 7 ol s a
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H.
o 2

12

In diesem Restaurant haben Sie die Wahl zwischen 4 Vorspeisen, 3 Hauptgerichten
und 5 Nachtspeisen. Wie viel dreigingige Mentis konnen Sie mit diesen gerichten
zusammenstellen, in denen jedes Mal midenstens ein Gericht verschieden ist 7

13

ok

Un triangle ABC est inscrit dans un cercle de centre 0. L’angle OBC mesure
35° tandis que I'angle OAB mesure 20°. La longueur du segment [AC] est de 5m.
Quelle est, en cm, la longueur du segment [BC| 7

14

o

U maait het grasperk dat de vorm van een rechthoek heeft en dat 30 m lang bij
18 m breed is. De maaimachine heeft een snijbreedte van 0,5m. U loopt op het te
maaien grasperk rond zonder terug te komen op de delen die al gemaaid zijn. Wat
is, in meters, de totale lengte die aan het eind van het werk zal worden afgelegd 7

15

ok

Dominique écrit une suite de nombres. Le premier est 0, le deuxiéme est 1. A
partir du quatriéme terme, chaque nombre de la suite est obtenu en additionnant
'les trois nombres qui le précédent. Le douziéme nombre obtenu par Dominique
lest 274.

| Quel est le troisiéme terme de sa suite?

16

|Le cube de Rubik a ses six faces de couleurs toutes différentes. En placant un
'sommet en direction des yeux, on peut voir du bleu, du blanc et du jaune ou bien
du bleu, du mauve et du rouge ou bien du blanc, du mauve et du vert.

Quelle est la couleur de la face opposée a la face blanche ?

koK

Pour laver la voiture A met 2 heures tandis que B met 3 heures. Ils décident de
laver cette voiture ensemble.
Dans ces mémes conditions, combien de temps, en minutes, leur faudra t-il 7

18

FoR ok

La base BC'D de la pyramide ABC'D est un triangle équilatéral. Pour se rendre
de A a C' en suivant les arétes et en ne passant jamais deux fois par le méme
sommet, une mouche parcourt, selon ses trajets, les distances 5, 7, 9, 10 ou 12.
Que vaut la somme des longueurs des 6 arétes de la pyramide?

19

Kook ok

Vous disposez de deux bouteilles d'une contenance de 1 1 chacune. Elles sont
remplies & leurs £, I'une A d’eau et Vautre B de jus de fruit. Vous complétez A
par transvasement du contenu de B et mélangez le tout. Vous complétez ensuite
B par transvasement du contenu de A et mélangez le tout. Vous remplissez enfin
A & ses .1 comme initialement par transvasement du contenu de B.

Comblen de ml de jus de fruit A contient-il alors?

20

ok ok oK

Par temps calme et mer étale, le surveillant, debout sur une estrade le long du
bord de mer, a ses yeux qui culminent & 3 m de hauteur.

A quelle distance (en nombre entier de métres, par défaut) de ceux-ci se trouve
la ligne d’horizon ?

(On prendra 3,14 comme valewr de 7 et 40820km comme circonférence de la
terre).
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