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optique, elle propose aux éléves des situations mathématiques simples. Celles-ci sont souvent
tirdes du vécu de l'éléve et n’utilisent que des matiéres vues ou a voir en classe. Les textes
sont courts et rédigés dans un langage simple mais rigoureux. Leur lecture invite I'éléve a se
familiariser avec un texte mathématique, a le comprendre et finalement a enrichir son bagage
culturel. Autant que possible une pointe d’humour édulcore la rigueur l& on elle est par trop
manifeste.
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Des articles variés : « Pavages du plan », « Familles de puzzle », « Fibonacci, un homme en
or », « Tapisseries et frises », « Nombres premiers », ...

Des articles récurrents : Jeux mathématiques avec solutions, Rubrique « Olympiades », « Les
freres Hick », des articles documentaires en rapport avec I’ actualité, biographie et oeuvre des
grands mathématiciens, un concours « Math-Quiz » (voir supra).

Ajoutons enfin que la revue « Math-Jeunes Junior est ouverte & tous. Les professeurs, éleves,
étudiants, et toute personne passionnée par les mathématiques peuvent faire parvenir leurs
articles au secrétariat de la SBPMef. Pour autant que ces articles respectent la philosophie
évoquée ci-dessus, nous les publierons volontiers. Ces articles peuvent étre manuscrits ou, mieux,
enregistrés sur un support informatique. Ils doivent mentionner clairement le nom de 'auteur.
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Rédacteur en chef : André Paternottre
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Halle 15, 7000 Mons

e pour la France : par virement au Compte CCP Lille 10 036 48 S

{ SPECIAL-J/1




UnPlusUn

Claude Villers

Observations

Vous savez trés certainement que l'ensemble N des
nombres naturels est 'ensemble {0, 1,2, 3, 4, Sy T sl
et, que pour y passer d'un élément 4 son suivant, il suf-
fit de savoir « ajouter 1 ». Cet ensemble peut paraitre
assez banal. Mais un peu de curiosité permet aussi de
mener une réflexion fructueuse.

Alnsi, si nous n’utilisons que les éléments non nuls de
N et I'addition, la seule fagon d’écrire le nombre 1 est
de noter 1 lui-méme.

Par contre, il existe deux facons différentes d’écrire 2.
Ce sont : 1+ 1 qui comporte 2 termes et 9 lui-méme
qui n’en comporte que 1, bien entendu.

Ces deux fagons différent par la valeur des termes utj-
lisés. Et pour 37

Ecrivons-les toutes, en convenant qu’elles doivent dif-
férer non seulement par la valeur d’au moins un des
termes utilisés mais aussi par la place qu'ils occupent .

Vous avez certainement déja trouvé toutes ces facons
d’écrire 3 selon ces conditions. Ce sont : 1 4+ 1 + 1 (3
termes), 1+2 et 2+ 1 (2 termes) ainsi que 3 (1 terme).
Ce qui fait un total de 4 fagons d’écrire ainsi le nombre
3.

Persévérons dans notre recherche.

Pour 4, nous trouvons : 1+1+141 (4 termes), 1+1+2,
I+2+1et241+41 (3 termes), 1+3,3+1et 242 (2
termes) et 4 (1 terme) soit donc un total de 8 facons.

Vous avez certainement remarqué que nous avons
énoncé ces différentes facons en les classant selon leur
nombre de termes.

Pour 5, nous savons maintenant que nous écrirons suc-
cessivernent des sommes de 5 termes, de 4 termes, de
3 termes, de 2 termes et de 1 terme.

Cessommessont:1+1+1+1~+—1,1+1+1+
2,1+14+2+L1+24+1+1,2+1+1+1,1+
2—0—2,2+1+2,2+2+l,1+1+3,1+3+1,3
+1+1,14+4,441,2+3,3+ 2et 5 soit donc 16

fagons (ouf!).

Vous étes maintenant invités & rechercher toutes les
fagons d’écrire 6 comme somme de nombres naturels
non nuls. Allez-y!

Faites I'effort de ne pas lire trop vite la suite de ce
texte.

C’est fait ? Si vous avez bien travaillé, vous devez avoir
trouvé 32 fagons différentes.

Résumons nos trouvailles dans un petit tableau.
[Nombre 1L 2334 ]
[Nombre de fagons 1 2 |4 [8 |16 32

Une conjecture apparait clairement.

Il semblerait que le nombre de fagons d’écrire le naturel
n est obtenu en élevant 2 a la puissance n — 1.

Ainsi pour 10, il devrait y avoir 210-1 = 99 — 519 fa.
ons différentes de I’écrire comme somme de nombres

naturels non nuls. Pour le naturel 31, ce serait 231 -1 —
29— 107341894

Bon amusement si vous souhaitez les réaliser toutes.

L’emploi du conditionnel dans ’affirmation précédente
se justifie par le fait qu'une conjecture n’est pas une
certitude. Pour pouvoir utiliser la formule conjecturée,
il faut démontrer sa validité pour tout 7 naturel non
nul.

Vers une démonstration !
Essayons donc d’aller plus loin dans notre recherche.

Nous allons continuer 4 dénombrer les facons en ques-
tion en les regroupant selon leur nombre de termes. Les
nombres de fagons obtenus précédemment, se trouvent
indiqués dans la partie doublement encadrée de ce ta-
bleau.

Nombre de termes des sommes

Nombres |[|1 2 3 4 5 6

1 1

2 1 1

3 1 2 1 I
4 1 3 3 1

5 1 4 6 1

6 1 5 10 10 5 1

Les totaux de chaque ligne dans cette partie dou-
blement encadrée sont bien 1, 2, 4, 8, 16 et 32.
En outre, la présentation de ces nombres doit
peut-étre vous rappeler quelque chose. Il s’agit
du (fameux) triangle de Pascal qui posséde une
grande utilité en mathématique. Pour ceux qui
le rencontrent pour la premiére fois, ajoutons
qwil peut encore s'écrire sous la forme suivante.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
etc ...

Chaque ligne commence et finit par 1 et chaque autre
nombre y est la somme des deux nombres de la ligne
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précédente qui le surmontent . Vous pouvez donc pour-
suivre D'écriture de ce triangle de Pascal aussi loin que
vous le souhaitez. Ainsi pour le naturel qui suit 6 (c’est
a dire 7), la ligne utile du triangle de Pascal serait :

1 6 15 20 15 6 1

Elle fournit, par addition, le nombre total de fagons
d’écrire 7 (a l'aide de naturels bien entendu) soit
14+6+15+204 15+ 6+ 1 soit 64 qui d’ailleurs
vaut bien 2 a la 6° puissance,

Les deux méthodes de dénombrement fournissent
(heureusement) le méme résultat.

Mais nous sommes toujours restés dans le domaine
du constat et de sa (dangereuse) généralisation. Com-
ment pourrions-nous démontrer que cette formule est
correcte 77 ? Tl existe certainement de nombreuses mé-
thodes pour y arriver. Cela peut constituer un beau
sujet d’activité pour votre classe.

En voici une, relativement abordable. Elle demande
un peu d’attention de votre part. Commengons par un
exemple : le cas du nombre naturel 7 (cfr ci-dessus).

Ona:7=1+1+1+1+1+1+ 1quicomporte
7 termes 1 et donc 6 fois le signe +.

Ce sont ces signes + qui vont retenir notre attention.

Pour obtenir une fagon d’écrire 7 comme somime de na-
turels, il faut et il suffit d’activer certains de ces signes
= et de neutraliser tous les autres.

Ainsil—ﬁ—lﬂL1+1+1-Ll+1f0urnitl-r2+l+
2+1

Etl+1+1+1+1+1+1d0nn63—1f1—1—1+2.

Voici le principe de la démonstration.

Toutes les fagons d’écrire 7 comme somine de natu-
rels correspondent & toutes les fagons d’activer ou
non les 6 signes +.

Peut-étre pensez-vous maintenant que le probléme a
seulement été déplacé. Voici maintenant la partie dé-
licate de la recherche. Soyez attentif!

Au départ, on dispose de 6 signes + (+ + + + + +
) encadrés du nombre unitaire 1. Pour montrer qu’un
signe + est neutralisé on indique le signe 0 et s’il est
activé on indique 1.

Aipsil+14+141+14+1+1 correspond & 010010
(les 2¢ et 5° signes + sont activés) tandisquel +1 + 1
1141+ 1+ 1 correspond a 110001 (les 1%, 2° et 6°
signes -+ sont activés).

Chaque fagon de former 7 comme somme de nombres
naturels correspond donc a4 un code comportant 6
chiffres qui sont 0 ou 1.

Cles codes sont, en fait, des nombres naturels écrits en
numération binaire (de base 2) et comportant 6 chiffres
qui sont soit 0 soit 1. Le plus petit sera 000000 qui in-
dique qu’aucun signe + n’est activé et qui correspond
donc & lécriture 1+1-+1+1-+1+1+1.

Le plus grand sera 111111 qui indique que tous les
signes -+ sont activés et qui correspond donc a l'écri-
ture 7.

Il v a donc autant de fagons d’écrire 7 comme somme
de nombres naturels qu'il y a de codes binaires de
000000 & 111111. Que vaut le binaire 111111 dans le
systéme décimal ?

Le tableau de la numération décimale des nombres na-
turels est :

[ fes [1000000 [100000 | 10000

L | | | |

[1000 100 [10 1
| | -

et celui de la numeération binaire est

o [128 64 [32 |16
|

‘ \ |1 |1

I
it

Done le binaire 111111 vaut le décimal 1 +2 + 4 + 8
116 + 32 (en comptant de droite a gauche) soit donc
63.

Et de 0 4 63, il y a 64 nombres naturels.
De méme, si n est un nombre naturel alors il peut

sécrire 1 +1 + 1 4+ ...+ 1+ 1 et cette somme com-
porte n chiffres 1 et donc n —1 signes +
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Il v a donc autant de fagons d’écrire 1¢ COIINE SOMINS
de nombres naturels qu’il y a de codes binaires possé-
dant n — 1 chiffres.

Comme il v a chaque fois 2 possibilités pour la valeur
de chaque chiffre (0 ou 1) et que les possibilités se mul-
tiplient, leur nombre est 2xX 2 x -+ X 2 x 2 (produit de
n — 1 facteurs) soit donc =l

(C’est bien ce que nous avions conjecturé!




Quand les pinceaux
s'emmélent !

A. Paternottre

Voici une situation suggérée par un probléme de notre concours « Math Quiz » (numéro 109 de

Math-Jeunes Junior) :

« Vous avez tracé diz droites du plan qui se coupent toutes deuz & deuz et jamais autrement.
Combien de régions du plan déterminent-elles ainsi ? »

Dessiner une telle situation n’est pas encore chose aisée. Et méme y arriverait-on qu’il faudrait
encore ensuite compter les régions sans omission ni répétition ! Commencons donc par examiner
les cas simples, de 0, 1, 2, 3, ... droites. On tentera ensuite de généraliser & n droites. Dans la
foulée, bien que cela ne figure pas dans la question, pourquoi ne pas calculer aussi le nombre

de points d’intersection de toutes ces données ?

Désignons par :

n le nombre de droites.

p le nombre de points d’intersection de ces
droites.

r le nombre de régions déterminées par ces
droites.

Situation 0 : aucune droite n’est tracée dans
leplan. (n=10)

Dans ce cas il n'y a évidemment aucun point
d’intersection et une seule région : le plan tout
entier. Donc p=0et r = 1.

Situation 1 : une seule droite est tracée dans
leplan. (n=1)

-

II 0’y a toujours aucun point d'intersection
mais il y a cette fois 2 régions situées de part
et d’autre de cette droite.

Doncp=0etr=2.

Situation 2 : deux droites sécantes sont tracées
dans le plan. (n =2)

Cette fois il y a un seul point d’intersection et
4 régions.

Donep=1etr=4,

Situation 3 : trois droites telles que chacune
coupe les deux autres sont tracées dans le plan.

(n=3)

On a clairement : p =3 et r = 7.

Pour n = 4 on trouve p = 6 et r = 11. Vérifie-
le comme ci-dessus.

L’examen des situations précédentes permet
de généraliser le probléme a n droites (n € N)

— Commencgons par ce qui est le plus facile :
calcul de p.
Reprenons le cas ci-dessus pour lequel n = 3
Prenons une premiére droite : elle coupe les
2 autres droites en 2 points. Il en est de
méme pour la 2°) la 3° droite. En tout on
obtient donc 3 x 2 = 6 points d’intersection.
Mais en comptant de cette fagon, chaque

point a été compté 2 fois. Dés lors pour
3 x 2

= 3 On raisonne de

n = 3onaurap =

jl Math-Jeunes Junior n°SPECIAL-J, 3—4, 2006|L
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méme pour n droites : chacune d’elles coupe
chacune des (n—1) autres en (n—1) points .
En tout cela fait donc n(n—1) points d’inter-
section, chacun ayant été ainsi compté deux
fois. Donc :

e
— Plus difficile : calcul de r

Reprenons les situations examinées ci-
dessus et observons le tableau suivant qui

les résume :

n}n1234 n

o |

3

1 2 4 7 11
LR WP W g

+1 +2 +3 +4 +n
Les fleches tracées ci-dessus permettent de
comprendre aisément le mécanisme. Ainsi :
n=3=>r=1+(14+2+3)=7
n=4=r=1+(1+2+3+4) =1L

Tl est aisé¢ d’en déduire que pour n droites sé-
cantes 242, on aura: r = 1+(14+243+ - -+n).
Et si on se rappelle cette formule qui revient
souvent dans Math-Jeunes Junior :

La réponse a la question 10 du Math-Quiz
n°109 est donc r = 0,5(10% + 10 4 2) = 56
régions. Quant a la question complémentaire,
la réponse est p = 0,5x10x9 = 45 points d’in-
tersection. Remarque encore que quel que soit
le nombre naturel n, 'expression n?4+n+2
représente toujours un nombre naturel pair.
(justifie)

70

B0 1

50

o B
=) -!“E
T3
=9
X3
s
2 O f—t

Ci-dessus, dans un méme repére cartésien, sont
tracés les graphiques de p et de r en fonction
de n. La répartition des points dans chacune
des deux séries doit siirement suggérer aux ai-
nés d’entre vous une courbe connue. Laquelle ?
Sur ce graphique, on observe non seulement
que 7 > p quel que soit le nombre n de droites
mais encore que la différence r — p augmente
progressivement avec 7.

i i
1+2+3+-- +-n:—an2i—)
il vient :
= 1+M
2
_ 24-nn+1)
B 2
_ nf+n+?2
B 2
Calculons cette différence : 7 —p = —3

La différence r — p croit donc avec n.

sont paralléles.
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n?4+nt2 _ n(n=1) _ n?+4nit2 n+n:2n2+2:n+1>oz>,r>p

2

De cette derniére égalité, on déduit aisément que 7 —p —7n = 1, ce que tu peux vérifier dans
chacune des situations précédemment examinées.

N.B. L’article se termine par une proposition faite au lecteur de calculer de p et r dans des
situations ou interviennent des contraintes supplémentaires. Par exemple 2, 3, ...,

n droites
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C. Festraets

L’éliminatoire de I’Olympiade Mathématique Belge a eu lieu le 18 Janvier. Tu y as sans doute
participé et voici les solutions de quelques uns des exercices proposés. Tu pourras ainsi te
préparer soit pour la demi-finale si tu as eu la chance d’y étre admis, soit pour ta prochaine

participation dans un an.

Mini 6

Sans réponse préformulée - Dans le plan, on consi-
deére trois points non alignés. Combien existe-t-
il de parallélogrammes dont ces trois points sont
trois sommets ?

Solution

La figure ci-dessous fournit la réponse. Il existe
trois parallélogrammes ABDC, BAEC et CAFB
dont les sommets sont les trois points A, B et C.

Mini 13

Parmi les nombres suivants, quel est le plus

grand 7
42 = 24

@32;23
@52_25 @53_35

Solution

La réponse A est correcte, en effet :
32-28=9_-8=1;
42-24=16-16=0;

43 - 31 =64 - 81 = —17;
52-25=25_-32=_7;

5% — 3% =125 — 243 = —118.

Mini 15
La base d'un parallélipipéde rectangle est un carré

de c6té 2 cm. La hauteur de ce parallélipipede me-
sure x cm et sa surface totale est de 200 cm?. Que

vaut x ?
@i ®18 ©20 O B

Solution

Aire d'une des bases : 4 cm?. Aire des deux

bases : 8 cm?. Aire des quatre faces latérales :
200 — 8 = 192 cm?. Aire d’une face latérale :

%:48 cm? = (2 x z) cm?. Do z = 42—8:24,
Mini 19 - Midi 8

Voici trois vues d’un méme cube :

%"/‘ e —__‘_//}’j
Sl JALTY

Sur les faces de ce cube se trouvent les figures
suivantes : disque blanc, disque noir, carré blanc,
carré noir, croix blanche, croix noire. Quelle est

la figure se trouvant sur la face opposée au disque
noir ?

(@) disque blanc carré blanc @ carré noir
@ croix blanche

Solution

@ Croix noire

Voici le seul développement
du cube qui tient compte des
trois vues. Le disque noir est
donc opposé au carré noir.

CILL]

EELE
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Claude Villers

Le principe :

10 questions vous sont proposées. Chacune d’elles posséde un coefficient de difficulté indiqué
sous la forme d’étoiles.

Chaque étoile vous permet de gagner des points. . . si votre réponse est correcte, bien entendu.
Vous répondez a autant de questions, parmi les dix, que vous le souhaitez.

Math-Quiz est donc un concours individuel. Mais rien ne vous interdit de travailler en groupe
ou méme en classes,!!!

Questions de la deuxiéme étape

11

Quel est le plus petit nombre naturel de 5 chiffres tous pairs et différents? o

12

Vous pliez dix fois de suite une feuille de papier rectangulaire en superposant chaque
fois les deux petits cotés opposés. Vous dépliez ensuite la feuille qui se trouve pavée
de petits rectangles dont les cotés sont les marques des plis. Combien y a-t-il de ces
rectangles ?

13

ok

Les oies sauvages volent en formation triangulaire telle que la premiére oie est suivie
de 2 oies qui sont suivies de 3 oies qui... etc. Vous voyez passer une formation de 6
oies puis une deuxi¢me formation qui rejoint la premiére et fusionne avec elle pour
constituer une formation compléte. Combien d’oies se trouvent alors ainsi réunies 7

14

o

71 inscrits participent & un tournoi de tennis, par élimination directe. Combien, au
maximum, de matchs seront nécessaires avant que le vainqueur ne soit connu ?

15

**

Lorsque A avait 12 ans, B avait 16 ans. Lorsque B avait 9 ans, C' avait 3 ans. Quel
était, en nombre entier d’années, l'age de C' quand A avait 10 ans?

16

TEE

Dans votre étang, il v a 100 poissons. 90% d’entre eux sont blancs et les autres sont
rouges. Combien de poissons blancs devez-vous enlever pour que leur pourcentage
passe de 90% a 50%?

17

Tk

Un polygone convexe a ses 30 sommets tous sur un méme cercle. Combien posséde-
t-il de diagonales?

18

ok k

A l'occasion de son anniversaire, Mathilde a pu boire un peu de cham-
pagne dans un verre conique dont la contenance est de 8 ¢l lorsqu’il :7
est rempli complétement. Mais sa maman n’a versé du champagne qu’a Y
mi-hauteur utile seulement. Combien de ml de champagne Mathilde B
a-t-elle pu boire?

19

Fopokok

Que vaut \E + \/ 21+ /2 + /2 + - si écriture est infiniment poursuivie et sil’on

sait que la réponse est un nombre naturel 7

20

FHREEE

ABC est un triangle quelconque d’aire 1. A’ est le symétrique de A par rapport a
B. B’ est le symétrique de B par rapport a C'. O’ est le symétrique de C' par rapport
4 A. Quelle est alors l'aire du triangle A'B'C' (dans la méme unité que celle du
triangle ABC')? |

SPECIAL-J/6 \
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Y. Noél-Roch

1. Créer des nombres et les additionner.

Nous allons utiliser tous les nombres qui s’écrivent avec les chiffres 1, 2, 3, 4 et 5, chacun pris

une seule fois.

— Eeris tous ceux qui commencent par 1. Combien ¥ en a-t-117

— Sans les écrire tous cette fois, combien existe-t-il de nombres si nous utilisons les cing chiffres
chacun une seule fois

— Quelle est la somme de tous ces nombres ?

2. Changer une seule lettre 3 la fois.
Passe du mot SEPT au mot HUIT puis au mot NEUF en appliquant les régles suivantes :
L. tous les mots rencontrés doivent étre des mots de la langue francaise,

2. on passe d'un mot au suivant en modifiant une seule lettre et sans modifier 'ordre des
lettres. Exemple SEPT peut devenir SERT.

3. Tous intrus!

Parmi les cinq nombres qui suivent, chacun peut étre considéré comme I'unique intrus de la
famille. Trouve pour chacun une propriété qu'il est le seul & posséder.

1013 3125 1023 3025 3113

4. Parentheéses parfois utiles.

[er]

[c2]

=
I
B3

[e]
]
[=]
I
[
N

[er]

(]
&[4 4] [ (4
= e ] e e

[co]  [eo]

& (8] (8] (8] [
[\D[\DL\D[\DE\J
[=]

Il
w

(e
[=]
I
|
>~

Remplace les ... par 4, —, x ou : (avec ou sans répétition) et introduis autant de parenthéses
que tu veux, de fagon que chaque ligne complétée constitue un caleul correct.

=]
i
ot
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5. Pair — impair

par 1,3,5, Tou9:

*
*
*

[

6. Des transformations

par 0, 2,4, 6 ou8:

w | X

Est-il possible d’obtenir une multiplication correcte en remplacant les étoiles

Dans chacune des cases numérotées de 1 & 6, tu reconnaitras un motif et son imag

SPECIAL-J/8 "\

des lettres de A a4 E désigne une transformation. Relie le numéro de chaque case & une des
lettres de A & F.

A. Translation

B. Symeétrie

axiale

C. Symeétrie

centrale ou
rotation d’un
demi-tour

. Rotation d’'un
quart de tour

E. Rotation de

50°

F. Aucune des

transforma-
tions
ci-dessus

W

TT o W N
o g QW e

:

e. Chacune
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