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L'idée de cet exposé fait suite a I'article :

J.-P. Allouche, J. Shallit, The ubiquitous Prouhet-Thue-Morse sequence.
Sequences and their applications (Singapore, 1998), 1--16, Springer Ser.
Discrete Math. Theor. Comput. Sci., Springer, London, 1999.

» Des équations Diophantiennes
» Un automate pour construire les ensembles A, et By

» Un exercice d’étude de signe

v

Un peu de combinatoire des mots

Miscellanées

v



Des équations Diophantiennes




INTRODUCTION

Aux alentours de 1750, L. Euler et C. Goldbach remarquerent que
A={a,b,c,a+b+c} et B={a+b,a+c, b+ c}

sont tels que
a+b+c+(a+b+c)=(a+bd)+(a+c)+(b+¢)

>+t (a+rb+e)=((a+b)*+ (a+c)?+(b+c)



Eugene Prouhet (1817-1867)

MEMOIRES PRESENTES.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur quelques relations entre les
puissances des nombres; par M. E. Prouvngr. (Extrait par l'auteur.)

(Commissaires, MM. Sturm, Lamé, Binet.)

« n et m étant deux nombres entiers que]conques, il existe une infinité

de smi,es de n™ nombres, susceptlb]es de se partager enn groupes de

n"~* termes chacun et tels que la somme des puissances 4 des termes soit
la méme pour tous les groupes, k étant un nomhre entler mferleur am.

» n™ nombres en progression anthméhque ]oulssent de 1a propnete
précédente. Pour opérer le partage de ces nombres en groupes, on écrira
en cercle les indices o, 1, 2,..., 72— 1; on lira ces indices en suivant le
cercle et en ayant soin d’en passer un & chaque tour; detix, tous les'n tours;
trois, tous les n* tours, et ainsi de suite. Ces indices, écrits & mesure qu’on
les lit sous les termes de la progression, apprendront & quel groupe appar-
tient chaque terme.

» Silon applique la régle et le théoréme précédents aux 27 premiers
nombres de la suite naturelle, on arrive aux identités suivantes :

T +6 48 +12-4+14+16-4-20-4+22-42
D

=2 4 +9 +10-+15-4+174+21-+23-425=3 +5 7 411+ 13+4-18-410-+24-+26
helaegbades Sa o s e insaie e e G 2 i oy it OO R,

» Lorsque n == 10 et que la progression commence i o, tous les nom-
bres dont la somme des chiffres, divisée par 10, laisse le meme reste,
appartiennent a la méme classe. »

Mémoire sur quelques relations entre les puissances de nombres,
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. 133 (1851), 225.



Une cinquantaine d'années plus tard. ..

LE PROBLEME DE PROUHET- TARRY-ESCOTT

Soient k, n deux entiers. Trouver deux ensembles distincts
d’entiers (que I'on pourra supposer disjoints)

A={a,...,a,} et B={b1,...,b,}

tels que {a1,..., an}=p{b1,...,bn}, i€,

n

n n n n m

2 2 k k
D= b Y al=3 b, -, ) af=) b
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 =1

Souvent, on cherche une solution de taille n minimale pour un
degré k donné.

Remarque : on généralise 3 une partition en ¢ ensembles de ¢*
nombres.



EXEMPLE, k£ =1

(0,1} {2,3} {45} {67} {8,9% {10,11} {12
1 1 1 1 1 1

2n+1)—2n=1

, 13}
1

On trouve des solutions pour n = 2,4,6,8, ...

314 7|8 11]--- 4dn 4n + 3
1 2/5 6|9 10| --- |4n+1 4n+2
315 6|8 11| --- |4n+1 4n+2
1 214 79 10 4dn 4n + 3




A=1{0,3,4,7,8,11}
B =1{1,2,5,6,9,10}

10f

2 4 6 8 10
la somme des longueurs des segments bleus égale la somme des longueurs
des segments rouges.



EXEMPLE, k =2

{0,1} {2,3} {4,5} {6,7} {89} {10,11} {12,13}
1 1 1 1 1

1 1
1 5 9 13 17 21 25
2n4+1)—2n=1 (©2n+1)>—(2n)2=4n+1
|0 35 6|---|] 81 8n+3 8n+5 8n+6|
|1 2 4 7[---|8n+1 8n+2 8n+4 8n+T7|

|8n+1 8n+2 8n+4 8n+7|
8n  8n+3 8n+5 8n+6|

On trouve des solutions pour n = 4,8,12, ...



A ={0,3,5,6}
B=1{1,2,4,7}

50r

a0f

30+

20+

10+




Quelques généralités

» Si{ar,...,an} =k {b1,..., by}, alors, pour N >1,
{Na;+M,...,Na,+M} =, {Nb+M,...,Nb,+M}.
— Si on dispose d'une solution, on en obtient une infinité.

» Pour tout degré k fixé,
si I'on dispose d'une solution de taille n, alors n > &k + 1.

> Pour tout degré k fixé, il existe une solution de taille

k(k+1

cf. P. Borwein, C. Ingalls, The Prouhet-Tarry-Escott problem
revisited , Enseign. Math. 40 (1994), 3-27.

retro.seals.ch/digbib/view?rid=ensmat-001:1994:40::10



» Si{ar,...,a,} = {b1,..., by}, alors
{Nal—i-M,...,Nan—FM} =k {Nb1+M,...,an+M}.

Preuve par récurrence sur k.
Sid i ai=Y b alors Y " (Nay+ M)=3" (Nb+M).
Hypothése de récurrence : si {ai,...,an} = {b1,..., by}, alors
{Nay + M, ..., Nay + M} =, {Nby + M, ..., Nb, + M}, avec k > 1.
e Supposons que {ay, ..., an} =p+1 {b1,...,bn}.
Ona{Nai + M,...,Nay + M} =, {Nby + M,...,Nb, + M},
il reste a vérifier que

n n

> (Na; + M) =" (Nb; + M)
i=1 i=1
or, si on applique le bindme de Newton,

n n k+1 .
> (Naj+ M =33 "¢ NV o] MF
=1 =1 7=0

k+1

n

g oark+1—7 J

—E Ck+1N M E a;
i=1



Un polynéme de degré n > 1 possede n zéros (€ C) comptés avec
leur multiplicité.

FORMULES DE VIETE

n n
H(X—ai):Z(—l)j C; X™J avec Cp=1
i=1 j=0
Ci=a+- - +ap, = Z aiaj7~~~uCn:al"'an

1<i<j<n

EXEMPLES

(X —a) (X —b)=X?—(a+b0)X +ab
(X—a)(X=b)(X—c) = X3—(a+b+c)X?+(ab+ac+bc) X — abe



Notation : §; = a{ b toal
* Avec un peu de théorie des polyndbmes symétriques. . .

Girard (1629) — Newton (1666) : exprimer la somme des j-ieémes
puissances des zéros d'un polyndme a partir des sommes des
i-ieémes puissances, ¢ < j, et des coefficients du polynéme.

S1 = 01 Cl = Sl
Sy = C151 — 20, 02:(_S2+01S1)/2
S3 = C159 — (581 +3C5 03:(S3_01S2+02S1)/3

Sy = C183 — G285+ €351 — 40y Cy= (=81 + C183 — C252+ C551)/4



LEMME (P. BORWEIN, C. INGALLS)

Soient n, k tels que n > k. Ona {a1,...,an} =5 {b1,...,bp} si
et seulement si

deg(ﬁ —a;) ﬁ )gn—(k+1)

=il =1

Sj=al+-+a, [[(X-a)=>(-1Ycx"
i=1 j=0

Sp=bl+- 40, J[(X—b)=> (-1) ¢j X"
i=1 j=0

{al,...,an}:k{bl,...,bn} -~ 5125{,.. Sk—S/
= ClzCl’Ck C/



» Pour tout degré k, si I'on dispose d'une solution de taille n,
alorsn >k + 1.

Supposons disposer d'une solution de taille n < k.
Quitte a compléter, on peut supposer avoir deux ensembles
différents de taille k£ tels que

{al,...,ak} =k {bl,...,bk}
Vu le lemme précédent, les deux polynomes unitaires

k

k k
HXaZ:Z chkﬂetHXb Z 1y ¢ Xk
=1

o

ont exactement les mémes coefficients. lls sont donc égaux et ont
les mémes zéros. De la {a1,..., a5} = {b1,..., by }. Absurde!



Soit k fixé. Prouhet donne une solution pour n = 2.

k=1, n=2 AUB={0,1,2,3}




Soit k fixé. Prouhet donne une solution pour n = 2.

k=1, n=2 AUB={0,1,2,3}

A=1{0,3} et B={1,2}
0+3=1+2

k=2, n=4, AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,7}




Soit k fixé. Prouhet donne une solution pour n = 2.

k=1, n=2 AUB={0,1,2,3}

A=1{0,3} et B={1,2}
0+3=1+2

k=2, n=4, AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,7}

A=1{0,3,56} et B={1,2,4,7}
0+3+5+6=14=1+2+4+7
02+32+524+62=70=12+22+42+ 72

(et c’'est I'unique solution, vérification informatique)



k=3, n=8, AUB={0,...,15}

A=1{0,3,5,6,9,10,12,15} et B = {1,2,4,7,8,11,13,14}
04+3+5+6+9+10+12+15 =60 = 1+2+4+7+8+11+13+14
024324+524+624+924+102+122+15% = 620 = 12+22+4%2+.. . +142
03433 +524+63+93+103+123+15% = 7200 = 13+23+43+.. . +143

(et c’'est I'unique solution, vérification informatique)



REGARDONS D’UN PEU PLUS PRES

Pour les ensembles

A=10,3,5,6,9,10,12,15} et B = {1,2,4,7,8,11,13,14}
écrits en base 2, on obtient

A = {0,11,101,110,1001, 1010, 1100, 1111}

et
B ={1,10,100,111,1000,1011,1101, 1110}



REMARQUE

Pour les entiers 0, ...,2Ff1 — 1, exactement la moitié (i.e., 2¥) des
écritures en base 2 contiennent un nombre pair de 1.

10
11
100
101
110
111



THEOREME (PROUHET)

Soit k > 1. Soient A C {0,...,2%1 — 1} I'ensemble des entiers
dont |'écriture en base 2 a un nombre pair de 1 et
By, =1{0,...,281 —1}\ 4;. Ona

Il est conjecturé qu'il s’agit de I'unique solution exacte
(i.e., Ay =1 By et Ay #; By) pour I'ensemble {0, ..., 251 — 1},



o9(n) = somme des chiffres de I'écriture en base 2 de n

n |0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 10 11 100 101 110 111
oyn)JO 1 1 2 1 2 2 3
A BB A B A A B



Preuve du théoréme (. pytheas Fogg, Lect. Notes in Math. 1794, V. Berthé et al. Eds.).

these : Vr € {0,...,k}, > a"=> "

a€Ay bEBy,

Il est équivalent de montrer que

ZaT—Zbrzo

a€Ay beDBy,
ou encore que
2k+1_q
Y (—1)2™ar=0
n=0

voir aussi R. Honsberger, Mathematical Diamonds, The Math. Association of America (2003).



L'écriture d'un nombre en base 2 étant (essentiellement) unique,
on a

2k+1_1 k _
F(X)= 3 (17t xe =T - x?)
n=0 7=0

EXEMPLE, k£ =1,2

1-X-X24+X3=(1-X)1-X?
=00 = P 00 = =2 00 70 = X7 = (1= 20) (A = (=22
puisque 1 — X" = (1 - X)1+ X + X2+ -+ X" 1) onen
conclut que

Fi(X) = (1 — X)L GL(X) avec G € Z[X].



L'écriture d'un nombre en base 2 étant (essentiellement) unique,
on a

2k+1_1 k _
F(X)= 3 (17t xe =T - x?)
n=0 7=0

EXEMPLE, k£ =1,2

1-X-X24+X3=(1-X)1-X?
=00 = P4 00 = S =k 0 00 = X7 = (1= 20) (A = (=22
puisque 1 — X" = (1 - X)(1+ X + X2+ -+ X" 1), onen
conclut que

Fi(X) = (1 — X)L GL(X) avec G € Z[X].



L'écriture d'un nombre en base 2 étant (essentiellement) unique,
on a

2k+1_1 k _
F(X)= 3 (17t xe =T - x?)
n=0 7=0

EXEMPLE, k£ =1,2

1-X-X24+X3=(1-X)1-X?
=00 = P4 0 = O e 00 4 P = XY = (=20l =2T (1 = )
puisque 1 — X" = (1 - X)1+ X + X2+ -+ X" 1), onen
conclut que

Fi(X) = (1 — X)L GL(X) avec Gy € Z[X].



L'écriture d'un nombre en base 2 étant (essentiellement) unique,
on a

2k+1_1 k _
F(X)= 3 (17t xe =T - x?)
n=0 7=0

EXEMPLE, k£ =1,2

1-X-X24+X3=(1-X)1-X?
1-X—-X24+ X3 X4+ X°+ X5 X"=(1-X)1-XH(1- XY
puisque 1 — X" = (1 - X)1+ X + X2+ -+ X" 1), onen
conclut que

Fi(X) = (1 — X)L GL(X) avec G € Z[X].



L'écriture d'un nombre en base 2 étant (essentiellement) unique,
on a

2k+1_1 k _
F(X)= 3 (17t xe =T - x?)
n=0 7=0

EXEMPLE, k£ =1,2

1-X-X24+X3=(1-X)1-X?
| = 0% — Q0% 4 000 = 305 = 000 e 70— %7 = (=20 (=22 (1l=07")
puisque 1 — X" = (1 - X)(1+ X + X2+ -+ X" 1), onen
conclut que

Fi(X) = (1 — X)L GL(X) avec G € Z[X].



De cette factorisation, pour tout j € {0,...,k}, on a
(D7 Fy)(1) =0
c'est-a-dire, puisque D/ X" = n(n —1)---(n —j + 1) X"/,

2k 1

Z (_1)02(n) nin—1)---(n—j4+1) =0.

n=0
Pour rappel, il faut démontrer, pour tout r € {0,...,k},

2k+1_1

> (—n=Mam=o.

n=0

On proceéde par récurrence sur r. Cas r = 0, OK.
Au vu de la remarque, pour les entiers O, . . ., ok+1 _ 1, exactement la moitié (i.e., 2k) des écritures en base 2

contiennent un nombre pair de 1.



Supposons que pour tout r € {0,...,j — 1},

2kt+1_q

> (-n=Mar=o.

n=0

A-t-on encore cette relation pour r = j ? On sait que

ok+1_q
S (=)W nn—1)---(n—j+1)=0.
n=0 . M
=nJ +Zé;é oy nt
2kl 1 2k+1_1
SREIEERES I SEIEEIE
n=0 n=0

=0



Vre{0,..., kb, > a"=> b

aEAk bGBk

COROLLAIRE
Pour tout polynome P de degré < k, on a

> Pla)= > P(b)

a€Ay be By,



Un automate pour construire les ensembles A, et B,

AUTOMATIC
SEQUENCES

Theory, Applications, Generalizations

J.-P. Allouche, J. Shallit, Cambridge Univ. Press, 2003.

=] F = = £ DAl



L'automate suivant permet de décider si un nombre, écrit en base
2, appartient a A, ou By

0 0

Aso ={0,3,5,6,9,10,12,15,...} et Bo = {1,2,4,7,8,11,13,14,...}



On peut définir une suite (z,,)n>0 sur I'alphabet {a, b} telle que
T, = a < o3(n) est pair.

a|b|ba|baab|baababba|baababbaabbabaabl - - -

Siz, = a, alors , 29, = a, Topy1 = b

Siz, =0, alors ,a9, = b, 2941 = a

MOYEN DE CONSTRUCTION DE SUITES

La suite est engendrée a partir des écritures en base 2 des entiers
fournies a un automate, i.e., pour obtenir le n-ieme terme de la
suite (z,)n>0, on fournit a I'automate précédent |'écriture en base
2 de n.




Si x, = a, alors , 25, = a, Topy1 =10

Six, =0b, alors ,a9, = b, 2op+1 = @

COROLLAIRE

La suite de Thue-Morse n'est pas périodique.

Supposons que n + 1 est une période, dés lors, z, = 12,41 !



Un exercice d’étude de signe



EXERCICE POUR VOS ELEVES (J.-P. ALLOUCHE’99)

Etudier le signe, sur I'intervalle [0, 7] de la fonction

F,(z) = sin(z) sin(2z) sin(4z) - - - sin(2" )




EXERCICE POUR VOS ELEVES (J.-P. ALLOUCHE’99)

Etudier le signe, sur I'intervalle [0, 7] de la fonction

F,(z) = sin(z) sin(2z) sin(4z) - - - sin(2" )




EXERCICE POUR VOS ELEVES (J.-P. ALLOUCHE’99)

Etudier le signe, sur I'intervalle [0, 7] de la fonction

F,(z) = sin(z) sin(2z) sin(4z) - - - sin(2"z)




EXERCICE POUR VOS ELEVES (J.-P. ALLOUCHE’99)

Etudier le signe, sur I'intervalle [0, 7] de la fonction

F,(z) = sin(z) sin(2z) sin(4z) - - - sin(2" )

PN\
VW




n+1

—n—>—+‘

|+ =+,



On peut définir une suite en jtérant un morphisme (convenable)

a— ab
b ba
(a) = ab
f?(a) = abba
f3(a) = abbabaab
f*(a) = abbabaabbaababba
f3(a) = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab

MOYEN DE CONSTRUCTION DE SUITES (2)

Avec un minimum de topologie, on peut dire que cette suite de
mots (f"(a))n>0 converge vers un mot infini (ou suite infinie)
limite.



Sous des hypotheses “raisonnables”, un théoréme dii a A. Cobham
stipule qu'il est équivalent de construire une suite

» en itérant un morphisme (on autorise un recodage),

» en nourrissant un automate d’'écritures en base entiere.

A. Cobham, Uniform tag sequences, Math. Systems Theory 6 (1972), 164--192.



Un peu de combinatoire des mots

MATHO0470-1 COMBINATOIRE DES MOTS

(30 TH, 10H PR, 20H TD) MASTER EN SCIENCES MATHEMATIQUES, A FINALITE APPROFONDIE

Contenus du cours : D'une maniere générale, la combinatoire est la
branche des mathématiques qui étudie les "configurations” d'un ensemble
"discret” (et généralement fini). On s'intéresse alors au dénombrement ou
a I'énumération effective des objets de cet ensemble, a la structure
(éventuellement algébrique) de celui-ci ou encore a ses propriétés
extrémales (éléments maximaux, ...). Comme son nom I'indique, la
combinatoire des mots s'intéresse plus spécialement aux mots (finis ou
infinis), i.e., aux suites de symboles ou de lettres appartenant a un
alphabet fini.



Cette suite, qui fournit une solution au probleme de Prouhet,
abbabaabbaababbabaababbaabbabaab - - -

est aussi appelée suite de Thue—Morse

“f ’1"1;]

Axel Thue (1863-1922) I\/Iarston Morse (1892-1977)



Des exemples de carré : bonbon, baba, tartare, ...

THEOREME

Avec un alphabet de deux lettres, tout mot de longueur > 4
contient un carré.




Des exemples de carré : bonbon, baba, tartare, ...

THEOREME

Avec un alphabet de deux lettres, tout mot de longueur > 4
contient un carré.

ab



Des exemples de carré : bonbon, baba, tartare, ...

THEOREME

Avec un alphabet de deux lettres, tout mot de longueur > 4
contient un carré.

aba



Des exemples de carré : bonbon, baba, tartare, ...

THEOREME
Avec un alphabet de deux lettres, tout mot de longueur > 4
contient un carré.

APPLICATIONS

[o5)
jon
(Y]

» Algorithmique du texte (e.g., recherche d'un mot dans un
texte, compression de données,. . .),

» Bio-informatique (séquence génétique).



» Sur 3 lettres, peut-on éviter les carrés ?
abacabcach - - -

» Sur 2 lettres, quelles configurations/motifs sont (in)évitables ?

THEOREME

Le mot de Thue—Morse est sans chevauchement. Donc, en
particulier, il est sans cube et n'est pas (ultimement) périodique.

N

€l v Jc[ v Jc

\/




Puisque le mot de Thue—Morse est sans chevauchement, il se
factorise de maniére unique a I'aide de {a, ab, abb}. En effet, il ne
contient jamais bbb.

abblab|a|abb|a|ablabblab|a|ablabblalabblablal| a - - -

1+— abb
g:< 2+ ab
3—a

On considére le mot infini 123132123213123 - - -
Ce mot est sans carré car s'il en contenait un, le mot de
Thue-Morse contiendrait un chevauchement !



Une troisieme définition de la suite de Thue—Morse
(1. par automate, 2. par morphisme itéré)

Xo = a, Xn+1 = XnX_n

ou abbaa = baabb

Xo = a
Xl = ab
X9 = abba

X3 = abbabaab
X4 = abbabaabbaababba
X5 = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab

Idée de la preuve (par récurrence) : X,, correspond aux entiers
{0,1,...,2" — 1} et X,, correspond aux entiers {2",...,2"*1 — 1}
dont I'écriture débute par un 1 supplémentaire.



A. Engel, Problem-Solving Strategies, Springer (1997).

9. Sequences 227

35. Morse-Thue Sequence. Start with 0; to each initial segment append its complement:
0,01,0110,01101001, .. ..
(a) Let the digits of the sequence be x(0), x(1), x(2), .. .. Prove that x(2n) = x(n),
x2n4+1)=1-x(2n).
(b) Prove that x(n) = 1 — x(n —2F), where 2* is the largest power of 2 which is < n.
Find the 1993rd digit of the sequence.
(c) Prove that the sequence is not periodic.
(d) Write the nonnegative integers in base 2: 0, 1, 10, 11, .... Now replace each
number by the sum of its digits mod 2. You get the Morse-Thue sequence. Prove
this.



Miscellanées



Une structure “fractal”

abbabaabbaababbabaababbaabbabaab
a-b-b-a-b-a-a-b-b-a-a-b-a-b-b-a
b-a-a-b-a-b-b-a-a-b-b-a-b-a-a-b-

#{(tpir)n>0 |t > 0,7 < 2t} = 9.

Si z, = a, alors , 1o, = a, 22,11 =10

Siz, =0, alors , 29, = b, Top11 = a



Per Ngrgard
http://pernoergaard.dk/

Yot i el i

Uendelighedsrakken



cg =0, con=—cp et o1 =cp+1
En particulier, ¢, = t, modulo 2

This site is supported by donations to The OFIS Foundsation.
|_ .Enﬁ’}érfr’ So%u:;nwé i
Search Hints

(Greetings from The On-Line Encyclopedia of Integer Segquencesl)
's "infinity sequence”, invented in an attempt ta #

ADD4718 The Danish composer Per Norgard [Mergard)
unify in a perfect way repetition and variation: a{2n) = -ain}, a(2n+1) = ain) + 1, a(0)=0

-2, 3 -1, 2,8, 1,2 -1, -3, 4,1, 0, -2, 3,8, 1, -1, 2, -2, 3,1, 08, 3, -2,
-2,3, 2, -1, -3, 4, -1, 2, 8, 1, -3, 4, 2, -1,

@, 1, -1, 2, 1, @,
2, -1, -3, 4, 8, 1, -1, 2, 1, &, -2,
3,1, 8, 3, -2, -4, 5, 8, 1, -1, 2, 1, @ (list; graph; refs;

-4, 5. -1, 2,8, 1,
4, -3, -5, 6,1, @, -2, 3 0,1, -1, 2, -2,
listen; history; text; internal format

http://www.youtube.com/watch?v=FA7m7anh2xg



Tom Johnson




Machgielis Euwe (1901-1981).

Aux échecs : une partie est déclarée nulle, si la méme séquence de
coups apparait trois fois d’affilée (“German Rule”). Max Euwe (1929)
utilise la suite de Thue—Morse (sans cube) pour montrer qu'avec cette
regle, une partie infinie peut encore exister.

a— Ngl —f3, Ng8 — f6, Nf3 — g1, Nf6 — ¢8
b +— Nbl — ¢3, Nb8 — ¢6, Nc3 — b1, Nc6 — b8



PROBLEME

Partitionner N en deux ensembles disjoints A et B de telle sorte
que toute entier possede le méme nombre de décompositions
comme somme de deux éléments distincts de A et comme somme
de deux éléments distincts de B.

THEOREME (LAMBEK-MOSER 1959, R. HONSBERGER)

La suite de Thue—Morse fournit I'unique solution a ce probleme.

A=10,3,5,6,9,10,12,15,...} et B ={1,2,4,7,8,11,13,14,...}

12=0+12=3+9, 12=1+11=4+38

J. Lambek, L. Moser, On some two way classifications of integers, Canad. Math. Bull. 2 (1959), 85-89.



Elementary Problems: E2692. Amer. Math. Monthly 85 (1978),
47--48

E 2692. Praposed by Donald R. Woods, Stanford University

Show that the sequence of increasingly complex fractions

Lo e 870 G/0)
e vy

approaches a limit, and find that limit.

/@
/e




Elementary Problems: E2692. Amer. Math. Monthly 85 (1978),
47--48

E 2692. Praposed by Donald R. Woods, Stanford University

Show that the sequence of increasingly complex fractions

Lo e 870 G/0)
e vy

approaches a limit, and find that limit.
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[ %

D. Robbins, Solution to Problem E2692, Am. Math. Monthly 86 (1979), 394-395.



TRANSCENDANCE

La constante de Thue—Morse

0 1 1 0 >, 09(n) mod 2
_+_+_+_+...:ZT

~ 0,4124540336 - - -
SRR RT: 0, 4124540336

n=0
est un nombre transcendant.

F. M. Dekking, Transcendence du nombre de Thue-Morse, Comptes
Rendus de I'’Academie des Sciences de Paris 285 (1977), 157-160.



TRANSCENDANCE II

Soient a, b > 0 des entiers. Le réel

T =a-+
b+
b+

1

a+
est transcendant.

M. Queffélec, Transcendance des fractions continues de Thue-Morse, J.
Number Theory 73 (1998), 201--211.

B. Adamczewski, Y. Bugeaud, A short proof of the transcendence of
Thue-Morse continued fractions, Amer. Math. Monthly 114 (2007),
536--540.



UN PROBLEME DE GELFOND

lim #{n € P|n < N and o3(n) =0mod 2} 1
NS00 #{neP|n<N} 2

C. Mauduit, J. Rivat, Sur un probléeme de Gelfond: la somme des chiffres
des nombres premiers, Ann. of Math. 171 (2010), 1591--1646.



