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Apercu belles enveloppes

1. Belle photo

2. Beau dessin
échelle
cafe
fontaine

théorie ?




Belle photo

Pourquoi est-ce une belle photo?
C’est qui?

Gunther Steinberg, 1933-2011



Belle photo

Répétez son dessin sur papier.

Ou veut-il en venir ?



Belle photo




Belle photo




Belle photo: équation des droites

A(0,1)
P(p,0)
Coeff. ang. de AP : —%

Coeff. ang.de l, : p
lp: v = p(x —p))
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Belle photo: équation des droites

A(0,1)
P(p,0)

Coeff. ang. de AP : —%

Coeff.ang.de , : p
lo: v = p(x )|
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Belle photo: équation de I'enveloppe ?

* Premiere idée : points d’intersection de droites ‘voisines’
Mais : la famille de droites n’est pas ‘discrete’.
Donc: point d’intersection de [, et [, ap

puis prendre la limite pour Ap — 0




Belle photo: équation de I'enveloppe ?

y =px—p)
Sp Ap:
P ly = +Ap)(x — (p + Ap))
Résoudre ce systeme d’équationsen x et y :
S . {x = 2p + Ap
PP ly = p? + pAp
Dans la limite pour Ap — 0 :
X =2p
T,: {
P*ly =p?
Eliminer p :
1.2

V=




Belle photo: équation de I'enveloppe ?

(Demi) parabole!




Belle photo: équation de I'enveloppe ?

e Deuxieme idée : fenétre étroite verticale

Point x, sur I'axe des x

La tangente en (x, y,), C'est

la droite [,,: y = f(x,p) pour

laquelle f(xq, p) est maximal.
Donc:

0
%(XO, p) =0

(xo—p) +p(-1) =0
Xog—2p =0

P=5




Belle photo: équation de I'enveloppe ?

e Deuxieme idée : fenétre étroite verticale

X0
P=7
Valeur de la tangente en x,

= valeur de I'enveloppe en x,

X
=f (%»70)
X0 X0
S 1
1,
L'enveloppe:
7

3’=Z




Comparons les deux idées

——> Ap > 0 —— éliminerp

, {f(x, p) = f(x,p + Ap)
y = f(x,p)

—0 Ap — éliminer p

a _ i JOop+Ap)—f(x,p) _
o {apf(X,p) B Alglam =0
y = f(xp)

Est-ce la méme chose?
Rapport entre les deux?



Beau dessin

Reliez le premier point (1) d’un axe avec le dernier (12) de
I'autre, le deuxieme (2) avec I'avant-dernier (11), etc.
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tekening 1.ggb

Beau dessin

On relie (n,0) avec (0,13 — n), pourn =0,1,...,13.




Beau dessin

Ne pas confondre avec |'échelle




Beau dessin

Pour avoir vraiment I'enveloppe: nombre infini de droites




Beau dessin

On relie (x, 0) avec (0,13 — x) pour x € |0, 13]. Pourquoi 13 ?




Beau dessin

On relie (a, 0) avec (0,b) poura,b € [0,1];a+ b =1




Beau dessin : équation de I'enveloppe ?

y=—§x+b (bx + ay = ab)
1—a
y=—— x+1—a
1
y=(1—5)x+1—a
dy
%=O
1
EX—].:O
a=+x

et donc, par symétrie, b = [y (fenétre horizontale).
Commea + b = 1ona:[\/§+\/7= 1}




Beau dessin : quelle courbe ?

Nous avons supposé que a,b = 0.
Comment est le dessin si on laisse tomber cette supposition ?

Prenons donc+/x +/y = lou/x —{y =1ou—/x +y = 1.
(Cela suffit !)

Mettons au carré (deux fois):
x+yx2yxy=1
T2\ xy=1—x—y
4xy =1+ x% + y% + 2xy — 2x — 2y
2x + 2y =x%2—-2xy+y?+1
2x+y)=(x—y)? +1
[2v=u2+1]

Parabole!




Beau dessin : quelle courbe ?
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Beau dessin : quelle courbe ?



Beau dessin : transformation affine
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Beau dessin : version Durer

Durer 1525
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Beau dessin : version Durer
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'échelle

On relie (a, 0) avec (0, b) tel que a® + b* = 1.



ladder.ggb

'échelle : équation de lI'enveloppe ?

V1 —a?

y = — x++1—a?

=0
a’V1 — a?

a=3/x
et par symétrie b = i/y.

2 2
Enveloppe :[ x3+y3=1 ]




'échelle : équation de lI'enveloppe ?

Pour une échelle de longueur L :
2 2 2

enveloppe x3 + y3 = Ls.

Exercice

Longueur de la plus longue échelle que
I'on peut transporter horizontalement
par un coin entre deux couloirs de

largeursu env ?

Le point (u, v) doit étre sur I'enveloppe
2 2 2
x3 + y§ = I3
3

donc L = (u§ + vg)z.



'échelle : quelle courbe?

2 2
x3+y3=1

Parameétrisons

1
{xE = cost {x = cos3t

1 @S
yz =sint Y =Sl




Epi- et hypocycloide
|

pr=t
ar =t ¢
t B+t=—+t¢t
a—t=——t _ T
r 1+7r
1—r = t
= t r ,//
T v L
/ 9 -

@)=
o
o

M{xz(l—r)cost N{x=(1+r)cost
y=(1—-r)sint y=(1+7r)sint

x=(1—r)cost+rcos%t x:(1+r)cost—rcos%t
P _
y=(1—r)sint—rsin¥t y:(1+r)sint—rsin%t


epi hypo.ggb

Hypocycloide r = %

‘

x=(1—r)cost+rcoslr;rt
Piyz(l—r)sint—rsin%t
. L o5 3t
P{x 4cost+4cos
3 1
\yzzsmt—zsm%
Raté ?

3 1 3 1
* ~cost +-cos 3t =Zcost+z(4cos3t—3cost) = cos3 t

3 1. 3 1, . . .
. Zsmt—;sth=Zsmt—z(351nt—4sm3t)=51n3t

Non, c’était bon.



Le milieu de I’échelle
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ladder midden.ggb

Double enveloppe

1-m

{

x=(1—m)cost
y =msint




Calculer ou voir le mouvement?

Mouvement instantané




La porte du garage




La tasse de café: regardez !




La tasse de café: regardez !




Caustique

Leonardo da Vinci (16° siecle), Christiaan Huygens (17¢ siecle),
Joh. Bernoulli (fin 17¢ siecle)...
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Caustique | Foux

Joh. Bernoulli, Caustica circularis radiorum
parallelorum




Autres caustiques
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La tasse de café : quelle courbe ?

Epicycloide (r = 1/2)
« néphroide »



epi hypo.ggb

La tasse de café : quelle courbe ?

Epicycloide (r = 1/2)
« néphroide »




'équation de I'enveloppe?

1 il
y=tan2t(x— )

2cost




'équation de I'enveloppe?

1
= tan 2t —
Y an (x 2 COS t)

Dans l'autre sens

B 1 N 1
x_tanZty 2 Ccost
ax_
ot
y = sin3 ¢
B 1 B 1
X = tan Ztsm 2cost

— = COS > COS



La tasse de café : néphroide ?

( B 1+7r
<x—(1+7")cost—‘rcos ” t {x=1,5cost—0,5COS3t

1+7r y=15sint —0,5sin3t "’
r

\y=(1+r)sint—rsin t



Démonstration:la caustique dans la
tasse = néphroide

Le rayon réfléchi passe par P!



Démonstration:la caustique dans la
tasse = néphroide

Z

Rayon réfléchi est tangente?
/]

Coeff. Ang. (rayon réfléchi) = tan 2t
v
_— Coeff. Ang (tangente en P) =7??




Démonstration: la caustique dans la
tasse = néphroide

{x = 1,5cost — 0,5 cos 3t
y = 1,5sint — 0,5sin 3t

d
coeff. ang. (tangente en P) = é

dy
_ dt
dx
dt
1,5cost — 1,5 cos 3t
- —1,5sint + 1,5sin 3t
cost — cos 3t

— sint 4+ sin 3t

2sin2tsint .
= (Simpson)

"~ 2cos2tsint
= tan 2t.



Voir le mouvement

Rotation instantanée

@)=
o







Exercice : fontaine ou ballistique ?

« parabole de sUreté »
Torricelli, De motu projectorum, 1644
Coeff. ang. a

( t
X =
\/(1+a2)
<
y = at _gtz
" V1+4a%z 2



fontein.ggb

Exercice : fontaine ou ballistique ?

( Y= t
_\/(1+a2)

at gt?

VT Vit 2

Eliminer t
gx%(1 + a?)
2

y = ax —

dy

_=0

da
x —gax® =0

1

Parabole!



Exercice : fontaine ou ballistique ?

g=9.81m/s"2 \L Parabolic Envelope

Parabolic/Trajectory




Applicable a 'économie

« The envelope theory »

(Optimisation en micro-économie.)



A

Deux variables

() — ( —
V=M oy mmpam—y |F2m) =0
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Plusieurs versions: équivalentes ?

| Courbe des points d’intersection de lignes infiniment

proches
T Courbe tangente a toutes les lignes de la famille

B Bord de la région (de 'union des lignes de la famille)

F(x,ym)=0
D a_p_o

om



?

lentes

équiva

rsions:

h

’.. D >
& ~ /ﬂ'lw
. - - .
..,...,...» — e =

} .7//’4"1 "-.\v‘\\\\\
/W. L DR
. R e

——
- e




Plusieurs versions: équivalentes ?

| ?
T?
B?
D?

y —t3 =3t?(x — t)


raakl x^3.ggb

Plusieurs versions: équivalentes ?

x?+y%—sin’t =0

C’est quoi?
| ?
T?
B~
D?



Sujet accessible ?

On n’est pas obligé de tout faire.
Les idées sont accessibles (intersection — fenétre).
Eviter la théorie générale.

Les calculs peuvent bien souvent étre évités
...par de belles idées

...auxquelles les éleves ne pensent pas.



Invitation: UITWISKELING 30 ans

Venez fétez avec nous !

www.uitwiskeling.be
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