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 En 1990 : distance focale, chambre noir...

 En 2016 : images digitales

 Transformer l’échelle des gris

 Histogrammes sur l’écran d’un appareil photo

 Cacher une image dans un autre

 Compression d’une fractale

 Compression fractale d’une image quelconque





[...]



















High Dynamic Range











Chaque niveau de gris est un nombre de 0 à 255.

1 octet = 8 bits, 8 fois 0 ou 1 (par exemple 01000111)

Il y a donc 28 = 256 possibilités.

0 = noir ; 255 = blanc

Une image digitale est donc une matrice de 

nombres naturels de 0 à 255.

Le nombre de pixels est le produit des dimensions de 

cette matrice.



(𝑖, 𝑗) ⟼ 𝐴𝑖𝑗



(𝐴: 𝑛 × 𝑛)

𝐴′𝑖𝑗 =𝐴𝑖𝑗

Lena

𝐴𝑛+1−𝑖, 𝑗





Photo couleur : trois matrices de nombres entre 0 

et 255 : rouge, vert, bleu.  Ou matrice de triplets.

(0, 0, 0) : noir

(255, 0, 0) : rouge

(0, 255, 0) : vert

...

(255, 255, 255) : blanc













Quelle transformation l’image du caméraman 
a-t-elle subi ? 



Simplifions

0 discret (naturels)          255

0 continu (réels) 1



Plusieurs représentations d’une même 
transformation 𝑇.



Encore la même transformation.

𝑇 𝑥 = 𝑥2



Une autre transformation. 

Formule ? 

Interprétation ?

négatif

𝑇 𝑥 = 1 − 𝑥



𝑇 𝑥 = 0,5𝑥 + 0,25

Quelle est l’image de l’échelle standard ?

Quelle est l’effet sur une image ?

diminuer le contraste



𝑇 𝑥 = 0,5𝑥 + 0,25



Comment augmenter le contraste avec une 
fonction du premier degré ?

𝑇 𝑥 = 2𝑥

Problème : on sort de [0, 1].

𝑻∗ 𝒙 = ൞

𝟎 (𝑻(𝒙) < 𝟎)

𝑻 𝒙 (𝑻 𝒙 ∈ 𝟎, 𝟏 )

𝟏 (𝑻 𝒙 > 𝟏)

𝑇 𝑥 = 2𝑥 − 0,5



𝑇 𝑥 = 4𝑥 1 − 𝑥

Quelle est l’image de l’échelle standard ? 



𝑇 𝑥 = 4𝑥(1 − 𝑥)

Quel est le problème ?

𝑇 n’est pas inversible. 



L’importance de l’inversibilité...



Réduire le contraste sans perdre le noir et le 
blanc



𝑇 𝑥 = ൞

0,5𝑥, (0 ≤ 𝑥 < 0,4)
3𝑥 − 1 (0,4 ≤ 𝑥 < 0,6)
0,5𝑥 + 0,5 (0,6 ≤ 𝑥 ≤ 1)

Effet sur l’image ?

Plus de contraste dans les gris

Moins de contraste dans les ‘blancs’ et les 
‘noirs’

Inverse ?



𝑇 𝑥 = ൞

0,5𝑥, (0 ≤ 𝑥 < 0,4)
3𝑥 − 1 (0,4 ≤ 𝑥 < 0,6)
0,5𝑥 + 0,5 (0,6 ≤ 𝑥 ≤ 1)

𝑇−1 𝑥 =

2𝑥 (0 ≤ 𝑥 < 0,2)
1

3
𝑥 +

1

3
(0,2 ≤ 𝑥 ≤ 0,8)

2𝑥 − 1 (0,8 ≤ 𝑥 < 1)















sous-exposé OK surexposé



𝐻 + 𝐾 ∗



Remarquons...

Pourquoi ?

1

2
⋅ 𝐻 + 𝐾 ∗



1 − 𝑡 𝐻 + 𝑡𝐾

𝑡 = 0,
1

4
,
1

2
,
3

4
, 1



Pour détecter les différences



Soustraire la deuxième dérivée : መ𝑓 = 𝑓 − 𝑓′′

On est dans le plan :

Laplacian au lieu de 𝑓′′







Retournons aux entiers

0 discret (naturels)          255

0 continu (réels) 1



Différences ?



On applique 𝑇 𝑥 = 𝑥 mod 4. Resultat : 



Chat : seulement 2 bits par 
pixel

(00, 01, 10, 11)

On remplace les deux 
derniers bits par ceux du 
chat.

𝑇 𝑥 = 𝑥 mod 4 les deux 
derniers bits, ceux du chat

Explication



En réalité, ce ne sont pas des chats que l’on 

cache.

Exemple

Cinéma : on cache dans le film le nom de la 

salle et la date.

Copie illégale : on peut savoir où et quand elle a 

été faite.



Une image de 1712 x 2560 pixels, ça prend 
combien de place ? (Sans compression)

1712 ⋅ 2560 ⋅ 3 ⋅ 8 bits = 105 185 280 bits

En mégaoctets ?

1Mo = 220octets = 223bits

Donc :
105 185 280

223
= 12,54 Mo



Compression fractale (Michael 
Barnsley, vers 1990)

Compression par ondelettes         
(jpeg2000, Ingrid Daubechies)

Autres...



Image 100 fois plus petite



Triangle de Waclaw Sierpienski

Exploitons l’auto-similitude !

Pour simplifier, nous 

travaillons dans le plan 

euclidien au lieu de dans 

une matrice de pixels.

Nous ne distinguons que 

le noir et le blanc (pas 

de gris).



Trois homothéties se répètent

 

ቊ
𝐹1 = 𝐹

)𝐹𝑛+1 = ℎ1 𝐹𝑛 ∪ ℎ2 𝐹𝑛 ∪ ℎ3(𝐹𝑛

Système de fonctions itérées



 𝒉𝟏 ∶
𝒙
𝒚 ⟼

𝟏

𝟐
𝟎

𝟎
𝟏

𝟐

⋅
𝒙
𝒚 + −

𝟏

𝟒

𝟎
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𝟎
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 𝒉𝟑 ∶
𝒙
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𝟏

𝟐
𝟎

𝟎
𝟏

𝟐

⋅
𝒙
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𝟒

.



Et si on part d’une autre figure initiale ?



Et si on part d’une autre figure initiale ?



La figure initiale n’a pas d’influence sur la 
fractale (limite).



Théorème du point fixe (Stefan Banach)

Chaque contraction a un point fixe.

Itération : la limite est ce point fixe.

Théorème du collage (Michael Barnsley)

Une union de contractions du plan est une 

contraction dans l’espace des figures 

compactes, pour la métrique de Hausdorff.



Quelles contractions ?

(0, 0)(−1, 0)

(0, 1)



Quelles contractions ?

 𝒇𝟏 ∶
𝒙
𝒚 ⟼

𝟏

𝟐
𝟎

𝟎
𝟏

𝟐

⋅
𝒙
𝒚

 𝒇𝟐 ∶
𝒙
𝒚 ⟼

𝟏

𝟐
𝟎

𝟎
𝟏

𝟐

⋅
𝒙
𝒚 + −

𝟏

𝟐

𝟎

 𝒇𝟑 ∶
𝒙
𝒚 ⟼

𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎

⋅

𝟏

𝟐
𝟎

𝟎
𝟏

𝟐

⋅
𝒙
𝒚 +

𝟎
𝟏

=
𝟎 −

𝟏

𝟐
𝟏

𝟐
𝟎

⋅
𝒙
𝒚 +

𝟎
𝟏

(0, 0)(−1, 0)

(0, 1)



Regardons le résultat (IFS Construction Kit)





Autre exemple : le tapis de Sierpinski

Combien de contractions ? 8





Fractales dans la nature : fougères, choux-fleurs, 
nuages, feuilles...



J’ai essayé pour la fougère (IFS Construction Kit).



J’ai essayé pour la fougère (IFS Construction Kit).





Jusqu’ici j’ai compris.

Ce qui suit : pas vraiment.
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Maths et néerlandais, d’une pierre deux coups :

Abonnez-vous à UITWISKELING !


