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Balade avec Pikachu

Un Pokémon débarque sur le terrain des mathématiques!

Pikachu se balade en faisant des bonds
@ en passant d'une hyperbole a une droite et inversément,

® en se déplacant paralléelement aux axes du repére
alternativement.
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position initiale sur I"hyperbole ?

©® Le nombre de rebonds est-il toujours égal a 87



Sur le terrain
des fonctions
Rebonds de
courbe en
courbe

Y. Haine, E.
Moitroux

Quelques
questions

Solution

Involution
SonHs

Extensions

Définition
Exemple

Extensions

Questions

@ Aprés 8 rebonds, Pikachu revient-il exactement a son point
de départ?

® Revient-il toujours au point de départ quelle que soit sa
position initiale sur I"hyperbole ?

©® Le nombre de rebonds est-il toujours égal a 87

@ Peut-on remplacer cette hyperbole par une autre hyperbole
ou le graphique d'une autre fonction 7
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de départ?

® Revient-il toujours au point de départ quelle que soit sa
position initiale sur |'hyperbole ?
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pour tout x du domaine de définition de f; £, £I3]

cad pour tout x # —1,0,—1.
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Conclusion

Supposons que Pikachu est sur le graphique de la fonction

_1+x
T 1-—x

f(x)

Il effectue un parcours en boucle en 8 bonds a partir de
n'importe quel point du graphique d'abscisse x # 0,1, —1

car fl(x) = x sur R\ {0,1, —1}.
4

BRI
4
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e Le nombre de rebonds est toujours pair, soit 2n.
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Questions

@ Peut-on remplacer cette hyperbole par une autre hyperbole
ou le graphique d'une autre fonction ?

® Peut-on changer le nombre de rebonds?
e Le nombre de rebonds est toujours pair, soit 2n.

e On doit donc rechercher une fonction f telle que

flrl(x) = x,n > 2
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Conséquences
e f est une involution de E dans E,
ssi f(x) = f(x), Vx € E.
e Dans un plan muni d'un repére orthonormé,

le graphique d'une involution est symétrique par rapport a
la droite d'équation y = x.
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f(x) = x est une involution dans R

f(x) = —x est une involution dans R
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f(x) = — est une involution dans Ry
X
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Quelques exemples

f(x) = x est une involution dans R

f(x)

—x est une involution dans R

1 . .
f(x) = — est une involution dans Ry
X

f(x)

Vr? — x2 est une involution dans [0, r]
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Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples de
base?

e Réfléchissons a partir du graphique d'une involution :



Sur le terrain
des fonctions
Rebonds de
courbe en
courbe

Y. Haine, E.
Moitroux

Quelques
questions

Solution

Involution
Exemples
Extensions

Définition
Exemple
Extensions

Extensions

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples de
base?

e Réfléchissons a partir du graphique d'une involution :

@ Translation selon un vecteur paralléle 3 la 1re bissectrice :

f(x — a) + a est une involution
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@ Translation paralléle a la 1re bissectrice



Sur le terrain
des fonctions
Rebonds de
courbe en
courbe

Y. Haine, E.
Moitroux

Quelques
questions

Solution

Involution
Exemples
Extensions

Définition
Exemple
Extensions

Extensions

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples ?

o Réfléchissons a partir du graphique d'une involution f :

@ Translation paralléle a la 1re bissectrice

® Symétrie centrale par rapport & I'origine O du repére :
—f(—x) est une involution.
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Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples ?

o Réfléchissons a partir du graphique d'une involution f :

@ Translation paralléle a la 1re bissectrice

® Symétrie centrale par rapport & I'origine O du repére :
—f(—x) est une involution.

© Homothétie de centre O et de rapport k # 0 :
k f(%) est une involution.

Ces transformations conservent la 1re bissectrice et le
parallélisme aux axes du repére.

Par conséquent, une boucle effectuée en passant par le
graphique de f est transformée en une boucle relative a
I'une des nouvelles fonctions.
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Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples de
base ?

e Réfléchissons a partir d'une propriété des involutions :
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Exfenaions Si f est une involution dans E et

si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog! est une involution dans F.
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Démonstration :

F o F(x)

pour tout x € F :
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Si f est une involution dans E
et si g est une bijection de E dans F,

alors F=gofog™

1 est une involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :

F o F(x)

=gofog™

1

og o fogl(x)
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Si f est une involution dans E

et si g est une bijection de E dans F,
alors F = gofog™! est une involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :

F o F(x)

1

=gofogltog o fogt(x)

—gofofog(x)



Sur le terrain
des fonctions
Rebonds de
courbe en
courbe

Y. Haine, E.
Moitroux

Rebonds

Quelques
questions
Solution

Extension
Involution
Exemples
Extensions

n-involution
Définition
Exemple
Extensions

Propriété

Si f est une involution dans E
et si g est une bijection de E dans F,

alors F=gofog™

1 est une involution dans F.

Démonstration :

F o F(x)

=gofog!

pour tout x € F :

og o fogl(x)

—gofofog(x)

=gog '(x)

X
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o f(x)
° g(x)

= a — x : involution dans R.
= ¥/x : bijection dans R.

Exemple 1
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f(x) = a— x : involution dans R.

g
F

(x) = ¥/x : bijection dans R.
(x) =gofogi(x)= 3/(a—x3):involution dans R.
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e f(x) = a— x : involution dans R.
e g(x) = x3 : bijection dans R.

Exemple 2
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Exemple 2
e f(x) = a— x : involution dans R.
e g(x) = x3 : bijection dans R.
o F(x)=gofogl(x)=(a— ¥x)3:involution dans R.
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Cas déja envisageés :

Quelques e Pikachu fait une boucle en 4 bonds en passant du
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Cas déja envisageés :

e Pikachu fait une boucle en 4 bonds en passant du
graphique d'une involution a la 1re bissectrice...

e Dans le ler exemple : Pikachu fait 8 bonds entre la 1re
bissectrice et le graphique de f telle que

14 — identite.
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e Existe-t-il d’autres n-involutions ?
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Exemple

Existe-t-il d'autres n-involutions?

Comment en générer?
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Peut-on générer d'autres n-involutions a partir de cet exemple ?

o Réfléchissons a partir du graphique :
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Extension 1

Peut-on générer d'autres n-involutions a partir de cet exemple ?
o Réfléchissons a partir du graphique :

@ Translation selon un vecteur paralléle 3 la 1re bissectrice :
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Peut-on générer d'autres n-involutions a partir de cet exemple ?

uelques 2Ll ~ . N . .
aicatlons o Réfléchissons a partir du graphique :

Solution

@ Translation selon un vecteur paralléle 3 la 1re bissectrice :

Involution

Exemples
Extensions f‘(
X

Définition

_1+x
T 1-—x

Exemple
Extensions

translation de vecteur de composantes (a, a)

— R
1_(X_a)+a,a€
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Extension 1

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples ?

o Réfléchissons a partir du graphique d’une n-involution f :

@ Translation paralléle a la 1re bissectrice
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Extension 1

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples ?

o Réfléchissons a partir du graphique d’une n-involution f :

@ Translation paralléle a la 1re bissectrice

® Symétrie centrale par rapport & I'origine O du repére :
—f(—x) est une n-involution.
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Extension 1

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples ?

o Réfléchissons a partir du graphique d’une n-involution f :

@ Translation paralléle a la 1re bissectrice

® Symétrie centrale par rapport & I'origine O du repére :
—f(—x) est une n-involution.

© Homothétie de centre O et de rapport k # 0 :
k f(%) est une n-involution.

Ces transformations conservent la 1re bissectrice et le
parallélisme aux axes du repére.

Par conséquent, une boucle effectuée en passant par le
graphique de f est transformée en une boucle relative a
I'une des nouvelles fonctions.
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Extension 2

Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples de
base ?

e Réfléchissons a partir d'une propriété des n-involutions :
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o Peut-on générer d'autres involutions a partir de ces exemples de
by
questions base ?

Solution

e Réfléchissons a partir d'une propriété des n-involutions :

Involution
Exemples
Extensions

Propriété

Définition

Exemple Soit n un naturel > 2.
Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,

alors F = gofog™! est une n-involution dans F.
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Extension 2

Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :
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Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :

o Fll(x)
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Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :
o Fll(x)

o:gofog_l

ogofogt...gofog togofogl(x)
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Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :
o Fll(x)

o:gofog_l

1 1

ogofog™
e =gofof---ofog7(x)

flnl

...gofogtogofogt(x)
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Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :

o Fll(x)
o =gofoglogofog...gofog togofogt(x)
e =gofof---ofog7(x)

flnl

« =gog '(x)
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Propriété

Soit n un naturel > 2. Si f est une n-involution dans E et
si g est une bijection de E dans F,
alors F = g o fog™! est une n-involution dans F.

Démonstration : pour tout x € F :

o Fll(x)
o =gofoglogofog...gofog togofogt(x)
e =gofof---ofog7(x)

flnl

e =gog }x)
e — X
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1+x
1—x

Exemple

. 4-involution dans R\{1,0, —1}.
= ¥/x : bijection dans R
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Exemple

1
X : 4-involution dans R\{1,0, —1}.

f(x) = 1

g(x) = ¥/x: buectlon dans R
3
F(x)=gofog(x) =y 7?:; :

4-involution dans R\{1,0,—1}.
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Exemple
1+x
o f(x) = T : 4-involution dans R\{1,0, —1}.
o g(x)= Ix: bUectlon dans R

1+ x3
F(x)=gofog }(x)=7{
° F(x)=gofog (x) s
4-involution dans R\{1,0,—1}.

y o
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Soit n un naturel > 2.

Extension

Invelution Si f est une n-involution dans E,
Exemples . .
Extensions alors F(x) = flKl(x), k = 2,...n est une n-involution dans E.
n-involution
&finition P
Exemile Dém : pour tout x € E, on a

Extensions F [n] (X)
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Extension 3

Propriété

Soit n un naturel > 2.

Si f est une n-involution dans E,

alors F(x) = flKl(x), k = 2,...n est une n-involution dans E.

Dém : pour tout x € E, on a
Flnl(x)
= fl o flk o fIK(x) (n "facteurs" égaux a flK])
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Propriété
Soit n un naturel > 2.

Si f est une n-involution dans E,
alors F(x) = flKl(x), k = 2,...n est une n-involution dans E.

Dém : pour tout x € E, on a

Flnl(x)

= flkl o fl o . FIK(x) (n "facteurs" égaux a fIK)
= flrl o £l o . f[”](x) (k "facteurs" égaux a fI)
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Propriété

Extension 3

Soit n un naturel > 2.
Si f est une n-involution dans E,
alors F(x) = flKl(x), k = 2,...n est une n-involution dans E.

Dém : pour tout x € E, on a

Flnl (x)
— flkl o fIKl &

— flnl 5 flnl o

=X

fIkl(x) (n "facteurs" égaux a fIK)
f["](X) (k "facteurs" égaux a fI)
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_ 1+ x

= : 4-involution.
1—x

* f(x)

1
o BI(x) = ;<—+1 - 4-involution.

Exemple
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4 4-involutions !

Donc f, f121, fBI et I'identité forment un groupe pour la
composition.
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Groupe a n éléments

Conséquence

Soit n un naturel > 2.

Si f est une n-involution,

alors f, fof, ..., fI"~1 et I'identité forment un groupe a n
éléments pour la composition.

On a £l o Ul — f(i+j) mod n
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v.Haine . Cherchons une 3-involution parmi les fonctions
Moitroux homographiques :

Rebonds f(x) = ib

Tt ox +d

Solution

Extension f(x) xth

N * Terminé
nvolution sverd

Ereevicns () - (b o= (eg) 1) b (preraeaed)

n-involution

Définition b- c+d2+d+1)- e xthe o (2- dr1)+d3

Exemple solve (f(f(ﬂx))):x,b,c,d)

Extensions

| b=x-(c18-x+c17-1) and c183-x3+3- €17+ c182- x2+3- c172: 18- x+€173%0 and c=c18

’(c152+c15+1)
and d=c17 or b=——— and ¢=c16 and d=c15 and c15" (c152+3* t:15+3)¢’1&
clé
d2+d+1
PRl
o
fZ(x): ——— * Terminé
cexhd

£2(e2(e2())) » <A
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Extension f(X) —
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Extensions

: 3-involution

oo Posonsc=1letd=0:
Exemple
Extensions

-1
f(x) = : 3-involution
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Groupe de 3 éléments

x—1

o A(x) =f(x) =

X
-1

x—1

o fa(x) = FBI(x) = x

o fH(x) = f[2](x) =

L [AlR]s]
AR
AR
AL

Conséquence

Si f est une 3-involution,
alors f, f o f et I'identité forment un groupe a trois éléments
pour la composition.
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Bonne chasse aux Pokémons !

Merci pour votre attention et votre participation active qui a
permis de compléter la présentation faite au congres!
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