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Parabole et chainette

Parabole Devoir a remettre a la fin de I'exposé
¢ ¢
‘z f A quelles distances mettre les perles?
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Parabole et chainete

o La chainette a la forme du graphe de la fonction

eX 4 =X cosh (x)
coshx =
2
U \\/j S
Essayons |
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Dans le manuel

o Définition de la fonction cosh

o Explication: une corde ou chaine suspendue en deux points prend la forme du

graphe de cosh, c’'est pourquoi on I'appelle chainette.
o Applications en architecture: stabilité de la chainette retournée

o Exercice



Dans le

3. 1.3 De kettingliynthe
De kettinglijntheorie
. -8 ‘,
Hiernaast zie je de & met vergelyh _,:' :' s | 14
Het is de grafiek van een functie die de #
cosinushyperbolicus wordt genoemd en die wordt
voorgesteld door cosh: { s
cosh == 38 {zie ook opdracht 20} \ .:

M.b.v. de wetten van de fysica kan aangetoond worden

dat een slop touw of een ketting, cpgehangen aan twee

punten, dezelfde vorm aanneemt als deze grafiek. ' ! o
Mea noemt die kromee daarom ook de kettinglijn. e L8 §

Deze b heett een belende toepassing in de

orchitectuss, woor men gebruik maokt von de

kettinghijntheorie. Deze stelt dat een boog het stevigst is, wanneer hij gebouwd wocdt
als een omgekeerde hangende ketting.

Op een hangende ketting werken namelijk alleen trekkrachten, in de richting von de
ketting. Keer je die ketting om, dan zullen in de boog elleen drukkrochten bestoon, Bs
een boog die niet de kettingliyn als vorm heeft, bestaan er naost die drukkrachten ook
buiten- of binnenwaortsgerichte krachten, die ervoor kunnen zorgen dat de boog
mettertijd scheurt

+ Eenvan de oudste constructies waarin dit
principe blijkbaar gebruikt werd, 20ader de
kundige formules erachter, dateert uit
de 3e eeun: ten ruiden van het huidige
Bagdad vind je restanten van wat ooit een
indrukmekkend palels was in de
tige stad Ctesiph

Opvallend doachij 15 de overdekte hal, die
meer dan 25 mater breed is en ongeveer
S0 meter lang.

De vorm van de boog is een bijna perfecte kettinglijn, wat meteen een verkdanng
kan zijm voor het feit dot hij mog steeds overeind stoat.

Een von de eersten die de wiskunde ochter de kettinglijn bestudeerde, wos de
Engeise natuwurkumdige en architect Kovert fooke. in 1073 pubiaceerde ny et
Latiynse amagram Ut pendet contineum flexile, sic stabit contiguum rigidum
imversum’, wot 7ovee! betekent als ‘zools de ketting bangt, zo moet de boog
ompekeerd stasn',

De Engelse architect Christopher Ween vond inspitatie in de bevindingen van Hooke
bij de bouw van de koepel van St. Poul’s Cathedsol (Londen, eind 17¢ eeuw), De
tussenkoepel heeft de vorm van een kettinglijn en draagt de lantaarn bovenop de
kothedrao! (zie hietonder).

« De Cotalaanse architect Antoni Gaudi gebraikte de kettinglijn onder meer in 2ijn
ontwerp vao de Sagrada Fomilic in Barcelona, Hij maakte hiervoor toumconstructies |
die dan als (ondersteboven) model dienden voor de gewelven,

)
A m

structies mookt men gedruik van de formules die
wetungiynen deschryven. {o dyvoorbeeid in de i¥Z m hoge Gateway Arch in
St Louis in de Verenigde Staten, een symbolische poort naor het Westen van het

hedendocgse bosgconst

continent.

W e zen Isel aoabreagt
roals op de foto, dan is de vergelijhing
van de centrale boog

y=20,96 « (cosh(0,9

X on y gegeven ijn in meter.

Verwerking

Om een vootpad of te bakenen
worden kettingen tussen poaltjes,
50 cm hoog en op 2 m van elkaar,
gehangen, Op het laogste punt
hangen de kettingen 20 cm boven
de grond,

Kiezen we een assenstelsel 20als op
de figuur, dam s een vergelyking
van de ketting ven de vorm

X
y=a-cosh—metxen ylam
]

Betekenaen b

snefheden oplossen

— wraagstukien over trilliagen 4 s | 3
oplossen
14
= rekenen met de hyperbolische 6 1S 18
functies

21

m



Dans le manuel

6

Om een voetpad af te bakenen

worden kettingen tussen paaltjes,
50 cm hoog en op 2 m van elkaar,
gehangen. Op het laagste punt
hangen de kettingen 20 cm boven
de grond.

Kiezen we een assenstelsel zoals op
de figuur, dan is een vergelijking
van de ketting van de vorm

X :
y=a-cosh—metxen yinm.
b

Bereken a en b.

Votre solution@




Dans le manuel

La solution du manvuel

X

= h=
y = acosho

(0;0,2) donne 0,2 = acosh0 = a

donca = 0,2

1
(1;0,5) donne 0,5 = 0,2 COShE

donc b = +0,638

o C'est facile. Commentairee

o La forme de COSH...



Hors du manuel

Par exemple :
oB sommet A (0,2)

et par B (3,4)




Hors du manuel




Hors du manuel

y = cosh x
Homothétie ;

X

~— = cosh—

a a

hx
= a cosh—

Y a

Translation verticale :

— acosh= +d
y = acosh—+d.




Hors du manuel

Visons juste |

Mes éleves :
« c'est pas des maths ca | »



cosh aanpassen aan ketting.ggb

Hors du manuel

o Parle point (0,2), donc 2 =a +d;
o Parle point (3,4) donc 4 = acosh% +d.
o Substituons d = 2 — a dans la deuxieme égquation:

3
4 =qaqcosh—+2—a

eB

a -3 2 -1
Equation tfranscendante.
o GeoGebra: zéro de la fonction

a— acosh——a—2
a

o On trouve: a =~ 2,527

(2.52699, 0)

o et donc d ~ —0,527.

——

Nous avions o T 5 5 4 3 5
bien visé... 3
f(x) = x cosh (—) —x—2




Hors du manuel

— acosh> + d
y = acosh—

Et dans le manuel :

y = acosh.

Comparons leur solution avec la notre.



Hors du manuel

o Manuel; = ========- NouSs:

1.2 -1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12




Hors du manuel

Il s’agit de....

... garder la forme |




ET pourtant....

o Avec les paraboles, nous faisons bien souvent comme le manuel:

y = x2 > y=a x? (é’riremer T VGI’ﬂCCﬂ)
o) — xZ (X)Z 1 2 ( X )2
y y . \a a Vva

homothétie Etirement/compression horizontale

Etirement/compression verticale



ET pourtant...

o Avec les paraboles, nous avons fait comme le manuel:

y =x* -y =ax?* (éfirement vertical)

4 3 2 —'1 0 1 2

[etirement vertical [ étirement horizontal [ | homothétie
_1—



transf x².ggb

Et pourtant...

o Je dirais méme plus

oy = x1 —>y=“(£)q = al™x1 =( xl)q

a 1——

a 4
homothétie Etirement/compression horizontale

Etirement/compression verticale



ET pourtant

o Et les sinus alors ¢ a=18

y = asinbx 2




COSH en COS: méme chose a H pres

Qu’'est-ce que cosx ?

o Rapport de longueurs dans un triangle rectangle

Mais pour un angle obtus? Généraliser

Mais pour un argument complexe?

o Abscisse d'un point du cercle trigonométrique D

o Valeur d'une série convergente
) x? x* x®
osSxr=l-3Tm e




COSH en COS: méme chose af

Et coshx ?
= S P S S L S S

cosh x = et = —
2 1! 2! 31 41 51 6!
x% x* x® x% x* x®

coshx=1+2!+4!+6!... cosx=1—2!+4!—6!+-~

coshix = cosx cosix = coshx

d - e¥ —e™* - d _

—coshx = = sinh x —COSX = — sinx

dx 2 dx

fcoshxdxzsinhx+c jcosxdxzsinx+c



COSH et COS: méme chose a i pres

(cosh(t), sinh(t))




La longueur de |la chainette

On pend une chaine de 30 unités entre les points (—10,10) et (10, 10).
Pend-elle en-dessous de |'originee

¢ , 6
b: N~A...°.,7 » ’“.‘,;;4:,
4

Essayons !

-12 -10 -8 6 -4 -2 0

10

12



La longueur de la chainette

X1
X _X ea-|—2+e a
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0

~N
~
=
—
I
Q
()
o
9]
=
|
I
(N




La longueur de |la chainette

On pend une chaine de 30 cm enire les points (—10,10) et (10, 10).

Pend-elle en-dessous de |'originee

_ et
y = acosh—

Sommeft (0,a + d)

Longueur de sa moitié est 15 et passe par (10, 10). . 10
(
: . 8
) asmhg = b a = 6,164729 .. 6
10 d =-—6,21739 ...
10 = acosh; + d 4
\

Sommet (0,—0,052665)

-12 -10 -8 6 4 -2 0

10

12



Parabole et COSH par equ0d|ff

o Christicaan Huygens (17¢ siecle): avant les équadiffs




Parabole et COSH par eéquadiff

Morceau d'une chainette. '
Choix des axes.
Nofre morceau enfre 0 (0,0) et A(x, y).

Force de pesanteur G (x)
Forces de traction S et T(x), tangentes

S indépendante de x
Equilibre:

Th(X) =S T~
T,(x) = G(x)




Parabole et COSH par eéquation
differentielle f.

Equilibre:

Th(x) =S
T,(x) = G(x)

Graphe de quelle fonction f¢

ey (X)) G(x)
f(X)—Th(x)— S




Parabole et COSH par eéquation

differentielle

Premier cas

G(x) = kx
Donc
F) = ox

k
— 2
flx) = Tk +c
Remplir (0, 0)
k

— A2
T

Parabole |

"(x)

_ L) _GKx)

CTh(x) S




Parabole et COSH par eéquadiff

Deuxieme cas
Ty(x) G(x)

Th(X) B S

0 +

G(x) = kf()le +(F'®)" dt

re =5 [ 1+ 0@y a

Fr00 = = 14 (F100)°

df' ) [k o
J [y J5 e

Une équadiff en f'(x) '

|




Parabole et COSH par equadiff

Deuxieme cas
Ty(x)  G(x)

Th(X) - S

F@x) =
afe (ko
fJ1+gx@) J5e

ln(f(x)+J1+(f(x)) )=Ex+c

k o
argsinh f'(x) = sxte Inly++1+ yz) = argsinh y

k X
f'(x)=sinh<§x+c> H““a;_____ O/

—

fa) =2 h(k ‘ >+d >
X) = —COS — X C
K S G ()




— dx

In <f’(x) + J 1+ (f'(0)°

k
argsinh f'(x) = Ex + ¢

f'(x) = sinh (gx + c)

_2 h i d
f(x)—Ecos <§x+c>+



Parabole et COSH par eéquadiff

Chainette retourné en architecture
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Gaudi, Casa Mila, Barcelona
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Parabole et COSH par equadiff

Chainette retourné en architecture

Ctesiphon, Irak, 4¢ siecle av. JC




Parabole et COSH par equadiff

Gateway Arch (St. Louis, Missouri, USA)
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Parabole et COSH par equadiff

T EQUILATERAL TRTANGLE
ko the centraid curve ot
the centroid point (x,¥).

Pas une chainette!

1

= + e ’ X
Y = 693.8597 (68.7672)C0SH(0.0100333)¥)

by William V. Thayer © 1993 PedLog Graph:







VOTre d e\/O”’. .. A quelles distances mettre les perles?

) o—0 000 0 °

\ ; V1+a?
\ S Ji+o@

’r \/1+25a2
ft V1 + 49q2

M“"‘"FU.V

\ o J1+ 2k + 1)2a?
® & o |
\ | ’.‘ Unité petite; a petit
\ /1 5a
' # : Bonne approximatione

\ (3d Peut-on suspendre en deux points
1 tt,,@; ' symétriques quelconques 2
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