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Le jeu « divide et impera »

Figure de départ

- -

Deux joueurs

Chacun son tour: relier deux épines (d’'une méme croix ou de deux croix

différentes), sans couper les lignes déja dessinées, et ajouter une croix.
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Le jeu « divide et impera »

'épine fléchée n’est pas utilisable...




Le jeu « divide et impera »

La ligne en pointillés est « la méme ».
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Ce n’est pas de la géométrie...




Essayons...




Qui gagne ?

Michel ?

Toujours ?

Pourquoi ?




Qui gagne 7

Pour y voir plus clair : inventaire Distinguons :
"= nombre de tours t = tours qui divisent une région (D)
= nombre d’épines non-utilisées e = tours qui rassemblent deux composantes (R).

= nombre de composantes connexes ¢

"= nombre de régions r




Qui gagne ?

# épines # composantes # régions
e c r

+ + 0 8 2 1
o 1 D 8 2 2
R 2 R 8 1 2
Tt 3 D 8 1 3
G/C@ 4 D 8 1 4
@ﬁ@ 5 D 8 1 5




Qui gagne ? Pourquoi ?

Qui gagne ? Le deuxieme joueur.

Toujours ? Oui, si on commence par deux croix.
Pourquoi ?
Chaque région contient au moins une épine non-utilisée.
A chaque moment: le nombre d’épines non-reliées: e = 8.
Il y a 1 tour R(assemblant); les autres sont D(ivisants).
Des que le nombre de régions r atteint e (= 8), ¢a ne va plus.
Il faut 7 tours D pour créer 8 régions.

Le dernier tour est donc le 8ieme




Partons de 3 croix

+ + +

Méme type de tableau. Si possible: généraliser pour n croix.
# épines # composantes # régions
e Cc r
0 12 3 1




Partons de n croix

+ -+ + +

Nombre de tours en fonctionden ?

# épines # composantes # régions
e c r
0 an n 1




Partons de n croix

# épines # composantes | #régions
e c r
0) In n 1

+ o+ o+ +

4+ + 1 R 4n n—1 1
+/|\+U — o+ 2 R an n—2 1
m + 3 D 4n n—2 2
'ﬁﬁ%j ot 4 D 4n n—2 3
Ethff?\% 5 R An n—3 3




Partons de n croix

Qui gagne ?
Le deuxieme joueur si n est pair. Le premier si n est impair.

Pourquoi ?
Le nombre e d’épines non-reliées reste 4n.

Le jeu s’arréte lorsqu’il y a 4n régions.

n — 1 tours rassemblants (R) pour relier les composantes.
4n — 1 tours qui divisent (D) les régions.

Total : 5n — 2 tours.




Partons de n croix

Invariant ?




Partons de n croix

Invariant ?

mm

—1
+
R In —1 n—1 1
+1 <:-
R In n—2 1
+1 :>+1
D 4n n—2 2
+1 :>+1
D an —1_—n-2 3
+1 <:-
R dn n—3 3




Partons de n croix

Invariant ?

t+c—r
Qui gagne ?

Le deuxieme joueur si n est pair. Le premier si n est impair.
Pourquoi ?

Audépart:t+c—r=0+n—-1=n-—1.
Le jeus’arrétequandc=1et r=¢e =4n

t+c—r=n—1 = tgernier t1—"4n=n—1 = tyernier = 5N — 2




Autres croix

Croix avec eq, €5, ... €, épines

Essayons. * X

Au fond, rien ne change ...

=1 €x prend la place de 4n.

Nombre de tours rassemblants : n — 1
Nombre de tours séparants : Y., e, — 1

Total n+ )} _1ex — 2

Donc: si m + Y11 e est pair, le deuxiéme joueur gagne; si impair, c’est le premier.




Autres croix

Croix avec eq, €5, ... €, épines

Au fond, rien ne change ...

Y. k=1 €k prend la place de 4n

Ou avec l'invariant:

t + ¢ — r estinvariant. Audébut: 0 + n — 1. Ala fin: tgerpier + 1 — Dr—1 €k

L'égalité donne tgerpier =M + D=1 €k — 2.




Sur un cylindre

Cylindre.

On n’utilise que I'extérieur.

Ou encore: transparent (dessiner sur I'extérieur ou sur l'intérieur, c’est la méme
chose).

Qu’est-ce que ca change au jeu?




Double cylindre

On ne passe pas par le bord. Transparent.

Maintenant, il y a une troisieme sorte de
tour, « tour topologique » (T), qui ne

sépare pas et ne rassemble pas.

Deux tours topologiques...




Représentation plane
Cylindre "

-t |~

Double cylindre
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Représentation plane

Si tu dis « le double cylindre, c’est un tore », tu n’as pas tort.




Double cylindre

On ne passe pas par le bord. Transparent.

Maintenant, il y a une troisieme sorte de
tour, « tour topologique » (T), qui ne

sépare pas et ne rassemble pas.

Deux tours topologiques...




Double cylindre : qui gagnhe ?

Si joueur 1 gagne dans le plan, il peut aussi gagner sur le tore.

Pourquoi?




Double cylindre : qui gagnhe ?

Si joueur 2 gagne dans le plan, il peut aussi gagner sur le tore.

Pourquoi ?

= Sijoueur 1 commence par un tour « normal » (R ou D), joueur 2 peut bloquer

les tours topologiques.

= Sijoueur 1 commence par un tourt Ir 2 joue le deuxieme

tour topologique.

Deux tours en plus, cela ne change pa.

Reste a démontrer que ceci est possible.




Double cylindre : qui gagnhe ?




Double cylindre : qui gagnhe ?




Double cylindre : qui gagnhe ?

Les deux tours topologiques ne « divisent » pas une région.
lls ne « déconnectent » pas le tore.

Le genre d’une surface connexe est le nombre maximal de courbes fermées

simples sans points communs que I'on peut tracer sans déconnecter la surface.

La sphere: genre 0. N < - ‘

Le tore: genre 1.




Quittons le jeu

Autres possibilités de surfaces,

en partant d’un carré dans la représentation plane?




Ruban d’August Ferdinand Mobius (1858)




Ruban de Mobius

Il n’est pas orientable.
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Bouteille de Felix Klein (1882)




Bouteille de Klein




Bouteille de Klein




Plan projectif




Et ca, c'est quoi 4 v—»\//v\\/ —

La sphere.




Le slip de Mdbius




bitore

Le




Classification des surfaces sans bord

Classification a homéomorphisme pres (bijection continue dont I'inverse est
également continue).




Classification des surfaces sans bord

Surface topologique:

* Chaque point a un voisinage homéomorphe a un disque.
= Connexe

= Compacte et sans bord (fermée)

Pas connexe !




Classification des surfaces sans bord

avec bord

&

sans bord o




homéomorphe

Classification des g¥Praces sans bord

Chaque surface (...) orientable ™~ une sphere ou une sphéere avec anses




Classification des surfaces sansk

Chaque surface (...) non-orientable

~ une sphere avec « bonnet crois€

L1 i
(2l A




Quelgues exemples




Combien d’anses ?

Bretzel, patisserie alsacienne.

Trois anses ?

Non deux % a




Caracteristique de Leonhard Euler (18¢s.)

Les surfaces (...) sont triangulables.

¥x=v—e+f (= #sommets — # aretes + # faces)

Vaut pour les triangles, mais aussi pour polygones.

Rapport avec le genre

" Orientable: y =2 — 2g

* Non-orientable: y =2 — g




Controlons cela

Xx=v—e+f

" Orientable: y =2 — 2g
" Non-orientable: y =2 — g

Sphere

y=3-3+2=2

2=2—-2g = g=0




Controlons cela

Xx=v—e+f

" Orientable: y =2 — 2g
" Non-orientable: y =2 — g

Sphere

x=1—-2+4+3=2

2=2—-2g = g=0




Contrélons cela

X:’U—e‘l'f

A
= Orientable: y =2 — 2g ‘

" Non-orientable: y =2 — g v

Tore
¥r=1-241=0




Contrdlons cela

X=v—e+f

= Orientable: y

= Non-orientable

ation of the torus.

FIGURE 6 The minimal triangul
I :

r=2-29 = g=1




Controlons cela

Xx=v—e+f

Eh‘rn
5%
Eh'rh
%

= Orientable: y =2 — 2g
* Non-orientable: y =2 —g

Bouteille de Klein
¥y=1—-24+1=0

0=2—-—9g > g=2




Co ntrolor{ , ﬂ______ e

= Orientable: y = 2\

= Non-orientable: )ﬂ\




Le jeu OXO sur differentes surfaces

x_ O] [0 x 0O

cylindre




Le jeu OXO sur differentes surfaces

X

X I Ve
O O o)fe

ruban de Mobius

X | X




Le jeu OXO sur differentes surfaces

tore




Le jeu OXO sur differentes surfaces

bouteille de Klein




Le jeu OXO sur differentes surfaces

plan projectif




Pacman sur un tore




Définition 1.1. (Topologie, ouvert). Une topologie sur un ensemble E est une partie 7 de
P(L) qui vérifie les propriélés suivantes :

1. 2e 7, Le 7.

2. Lintersection de deux éléments de 7 est un élément de 7.

3. La réunion (finie ou infinie) d’une famille d’éléments de .7 est un élément de 7 .

Un espace lopologique est un couple (E,.7) o & esl un ensemble el .7 une topologie sur L.
Les éléments de 7 sont appelés les ouverts, ou les parties ouvertes, de E.

EXEMPLE 1.2.

1. Sur un ensemble E, il existe toujours deux topologies « extrémes » : la topologie discréte
Ja = P(L) et la topologie grossiére 7; = {@,E}. Un espace muni de la topologie discréte
(respectivement grossiére) est dit discret (respectivement grossier).

2. Un ensemble & deux éléments E = {a, b} peut étre muni de quatre topologies différentes :

Te={o,t}, S ={g{d,t}, ZH={2,{blE}, Ja={9,{a}, {b},E}




‘abstrait

Du concret a

Introductions concretes aux sujets abstraits.
Symeétrie = groupes

Tangente, aire > dérivée, intégrale - limite

Géométrie, jeu = topologie




Ce que nous avons fait

= Jeu « divide et impera » dans le plan
" Jeu sur le double cylindre

= Représentations plane de surfaces

= Classification de surfaces

= Autre jeu: OXO
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