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RELIER DES POINTS 



𝑓: 0, 1, 2,… , 13 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 𝑡 − 3 cos
𝑡

2
, − sin 𝑡

Relier des points 



𝑓: 0, 1, 2,… , 13 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 𝑡 − 3 cos
𝑡

2
, − sin 𝑡

Relier des points 



𝑓: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 𝑡 − 3 cos
𝑡

2
, − sin 𝑡

Relier des points 



𝑓: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 𝑡 − 3 cos
𝑡

2
, − sin 𝑡

Relier des points 



Relier des points 

𝑔: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos(𝑡 + 𝜋) − 3 cos
𝑡+𝜋

2
, − sin(𝑡 + 𝜋)



Relier des points 

𝑔: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos(𝑡 + 𝜋) − 3 cos
𝑡+𝜋

2
, − sin(𝑡 + 𝜋)



Relier des points 

ℎ: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 10𝑡 − 3 cos 5𝑡, − sin 10𝑡



Relier des points 

ℎ: 0, 4𝜋 → ℝ2; 𝑡 ↦ cos 10𝑡 − 3 cos 5𝑡, − sin 10𝑡



LE VECTEUR VITESSE



Le vecteur vitesse ቊ
𝑥 = 8𝑡
𝑦 = 12𝑡 − 5𝑡2

(𝑡 en s; 𝑥, 𝑦 en m)

Parabole 𝑦 =
3

2
𝑥 −

5

64
𝑥2

Vitesse Ԧ𝑣 𝑡 =
d𝑥

d𝑡
,
d𝑦

d𝑡

= 8, 12 − 10𝑡



ቊ
𝑥 = 8𝑡
𝑦 = 12𝑡 − 5𝑡2

(𝑡 en s.; 𝑥, 𝑦 en m)

Parabole 𝑦 =
3

2
𝑥 −

5

8
𝑥2

Vitesse Ԧ𝑣 𝑡 =
d𝑥

d𝑡
,
d𝑦

d𝑡

= 8, 12 − 10𝑡

Grandeur de la vitesse

𝑣 𝑡 = 82 + 12 − 10𝑡 2

= 2 52 − 60𝑡 + 25𝑡2

Le vecteur vitesse



Le vecteur vitesse ቊ
𝑥 = 8𝑡
𝑦 = 12𝑡 − 5𝑡2

(𝑡 en s.; 𝑥, 𝑦 en m)

Parabole 𝑦 =
3

2
𝑥 −

5

8
𝑥2

Vitesse Ԧ𝑣 𝑡 =
d𝑥

d𝑡
,
d𝑦

d𝑡

= 8, 12 − 10𝑡

Pente de la tangente:

d𝑦

d𝑥
=

d𝑦
d𝑡
d𝑥
d𝑡

=
6 − 5𝑡

4

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡



QUELQUES FIGURES DE 
LISSAJOUS



JULES ANTOINE LISSAJOUS, physicien 19e siècle: combinaison de deux 

vibrations harmoniques.

Quelques figures de Lissajous



Une figure GeoGebra, plusieurs figures de Lissajous.

ቊ
𝑥 = sin 𝑎𝑡
𝑦 = sin(𝑏𝑡 + 𝑐)

Quelques figures de Lissajous



Quelques figures de Lissajous

Au travail !

(Activité 1)

ቊ
𝑥 = sin 𝑎𝑡
𝑦 = sin(𝑏𝑡 + 𝑐)

Choisir une des quatre 

figures de Lissajous et 

répondre aux questions.



Quelques figures de Lissajous

Corrigeons !
ቊ
𝑥 = sin 2𝑡
𝑦 = sin(𝑡 + 2)

Le point d’auto-intersection : sur l’axe des 𝑥, donc
sin 𝑡 + 2 = 0 ⇔ 𝑡 = 𝑘𝜋 − 2 𝑘 ∈ ℤ

Dans 0, 2𝜋 : 𝑡 = 𝜋 − 2; 𝑡 = 2𝜋 − 2.

Tangente verticale : 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 ⇔ 2cos 2𝑡 = 0

⇔ 𝑡 =
𝜋

4
+ 𝑘

𝜋

2
𝑘 ∈ ℤ



Quelques figures de Lissajous

Corrigeons !
ቊ
𝑥 = sin 𝑡
𝑦 = sin 3𝑡

Fonction du 3e degré?
𝑦 = sin 3𝑡
= sin 𝑡 + 2𝑡
= sin 𝑡 cos 2𝑡 + cos 𝑡 sin 2𝑡
= sin 𝑡 cos2 𝑡 − sin2 𝑡

+cos 𝑡 ⋅ 2 sin 𝑡 cos 𝑡
= 3sin 𝑡 cos2 𝑡 − sin3 𝑡
= −4 sin3 𝑡 + 3 sin 𝑡
= −4𝑥3 + 3𝑥



Corrigeons !

Quelques figures de Lissajous
ቊ

𝑥 = sin 𝑡
𝑦 = sin(𝑡 + 2)

Ellipse ?

𝑋 =
2

2
𝑥 − 𝑦

=
2

2
sin 𝑡 − sin 𝑡 + 2

= 2 cos 𝑡 + 1 sin −1
𝑌 = ⋯

= 2 sin(𝑡 + 1) cos 1
Éliminons 𝑡 :

cos2 𝑡 + 1 + sin2 𝑡 + 1 = 1

⇔
𝑋2

2 sin2 1
+

𝑌2

2 cos2 1
= 1

𝑋

𝑌



C’EST BIENTÔT PAQUES



C’est bientôt Paques

Commençons par un cercle de centre 

𝑂(0, 0) et de rayon 𝑎.

Prenons comme paramètre l’angle au 

centre 𝑡.

ቊ
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑎 sin 𝑡



C’est bientôt Paques

Comprimons les ordonnées 𝑦 d’un facteur 
𝑏

𝑎
. Nous obtenons une ellipse.

ቊ
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

Le paramètre 𝑡 n’est plus l’angle entre l’axe 

des 𝑥 et 𝑂𝑃.



C’est bientôt Paques

ቊ
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

Autre façon d’obtenir la même ellipse: 

cercles concentriques de rayons 𝑎 et 𝑏, 

puis le triangle rectangle orange.



C’est bientôt Paques

25-8-2022

Pour faire un œuf: excentrons le 

cercle de rayon 𝑎: nouveau centre 

𝐷 𝑑, 0 .

(FRITZ HÜGELSCHÄFFER, 1948)

Valeur maximale de 𝑑 pour que le 

petit cercle reste intérieur au 

grand?

𝑑 < 𝑎 − 𝑏



C’est bientôt Paques

Au travail !

(Activité 2)

Écrire des équations 

paramétriques pour l’œuf.



C’est bientôt Paques

Corrigeons !

ቊ
𝑥 = |𝑂𝐴| cos 𝑡
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

𝑂𝐴 = 𝑂𝐷′ + 𝐷′𝐴

= 𝑑 cos 𝑡 + 𝑎2 − 𝑑2 sin2 𝑡

Donc : 

ቐ
𝑥 = 𝑑 cos 𝑡 + 𝑎2 − 𝑑2 sin2 𝑡 cos 𝑡

𝑦 = 𝑏 sin 𝑡



C’est bientôt Paques

ቐ
𝑥 = 𝑑 cos 𝑡 + 𝑎2 − 𝑑2 sin2 𝑡 cos 𝑡

𝑦 = 𝑏 sin 𝑡



C’est bientôt Paques

ቐ
𝑥 = 𝑑 cos 𝑡 + 𝑎2 − 𝑑2 sin2 𝑡 cos 𝑡

𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

Si on élimine le paramètre 𝑡 :

𝑦2 𝑎2 − 𝑑2 + 2𝑑𝑥 = 𝑏2(𝑎2 − 𝑥 − 𝑑 2)
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C’est bientôt Paques

L’œuf de Hügelschäffer est la transformée de 
NEWTON des deux cercles.

En général 

Soient données deux courbes 𝑐 et 𝑑 ainsi qu’un 
système de coordonnées 𝑂, 𝑥, 𝑦 .

Une demi-droite variable d’origine 𝑂 coupe 𝑐 en 𝐴 et 
𝑑 en 𝐵. 

On considère le triangle rectangle 𝐴𝐵𝑃 avec 𝐴𝑃
parallèle à l’axe des 𝑥 et 𝐵𝑃 parallèle à l’axe des 𝑦. 

La transformée de Newton de 𝑐 et 𝑑 par rapport à 
𝑂, 𝑥, 𝑦 est le lieu de 𝑃.



C’est bientôt Paques

Autres exemples de transformées 

de Newton

La lemniscate de CAMILLE-

CHRISTOPHE GERONO (19e siècle)



C’est bientôt Paques

Autres exemples de transformées 

de Newton

La versiera de MARIA GAETANA

AGNESI (18e siècle)



C’est bientôt Paques

Autres exemples de transformées 

de Newton

L’œuf de WILLIAM ANTHONY

GRANVILLE (20e siècle)



LA CISSOÏDE DE DIOCLÈS



La cissoïde de Dioclès

Système de coordonnées (𝑂, 𝑥, 𝑦). 

Cercle de centre (𝑎, 0) et rayon 𝑎. 

Droite 𝑥 = 2𝑎.

Une demi-droite variable d’origine 

𝑂 coupe le cercle en 𝐵 et la droite 

en 𝐶.

Sur la demi-droite on prend le 

point 𝑃 à distance |𝐵𝐶| de 𝑂.

La cissoïde est le lieu du point 𝑃.



La cissoïde de Dioclès

𝜅 ƴ𝜄𝜎𝜎ο𝜍 = lierre



La cissoïde de Dioclès

DIOCLÈS (3e et 2e siècles av. J.-C.)

L’importance de cette courbe : la résolution avec règle, compas et cissoïde, 

du problème de la duplication du cube

Les trois problèmes classiques

◦ La quadrature du cercle

◦ La trisection d’un angle

◦ La duplication du cube



La cissoïde de Dioclès

DIOCLÈS (3e et 2e siècles av. J.-C.)

L’importance de cette courbe : la résolution avec règle, compas et cissoïde, 

du problème de la duplication du cube

Les trois problèmes classiques

◦ La quadrature du cercle

◦ La trisection d’un angle

◦ La duplication du cube



La cissoïde de Dioclès

DIOCLÈS (3e et 2e siècles av. J.-C.)

L’importance de cette courbe : la résolution avec règle, compas et cissoïde, 

du problème de la duplication du cube

Les trois problèmes classiques

◦ La quadrature du cercle

◦ La trisection d’un angle

◦ La duplication du cube

(impossible avec règle et compas (PIERRE LAURENT WANTZEL, 19e siècle)



La cissoïde de Dioclès

Au travail !

(Activité 3)

Choisir entre

◦ Équations paramétriques de la cissoïde

◦ Duplication du cube

25-8-2022



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

𝑂𝑃′ = 𝐵′𝐴 (Thalès)

= 𝐴𝐵 sin𝜑 (Δ𝐴𝐵𝐵′)

= 2𝑎 sin2 𝜑 (Δ𝐴𝐵𝑂)

𝑃𝑃′ = 𝑂𝑃′ tan𝜑 (Δ𝑂𝑃𝑃′)

= 2𝑎 sin2 𝜑 tan𝜑

Donc

൝
𝑥 = 2𝑎 sin2 𝜑

𝑦 = 2𝑎 sin2 𝜑 tan𝜑



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

൝
𝑥 = 2𝑎 sin2 𝜑

𝑦 = 2𝑎 sin2 𝜑 tan𝜑

Posons 𝑡 = tan𝜑

൞
𝑥 =

2𝑎𝑡2

1+𝑡2

𝑦 =
2𝑎𝑡3

1+𝑡2

𝑦

𝑥
= 𝑡. Substituons ça dans 𝑥 = ⋯.

𝑥 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑦2



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

Duplication du cube

Arête 𝑟 → arête 𝑟
3
2



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

𝑶𝑷′

|𝑷𝑷"|

𝟑

=
𝑥

𝑦

3

=
1

𝑡

3

Δ𝐴𝑃𝑃′ ∼ Δ𝐴𝐸𝑀 ⇒
𝒂

𝑬𝑴
=

𝑀𝐴

𝐸𝑀
=

𝑃′𝐴

𝑃𝑃′

=
2𝑎 − 𝑥

𝑦

=
2𝑎 −

2𝑎𝑡2

1 + 𝑡2

2𝑎𝑡3

1 + 𝑡2

=
1

𝑡3



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

Nous  avons démontré que

𝑂𝑃′

|𝑃𝑃′|

3

=
𝑎

𝐸𝑀
.

Faisons en sorte que cela soit 2.

Prenons 𝑃 tel que 𝐸 soit le milieu de [𝐷𝑀].

(Construire le milieu 𝐸 de [𝐷𝑀], couper 𝐴𝐸 et la 
cissoïde.)



La cissoïde de Dioclès

Corrigeons !

Nous  avons démontré que

𝑂𝑃′

|𝑃𝑃′|

3

=
𝑎

𝐸𝑀
.

Faisons en sorte que cela soit 2.

Prenons 𝑃 tel que 𝐸 soit le milieu de [𝐷𝑀].

Alors 
𝑂𝑃′

|𝑃𝑃′|
=

3
2

Construire un triangle semblable à Δ𝑂𝑃𝑃′ tel que 

l’arête 𝑟 corresponde à 𝑃𝑃′ . Alors |𝑂𝑃′|

correspond à 𝑟
3
2.



LA CYCLOÏDE



La cycloïde

La vache qui rit qui roule



La cycloïde



La cycloïde

Au travail !

(Activité 4)

◦ Équations paramétriques de la cycloïde

◦ La pente de la tangente



La cycloïde

Corrigeons !

Sans déraper : 

Arc 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵

𝑀 𝑟𝑡, 𝑟

𝑃 𝑟𝑡 − 𝑟 sin 𝑡 , 𝑟 − 𝑟 cos 𝑡

ቊ
𝑥 = 𝑟𝑡 − 𝑟 sin 𝑡
𝑦 = 𝑟 − 𝑟 cos 𝑡



La cycloïde

Corrigeons !

ቊ
𝑥 = 𝑟𝑡 − 𝑟 sin 𝑡
𝑦 = 𝑟 − 𝑟 cos 𝑡

Ça marche pour les autres quadrants

𝑀 𝑟𝑡, 𝑟

𝑃 ቊ
𝑥 = 𝑟𝑡 − 𝑟 sin(𝜋 − 𝑡)
𝑦 = 𝑟 + 𝑟 cos(𝜋 − 𝑡)



La cycloïde

Corrigeons !

ቊ
𝑥 = 𝑟𝑡 − 𝑟 sin 𝑡
𝑦 = 𝑟 − 𝑟 cos 𝑡

Pente de la tangente :

d𝑦

d𝑥
=

d𝑦
d𝑡
d𝑥
d𝑡

=
𝑟 sin 𝑡

𝑟 − 𝑟 cos 𝑡
=

sin 𝑡

1 − cos 𝑡



La cycloïde

GILLES PERSONNE DE ROBERVAL (17e siècle)

Considère que le cercle effectue en même 

temps deux mouvements

◦ Mouvement circulaire autour de son centre

◦ Mouvement linéaire horizontal



La cycloïde

GILLES PERSONNE DE ROBERVAL (17e siècle)

Considère que le cercle effectue en même 

temps deux mouvements

◦ Mouvement circulaire autour de son centre

◦ Mouvement linéaire horizontal

Ne pas déraper → vitesses au sol sont égales

Donc: vitesses ont même grandeur (disons 1)

Diagonale d’un losange

෠𝑃1 = 𝑡
Vecteur tangent au cercle :
−cos 𝑡 , sin 𝑡

Vecteur horizontal : 1, 0
Somme : 1 − cos 𝑡 , sin 𝑡

Pente : 
sin 𝑡

1−cos 𝑡
, la même !



MERCI !


