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@ Présentation du sujet

9 Quelques rappels de physique
e Etude phase par phase
@ Etude de la suite des vitesses
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Une petite sphére, initialement au repos, est située entre un mur et
une grande sphére en MRU en direction du mur.

Mur —
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Une petite sphére, initialement au repos, est située entre un mur et
une grande sphére en MRU en direction du mur.

Problématique : combien de chocs y aura-t-il en fonction de la
répartition des masses ?

Mur —
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,

@ se déplacent selon une droite horizontale.
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,
@ se déplacent selon une droite horizontale.

@ se déplacent sans frottement avec le sol.
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,
@ se déplacent selon une droite horizontale.
@ se déplacent sans frottement avec le sol.

@ respectent les principes des chocs élastiques lorsqu’elles
entrent en collision entre elles et avec le mur.
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,
@ se déplacent selon une droite horizontale.
@ se déplacent sans frottement avec le sol.

@ respectent les principes des chocs élastiques lorsqu’elles
entrent en collision entre elles et avec le mur.

@ ont des masses my et mp respectivement avec mp > mo.
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Présentation du sujet

Schéma
Contexte

Contexte

Nous considérons dans ce travail que les spheres S; et S,
@ se déplacent selon une droite horizontale.
@ se déplacent sans frottement avec le sol.

@ respectent les principes des chocs élastiques lorsqu’elles
entrent en collision entre elles et avec le mur.

@ ont des masses my et mp respectivement avec mp > mo.

@ ont des vitesses positives en se déplagant vers le mur et
négatives dans le cas inverse.
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Quelques rappels de physique

Rapport des
Choc élastique de

L'énergie cinétique

L'energie cinétique E, d'un corps de masse m et se déplacant a la

vitesse v est

1
E. = Emv2
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Quantité de mouvement
Choc élasti
Calcul résultantes

Quelques rappels de physique

Rapport des s
Choc élastique d avec le mur

Quantité de mouvement

La quantité de mouvement p d’un corps est le produit de sa masse
m par sa vitesse v. On a :

Ty
Il
3
<t
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Quelques rappels de physique

Choc élastique

Dans un choc élastique, il y a conservation
@ de la quantité de mouvement totale p'= p1 + p»
o et de I'energie cinétique totale Ex = Ex1 + Exo

du systeme a tout instant.
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Quelques rappels de physique

Choc élastique

Dans un choc élastique, il y a conservation
@ de la quantité de mouvement totale p'= p1 + p»
o et de I'energie cinétique totale Ex = Ex1 + Exo

du systeme a tout instant.

{ pii + P2i = Pif + Por
Ex1i + Exoi = Exir + Exor
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Quant mouvement
Choc élastique
Calcul des vites: résultantes

Quelques rappels de physique

Rapport des ma
Cho ique de vec le mur

Choc élastique

P1i + P2i = pir + Por
Ex1i + Exoi = Ex1r + Exor
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cinétique
Quantité de mouvement
Choc élastique
Calcul des vit s résultantes
Rapport des mass
Choc élastique de Sy avec le mur

Quelques rappels de physique

Choc élastique

Pii + P2i = Pif + Par
Ex1i + Ex2i = Ex1r + Exor
En tenant compte du sens de g1 et p> dans le signe de vi et v», on a

/ !
mivi + mMave = mivy + M,

7 7
my V12 my V22 my V12 my V22

2 2 2 2
Vf Vi
— —
S — il
V:
Avant le choc Apres le choc
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que
Quanti nouvement
Choc élastique

Calcul des vitesses résultantes
Rapport des

Quelques rappels de physique

Choc élastique d avec le mur

Calcul des vitesses résultantes

Pour trouver les vitesses v/ et v/ des spheres aprés un choc
1 2
élastique, il faut résoudre :

/ /
mivi + movo = mivy + mov,

2 2 2 !
m]_Vl m2V2 - m]_V]_ + m2V2

2 2 2 2

2
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. E 3 mouvement
Quelques rappels de physique Choc élastique
Calcul des vitesses résultantes
Rapport des m
Choc élastique de

Calcul des vitesses résultantes

Pour trouver les vitesses v/ et v/ des spheres aprés un choc
1 2
élastique, il faut résoudre :

/ /

mivy + movo = mivy + mv,
M V2 2 2 2
1Vi ma vy . myvy + ma vy,

2 2 2 2
dont la solution est

my— m 2m
v{: ! 2\,4_72\,2
]2+m2 my 4+ my
/ my —m
Vo Vo

= Vl _—
m + my my + my

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



E inétique
. Quanti nouvement
uelques rappels de physique
Quelq PP physiq Cho stique
Calcul des v es résultantes
Rapport des masses
Choc élastique de Sy avec le mur

Rapport des masses

m
Posons k = —1, cad k est le rapport des masses.
my
Comme my > mp, k > 1.

Apres introduction de k, les solutions
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ue
. mouvement
Quelques rappels de physique
Calcul des vitesses résultantes
Rapport des masses
Choc élastique de S; le mur

Rapport des masses

m

Posons k = —1, cad k est le rapport des masses.
my

Comme my > mp, k > 1.

Apres introduction de k, les solutions

, k-m2—m2 2m2
M=+ ———— ¥
k-mo+ mo k-mo+ mo
’ k-m2 m2—k~m2
Vvw="—"""—"WV+t —m W

kemp+m ~ k-my+ m
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Energie cinétique

Qua mouvement

Choc élastique

Calcul des vitesses résultantes
Rapport des masses

Choc élastique de Sy avec le mur

Quelques rappels de physique

Rapport des masses

m

Posons k = —1, cad k est le rapport des masses.
my

Comme my > mp, k > 1.

Apres introduction de k, les solutions

V/:k my — moy 2m2
YTk om+mo k- my+ mo
V,: mo m2—k m2V
27 k-ma+m k- my+ mp
deviennent
, k-1 n 2
2 %1 V2
k+1 k+1
L2k kS (1)
27 k1t k11

™ = —_ = =
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Quelques rappels de physique

Calcul
Rapport
Choc élastique de S, avec le mur

Choc élastique de S, avec le mur

Etudions uniquement le choc résultant de la collision entre S5 et le
mur et considérons que celui-ci est élastique.

:>V2:—Vé

avant le choc apres le choc
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouv
Etude phase par phase
P par p e choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 0

Vitesses résultantes apres le premier choc

Comme, au départ, v» = 0 et v; = v;, on obtient
, k-1 .
ki1
2k

/
Vo= ——— -V
27 k+1
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Etude phase par phase

Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; apres le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Décomposition du mouvement en phases

des phases

Arias Luna et G. Gielen
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; apres le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Décomposition du mouvement en phases

Définition des phases

@ Nommons la phase initiale Py, phase qui a lieu lors de la
premiere collision entre S; et S,.
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; apres le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Décomposition du mouvement en phases

Définition des phases

@ Nommons la phase initiale Py, phase qui a lieu lors de la
premiere collision entre S; et S,.

@ Le choc suivant entre les deux spheres entame la phase
suivante P;
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; apres le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Décomposition du mouvement en phases

Définition des phases

@ Nommons la phase initiale Py, phase qui a lieu lors de la
premiere collision entre S; et S,.

@ Le choc suivant entre les deux spheres entame la phase
suivante P;

@ La phase P, caractérise donc I'état du mouvement entre le
n + 1€ choc et le suivant.
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; apres le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Décomposition du mouvement en phases

Définition des phases

@ Nommons la phase initiale Py, phase qui a lieu lors de la
premiere collision entre S; et S,.

@ Le choc suivant entre les deux spheres entame la phase
suivante P;

@ La phase P, caractérise donc I'état du mouvement entre le
n 4+ 1€ choc et le suivant.

@ Soient v1(P,) et va(Py) les vitesses respectives de S; et Sp
associées a la phase n.
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vite ésultantes aprés e choc

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 0

Etude phase par phase

Vitesses lors de la phase initiale

Avec ces notations, nous avons donc

k—1

—_— VI-

kst (2)
PRSI

Vl(Po) =

VQ(P()) ==
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résultantes apres remier choc
Décomposition du mouvel t en phases
Etude pf h Vitesses apres le ler choc
tude phase par phase Vitesses résultantes aprés eme choc
Etude du mouve

2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Vitesses lors de la phase initiale

Avec ces notations, nous avons donc

Vl(Po) = 0V
VQ(P()) = — "V

Nous remarquons que:
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ultantes apre premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Etude pf h Vitesses apres le ler choc
tude phase par phase Vitesses résultantes aprés me choc
Etude du m eme choc

S, rejoint-il Sy |

Vitesses lors de la phase initiale

Avec ces notations, nous avons donc

k—1
v(Po) = J—7 v

ok (2)
VQ(PO):m'Vi

Nous remarquons que:

@ les vitesses ne dépendent que du rapport des masses k pour
une vitesse v; donnée.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



ultantes apre premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Etude pf h Vitesses apres le ler choc
tude phase par phase Vitesses résultantes aprés me choc
Etude du m eme choc

S, rejoint-il Sy |

Vitesses lors de la phase initiale

Avec ces notations, nous avons donc

k-1
“lF) =

2k (2)
v2(Po) = 1=~ 1Y

Nous remarquons que:

@ les vitesses ne dépendent que du rapport des masses k pour
une vitesse v; donnée.

@ Les vitesses sont positives. Les deux solides se dirigent donc
vers le mur.
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
Décomposition du mouvement en phases
Vitesses apres le ler choc

Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du m nt de S; apre 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vy (P1) < 07

Etude phase par phase

Vitesses lors de la phase initiale

Avec ces notations, nous avons donc

k-1
“lF) =

2k (2)
v2(Po) = 1=~ 1Y

Nous remarquons que:

@ les vitesses ne dépendent que du rapport des masses k pour
une vitesse v; donnée.

@ Les vitesses sont positives. Les deux solides se dirigent donc
vers le mur.

@ v» > vq : S va plus vite que S;. Le choc suivant aura lieu
quand S, aura rebondi sur le mur.
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ultantes apre premier choc
mposition du mouv nt en phases
\Y res le ler choc
Vitesses résultantes aprés le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Vitesses résultantes apres le 2eme choc entre les spheéres

Pour le deuxieme choc (P1), S2 a une vitesse —v»(Py) < 0. En
tenant compte de ce changement on a:
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s le premier choc
nt en phases
Etude phase par phase - A N
P par p Vitesses résultantes aprés le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Vitesses résultantes apres le 2eme choc entre les spheéres

Pour le deuxieme choc (P1), S2 a une vitesse —v»(Py) < 0. En
tenant compte de ce changement on a:

k—1 2
Pi) =" vi(Py) — ——— (P
vi(P1) kﬂl v1(Po) /;Jr% va(Po)
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résultantes aprés le premier choc
tion du mouvement en phases
res le ler choc
Vitesses résultantes aprés le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude phase par phase

Vitesses résultantes apres le 2eme choc entre les spheéres

Pour le deuxieme choc (P1), S2 a une vitesse —v»(Py) < 0. En
tenant compte de ce changement on a:

k—1 2

vi(P1) = P vi(Po) — P va(Po)
2k k—1
v (P1) = i1 v1(Po) + 1 va(Po)
k? — 6k +1
vi(P1) = Thr1E
= 4k - (k= 1)
V2(P1):W'Vi>0
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résultantes apres remier choc
on du mou t en phases
apres le ler choc
Etude phase par phase
P par p Vitesses résultantes aprés le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

En factorisant vi(P1), on a :
>0

(k— (B +2v2) (k — (3 - 2v2))
(k+1)2

- Vi

V1(P1) =
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ultantes apre premier choc
ion du mou nt en phases
apres le ler cho
Etude phase par phase .
P par p ultantes apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

En factorisant vi(P1), on a :
>0

-~

(P = (k- (3+2v2)) (k — (3—2V2))
nuU (k+1)2
Comme k > 1, il y a trois cas pour la phase P; :

- Vi
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ésultantes aprés le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
Sy rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

En factorisant vi(P1), on a :
>0

-~

(P = (k- (3+2v2)) (k — (3—2V2))
nuU (k+1)2
Comme k > 1, il y a trois cas pour la phase P; :

@ k>3+2v2, vi(P1) >0 et S; continue vers le mur.

- Vi
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
D position du mouvement en phases
s apres le ler choc
Etude phase par phase . ; .
P par p Vitesses résultantes aprés le 2eme choc

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

En factorisant vi(P1), on a :
>0

-~

n(Py) = (k—(3+2V2)) (k — (3—2V2)) »
neU (k+1)2 /
Comme k > 1, il y a trois cas pour la phase P; :
@ k>3+2v2, vi(P1) >0 et S; continue vers le mur.

e k=3+2v2, S s'immobilise.
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Vitesses résultantes aprés le premier choc

Etude phase par phase
ude ph par p eme choc

Etude du mouvemen 1 aprés le 2eme choc
S, rejoint-il Sy lorsque vi(P1) < 07

Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

En factorisant vi(P1), on a :
>0

-~

n(Py) = (k— (3+2v2)) (k — (3 —2V2))
(k+1)2
Comme k > 1, il y a trois cas pour la phase P; :
@ k>3+2v2, vi(P1) >0 et S; continue vers le mur.
e k=3+2v2, S s'immobilise.
o 1< k<3+2V2 vi(P1) <0etS; s'éloigne du mur.

- Vi

%
7 V2 A

AN A
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résultantes apres remier choc
t en phases
apres le ler choc
Etude phase par phase F
esses résultantes apre eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].
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ultantes apre premier choc
ion du mou nt en phases
Etude phase par phase
P par p me choc
Etude du mouvement de Sy le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].

e [va(P1)| — [vi(P1)| > 0 = S, rejoint Sy,
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ultantes apre premier choc
ion du mou nt en phases
Etude phase par phase
P par p me choc
Etude du mouvement de Sy le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].

e [va(P1)| — [vi(P1)| > 0 = S, rejoint Sy,
o |va(P1)| — |vi(P1)| =0 = S, et 51 ont la méme vitesse,
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ult: apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].
e |vu(P1)|—|vi(P1)| > 0= S, rejoint Sy,
o |va(P1)| — |vi(P1)| =0 = S, et 51 ont la méme vitesse,
e |va(P1)| — |vi(P1)| < 0 = S; s'éloigne plus vite que Sy. Il n'y
aura plus de choc dans les deux derniers cas !
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Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ult: apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc

S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].
e |vu(P1)|—|vi(P1)| > 0= S, rejoint Sy,
o |va(P1)| — |vi(P1)| =0 = S, et 51 ont la méme vitesse,
e |va(P1)| — |vi(P1)| < 0 = S; s'éloigne plus vite que Sy. Il n'y
aura plus de choc dans les deux derniers cas !
On doit donc établir le signe de la fonction

F(k) = [va(P1)| = [vi(P1)|
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ésultantes aprés le premier choc
on du mouv t en phases
pres le ler
Etude phase par phase ; .
P par p \Y es r ntes apres le 2eme choc
Etude du ement de S; apres le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Dans les deux premiers cas, il y aura encore un choc. Dans le
dernier cas, il n'y aura encore un choc que si |va| > |v1].
e |vu(P1)|—|vi(P1)| > 0= S, rejoint Sy,
o |va(P1)| — |vi(P1)| =0 = S, et 51 ont la méme vitesse,
e |va(P1)| — |vi(P1)| < 0 = S; s'éloigne plus vite que Sy. Il n'y
aura plus de choc dans les deux derniers cas !
On doit donc établir le signe de la fonction

F(k) = [va(P1)| = [vi(P1)|

Ak (k—1)+ K26k +1 (k- S20)(k - M)
(k+1)2 (k +1)2

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine
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ultantes apre premier choc
ion du mou nt en phases
Etude phase par phase
P par p me choc
Etude du mouvement de Sy le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Comme f(k) = k1)

les trois cas vus précédemment correspondent aux cas suivants :

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ult: apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Comme f(k) =

(k +1)2
les trois cas vus précédemment correspondent aux cas suivants :

o 1< k< %5‘/5 = 5; s'éloigne du mur plus vite que So.

o1
+
N
S

—
—+o

3+2v2




Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ult: apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Comme f(k) =

(k +1)2
les trois cas vus précédemment correspondent aux cas suivants :
o 1< k< %5‘/5 = 5; s'éloigne du mur plus vite que So.

e k= % = S, et 51 ont des vitesses égales,

S

1 = 3+2v2  k

T
| vi [>] va | |vi|=[ va |




Vitesses résultantes aprés le premier choc
du mouv t en phases
le 1ler choc
Etude phase par phase .
P par p ult: apres le 2eme choc
Etude du mouvement de S; aprés le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

S, rejoint-il S; lorsque vi(P1) <07

Comme f(k) =

(k +1)2
les trois cas vus précédemment correspondent aux cas suivants :

o 1< k< %5‘/5 = 5; s'éloigne du mur plus vite que So.

o k= % = S, et 51 ont des vitesses égales,
o 25 <k <342V2= S, rejoint Sy
5425
1 i 3HV2 K
Vi[> v | |vi|=] w2 | [vi[<| v

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



ultantes apre premier choc
ion du mou nt en phases
Etude phase par phase
P par p me choc
Etude du mouvement de Sy le 2eme choc
S5 rejoint-il S lorsque v (P) < 07

Limite du procédé "pas a pas”

L'étude menée pour les deux premiers chocs pourrait étre
poursuivie pour savoir dans quelle(s) condition(s) il y aurait un 3e
choc, puis un 4e etc.

Mais les calculs vont devenir de plus en plus lourds.

= On va donc changer de méthode.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurrence
Expression des 3 pre s termes de la suite
Terme as es vite en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses
Demonstmt\on par récurrence du terme général

Généralisation de la formule d'itération

Quelle que soit la phase, la formule de récurrence est inchangée :

Vn € Ny
—1 2
Vl(P ) T k1 Vl(Pn 1) m : V2(Pn 1) (3)
2k k—1
VZ(Pn) = Bl Vl(P )+ m : V2(Pn 1)

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurrence
Expression des 3 premiers termes de la suite
Terme al de la suite des vitesses en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses 2 z
Démonstration par recurrence du terme general

Généralisation de la formule d'itération

Quelle que soit la phase, la formule de récurrence est inchangée :

Vn € Ny
k—1 2
P)=—— wvi(Pro1) — —— - vo(Pn_
vi(Pn) kg1 v1(Pn-1) E+l v2(Pn-1) -
va(Pn) = PR vi(Pn-1) + PERE va(Pn-1)

Est-il possible de déterminer la formule qui donne le terme général
vi(P,) et v»(P,) en fonction de k et de v; ?

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule d currence
Expression des 3 premiers termes de la suite
Terme ral de ite des vi e nction de

Etude de la suite des vitesses -
eémonstration par r

Premiers termes de la suite en fonction de v; et k

Regardons les expressions de v; et de vp aux phases
P1, Py et P3

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule d currence
Expression des 3 premiers termes de la suite
Terme ral de ite des vi e nction de

Etude de la suite des vitesses -
eémonstration par r

Premiers termes de la suite en fonction de v; et k

Regardons les expressions de v; et de vp aux phases

P1, Py et P3
Vi 2
vi (P) = e (K* — 6k +1)
v
vy (P1) = m (4k% — ak)

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule d currence
Expression des 3 premiers termes de la suite
Terme ral de ite des vi e nction de

Etude de la suite des vitesses -
eémonstration par r

Premiers termes de la suite en fonction de v; et k

Regardons les expressions de v; et de vp aux phases
P1, Py et P3

Vi
(k+1)2

(I<+V7il)2 (4K% — 4k)

v (P1) = (k* — 6k + 1)

v (P1) =

3 2
= —— (K —15k* + 15k — 1
(k+1)3( )

w(Pa) = — (6k3 — 20k2 + 6k)
(k+1)3

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule d currence
Expression des 3 premiers termes de la suite
Terme ral de ite des vi e nction de

Etude de la suite des vitesses -
eémonstration par r

Premiers termes de la suite en fonction de v; et k

Regardons les expressions de v; et de vp aux phases

P1, Py et P3
(P = —2 (K —6k+1)
(k+1)2
Vi 2
v (P1) = ———— (4k° — 4k
2 (P1) CERTE ( )
(P2) = — 2 (k% — 15K% 4 15k — 1)
vi 2) = (k+1)3
_ v 3 o2
w(P2) = TEE (6k 20k“ 4 6k)
vi 4 3 2
vi(P3) = m (k* — 28Kk> + 70k* — 28k + 1)
va(P3) = (k:71)4 (8Kk* — 56k + 56Kk> — 8k)

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Etude de la suite des vitesses

Regardons les expressions de v; et de vp aux phases

P1, Py et P3
Vi 2
vi (Py) = e (k* — 6k +1)
v
v (P1) = m (4K2 — 4k)
vi 3 2
v1 (P2) A (k> — 15k° + 15k — 1)
vi 3 2
va(P2) = ———— (6k” — 20k~ + 6k)
3
(k+1) .
Vi 4 3 2
vi(P3) = ———— (k" — 28k™ + 70k” — 28k + 1)
k+1)*
( vi : 4 3 2
va(P3) (8k™ — 56k + 56k~ — 8k)

R

On remarque que des motifs se répétent (puissance,
signe...), et que les coefficients sont ceux du triangle
de Pascal.

p
0 1 2 3 4 5 6 8
1]

EREN

1(2]1

1(3(|3]|1

114]|6|4)|1

1[5|10|10| 5|1
1]16(15|/20|15|6 | 1
1]17|21|35(35(|21|7
1]18(28|56|70|56]|28 1‘

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule currence
rs termes de la suite
Terme general de la suite des vitesses en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses
Démonstration par récurrence du terme général

Terme général de la suite des vitesses en fonction de v; et k

On a, dans un premier temps, " pressenti’ la formule donnant le
terme général vi(P,) et v»(Pp) en fonction du rapport des masses :

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de r
Expression d iers termes de la suite
Terme général de des vites: onction de v; et k

Etude de la suite des vitesses
Démonstration par récurrence du terme général

Terme général de la suite des vitesses en fonction de v; et k

On a, dans un premier temps, " pressenti’ la formule donnant le
terme général vi(P,) et v»(Pp) en fonction du rapport des masses :
VneN

n+1

Vi (Pn) (k + 1)n+1 Z 2n+2 )p kmtiop
(4)

2p+1 )p kn+1—p

va (Pn) = (k+1)”+1 Z 2n+2

Ces expressions nous permettent de voir que les numérateurs de
vi(Pp) et v»(Pp) sont tous deux des polyndmes de degré n+ 1 en
k.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurren

es vi s en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses , . c L
Démonstration par récurrence du terme général

Démonstration par récurrence (cas de base)

Démontrons par récurrence la formule précédente. Le cas de base
est n = 0.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurren

es vi s en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses , . c L
Démonstration par récurrence du terme général

Démonstration par récurrence (cas de base)

Démontrons par récurrence la formule précédente. Le cas de base

est n = 0. o
+
Pour vi(Po) : ﬁ Z C2 ., (—1)P KOT1P = kVi - (k—1)
(kT 1o 2 ¥

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurrence
Expression i suite
Terme SV fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses z 8 2
Démonstration par récurrence du terme général

Démonstration par récurrence (cas de base)

Démontrons par récurrence la formule précédente. Le cas de base

est n=0.
0+1

Vi _
Pour V1(P0) : W ZC20+2 (—1)p k0+1 [ — k_|_1 (k* 1)

Pour v2(Py) : e 1)0+1 Z oL (—1)P K0P = P -2k

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su

Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Identité dans le triangle de Pascal

L'identité suivante sera nécessaire. Elle est démontrée
grace a la formule du triangle de Pascal.

Vo<p<n+1l,neN:

2p—2
C2n+2 C2n+2 +Gonia

s en chaine

Arias Luna et G




Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su

Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Identité dans le triangle de Pascal

L'identité suivante sera nécessaire. Elle est démontrée
grace a la formule du triangle de Pascal.

Vo<p<n+1l,neN:

2p—2
C2n+2 C2n+2 +Gonia

2p—1 2p—2
= (C2n+ G2 ) + (C2n+2 + Gz )

s en chaine

Arias Luna et G




Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su

Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Identité dans le triangle de Pascal

L'identité suivante sera nécessaire. Elle est démontrée
grace a la formule du triangle de Pascal.

Vo<p<n+1l,neN:

2p—2
C2n+2 C2n+2 +Gonia

2p—1 2p—2
= (C2n+ G2 ) + (C2n+2 + Gz )

2p—1
2n+3 C2n+3

s en chaine

Arias Luna et G




Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su

Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Identité dans le triangle de Pascal

L'identité suivante sera nécessaire. Elle est démontrée
grace a la formule du triangle de Pascal.

Vo<p<n+1l,neN:

2p—2
C2n+2 C2n+2 +Gonia

2p—1 2p—2
= (C2n+ G2 ) + (C2n+2 + Gz )

2p—1
2n+3 + Cnts
2p
= Gnia

s en chaine

Arias Luna et G




Formule d currence
Expression d
Terme

Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Identité dans le triangle de Pascal

. N . . , . Triangle de Pascal
L'identité suivante sera nécessaire. Elle est démontrée

grace a la formule du triangle de Pascal.

P
VO<p<ntl.neN: 01 2 3 45 6 7 8
Gl +2- GRLl+ Gh? ot

R

> [1]2]1
=GR+ G + (G + ) EENEEEE

5 [1]5|1w0]10]s5 |1
—c, 6 |1|6]15]20[15]6]1

7 | 1|7 |aafss|ss|21] 72
Exemple : Cj +2- G + C = s |1]8[28]s6]70]56]28] 8 1]

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses

Etape d'induction

En supposant I'égalité vraie pour n = N, démontrons-la pour
n=N-+1.

Pour v»;

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de
Expression de
Terme g al de la suite des vi s en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses z oA Ao oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

En supposant I'égalité vraie pour n = N, démontrons-la pour

n=N+1.

Pour vg :

(Pusa) = K= U(Py) — —2— . va(Py) (par hypothese)
vi(Pn+1 = ki1 VilFn PR 2\Fn) P MY

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



tion de v; et k

Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

En supposant I'égalité vraie pour n = N, démontrons-la pour

n=N-+1
Pour vg :
k—1 2 .
vi(Pny1) = ——= - vi(Pn) — —— - vo(Pn) (par hyp
(Pn+1) K+ 1 (Pn) 1 (Pn) (par hypothese)
_kzt v Nizl €2 (—1)PkN+1=P 2 v ZN: 2Pl ()P NP
k+1 (k+1)N+1 = 2N+2 k+1 (k+1)N+1 = 2N+2

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su
Démonstration par récurrence du terme général

Etude de la suite des vitesses

k—1 vi L 2

pyN+1—p 2p+1 p N+1—p
K1 (kDT 2 Z STANC K1k N+1 ZczN+2( 17k

Arias Luna et G s en chaine




Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

k—1 vi e b N+l—p 2 C2pHL(LqypiNHLp
= k+1 (k+1)’V+1 Z 2N+2(71) k - Kk+1( N+1 Z 2N+2( 1
vi ™, N4+1— 2p1 N+1
_ p 1P P p 1)P -p
- (k + 1)N+2 -1 Z CZN+2 k -2 Z C2N+2 k

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

k—1 vi e p N+1—p 2 2p+1,_1\p N+1—p
T kTl (kt N Z a1k TRTLkr N N+1 Zcz/wz( 17k
vi W, N+1— 2p+1 N+1
_ p 1P P p 1)P -p
- N+2 -1 Z CZN+2 k -2 Z C2N+2 k
(k + 1)N+
Distribution des facteurs :
vi w N+2 N 2p+1 +1, N+1 w 2 +1, N+1
— i p -p p p -p p p -p
= N2 Z a2~k + 202 GRL (=) Tk + 2 G-k
(k+1)
p=0 p=0

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

k—1 vi e 1P NP 2 C2pHL(LqypiNHLp
T kTl (kt N Z Ghaa(=1) Tkt (k N+IZ v~
vi ™ 2 N+1— 2 +1 N+1
_ i P 1)P P P 1)P -p
- (k + 1)N+2 -1 Z CZN+2 k -2 Z C2N+2 k
Distribution des facteurs :
vi w N+2 N 2p+1 +1, N+1 w 2 +1, N+1
— i pyN+2—p P P . P (1P -p
T ki Z a2~k + 202 GRL (=) Tk + 2 G-k
p=0 p=0
Séparation du premler terme de la premiére somme, et du dernier terme de la derniére somme
N
_ vi N+2 p N+2—p 2p+1, _ q\p+1;, N+1—
- (k + 1)N+2 k + Z C2N+2 -1k + 22‘ C2N+2( 1) k
p 1 p=0

2, 1, N+1— N+2
+ch’2 PN ()

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su
Démonstration par récurrence du terme général

Etude de la suite des vitesses

N
Vi 2 N+2— 2p+1 1, N+1—
- IN+2 2t Z Gomya(=1)Pk AR o2 (‘-21’\3;;2(_1);’Jr Kri=e
(k+1) =
+1, N41— N2
Z a2 (—DP Tk P+(-1)

Arias Luna et G s en chaine




Formule de récurrenc
miers terme
a suite des vi
Démonstration par récurrence du terme général

Etude de la suite des vitesses

N
_ Vi 2p p, N+2—p 2p+1 p+1, N+1—p
- (k + 1)N+2 + Z C2N+2 -1k + ZQ : C2N+2(_1) k
p=0
N 1, N+1 N+2
+1 ), N1— +
+>0 CZI‘\)H—Z( Pk P+(-1)
p—0
Renumérotation des indices de la deuxieme et troisieme somme :
N+1
_ Vi 2p p, N+2—p 2p—1 p N+2—p
Tkt ph2 2t Z Conga(=1)7k + > 2GR (-D)Pk
p=1
N+1 2 2 N+2— N+2
+ +
+ Z Gopa (=K P+(-1)

Arias Luna et G. Gielen s en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Vi

N
_ 2p p N+2—p L c2ptl o \pt1l N+1—p
= (k + DN+2 it Z Con2 (1)K + ZQ Conga (=17 k

p=0
N

1, N+1— N2
+>0 C21‘\’l+2(71)P k P+(-1)
=0

Renumérotation des indices de la deuxieme et troisieme somme :
N+1
Vi 2p p, N+2—p 2p—1 p N+2—p
+ Z C2N+2 1) k + Z 2 C2N+2( 1) k

T k2

p=1
N+1
+ ZCZP 2 PkN+2 P+( 1)N+2
2N+2

Jonction des sommes :

N+1
_ vi N+2 2p 2p—1 2p—2 p N+2—p N+2
- (k + 1)N+2 k + 2:1 (C N+2 +2: C2N+2 + C2N+2) (=1)"k +(=1)

p=

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Vi

N
_ 2p p N+2—p L c2ptl o \pt1l N+1—p
= (k + DN+2 it Z Con2 (1)K + ZQ Conga (=17 k

p=0
N 1, N+1 N+2
+1 ), N1— +
+>0 C21‘\’l+2(71)P k P+(-1)
=0
Renumérotation des indices de la deuxieme et troisieme somme :
N+1
2p p N+2—p 2p—1 p N+2—p
+ Z C2N+2 1) k + 22 C2N+2( 1) k
p=1

Vi
T (k4 1)N+2
N+1

20-2(_q)p ) N+2—p N2
+ Z Cong2 (Z1)7k +(=1)

Jonction des sommes :
Vi

N1
_ 2 2 21, (22 p N+2—p N+2
T (kN2 + Z: (C2N+2 T2 Guyp C2N+2) (=1)k +(-1)

_ vi (N2 p, N+2—p N+2
Ry +ZC2N+4 —1)Pk +(—-1)

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



term
des

Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Ni1

Vi N+2 2, N+2— N+2

= r1)ve KNP2 4N R (1PN 2P 4 ()™
p=1

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Expression d
Terme

Etude de la suite des vitesses -
Démonstration par récurrence du terme general

Etape d'induction

N+1

Vi N N+2— N+2

= G (K G ()Y
p=1

N+2
Vi N+2—
= ety 1K

Ceci compléte Ia récurrence pour vi(Pp).

Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurrenc
Expression des 3 premiers termes de la suite
al de la suite des vit: fc

Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Pour v :

Arias Luna et G ebonds en chaine




term
des

Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Pour v :

2k k—1
v2(Pyt1) = Pl vi(Py) + 1 va(Pp) (par hypothese)

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



term
des

Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Pour v :
(Pui1) = —— w(Pr) + S22 - vy(Py) (par hypothese)
% = — v — -V par hypothese
2 N+1 k+1 1 N k+1 2\FN
2k Vi sy 2 N+1— k—1 Vi N _
_ A P _1\PN+1—p . i C2p+1 1 pkN+1 P
T k41 (k41N X%CZN“( Dk R (k + 1)N+1 ,JZ% ans2(~1)
p= =

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Pour v
(Pui1) = —— w(Pr) + S22 - vy(Py) (par hypothese)
% = — v — -V par hypothese
2 N+1 k+1 1 N k+1 2\FN
2k Vi sy 2 N+1— k—1 Vi N _
_ A P _1\PN+1—p . i C2p+1 1 pkN+1 P
T k41 (k41N X%CZN“( Dk R (k + 1)N+1 ,JZ% ans2(~1)
p= =

Mise en évidence :

N+1
_ vi 2p PRNHL=P 2+l qyp Ntl—p
Tkt iz 2k Z Conpa(=1)7k +(k=1) Z Conia(—1)7k

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Etude de la suite des vitesses

Formule de récurrenc
miers terme
a suite des vi
Démonstration par récurrence du terme général

N+1

Vi 2p p, N+1—p
ZC2N+2( 1%k +(k=1)-

T (k+1)NH2
Distribution des facteurs :
v:

i 2p+1

= C
N+2 Z ana(
(k + 1)N+ =0

Arias Luna et G. Gielen

c2

N2 N+1
pyN+2—p
—1)%k + Z 2 Gy

2p+1 1)? N+1—p
Z Conga(=1)7k

N
(- l)pkN+2’p+ZC2P“( l)kaNH*
p=0

s en chaine



Etude de la suite des vitesses

Formule de récurrenc
miers terme
a suite des vi
Démonstration par récurrence du terme général

N+1

Vi 2p p, N+1—p
ZC2N+2( 1%k +(k=1)-

T (k+1)NH2
Distribution des facteurs :
v:

i 2p+1

= C
N+2 Z ana(
(k + 1)N+ =0

Arias Luna et G. Gielen

c2

N2 N+1
pyN+2—p
—1)%k + Z 2 Gy

2p+1 1)? N+1—p
Z Conga(=1)7k

N
(- l)pkN+2’p+ZC2P“( l)kaNH*
p=0

s en chaine



Formule de récurrenc
miers terme
a suite des vi
Démonstration par récurrence du terme général

Etude de la suite des vitesses

N+1
_ Vi 2p p N+1—p 2p+1 p N+1—p
- (k + 1)N+2 Z C2N+2( 1%k +(k=1) Z CzN+2 k

Distribution des facteurs :

N+1 N
_ vi 2+ qyp N+2—p 2p p N+2—p 2p+1 p+1, N+1—p
T (k+ N2 ZC2N+2 —1)7k +22 G (=17K +ZC (=)7K
(k+1) rd —
p= p=0

Séparation du premier terme de la premiére somme, des premier et dernier termes de la deuxiéme somme,
et du dernier terme de la derniere somme :

Vi

_ N-+2 2041 (_1ypN+2—p N+2 p N+2—p
= kryve Cosz + K +ZC2N+2 1)k + 2k ‘*'22 2N+2( )%k

p=1 p=1

(= /\/+12!<Jr Z C2p+12 p+1kN+17p i (*1)N+1C22/,\\//j21 Tk

Arias Luna et G. Gielen s en chaine



Expression de ermes suite
Terme ral de la suite des vi onction de

Etude de la suite des vitesses . R ; P
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Les premiers termes de la premiere et deuxieme somme, et les derniers termes
de la deuxiéme et troisitme somme s'unissent deux a deux de la maniére
suivante :

= (Gowsa - k"2 4+ 2KM2) + ()" 2k + (1) GRS - k)
= ((2N 4 2)k" 2 + 2kM2) + (1) 2k + (—1)VTH2N 4 2) - k)

(2N + 4)k" 2 4 (—1)NTH 2N + 4)k

= Gnga - K"+ ()M O K

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Renumérotation des indices de la troisieme somme :

Vi

_ 1 N+2 2p+1 p, N+2—p N+2 p N+2—p
= kT Conya - *Zczmz 1)k + 2k +22 Con 2 (=1)Pk
p=1
N+1 2p+1 p+1 N+1—p N+1 ~2N+1
+(— 2k+Z:c2N+ k + (=) Gy, -k
_ Vi N+2 2p+1 p, N+2—p p, N+2—p
- (k + 1)N+2 C2N+4 k + Z CZN+ )7k + 22 2N+2( 1Pk

p=1 p=1

2p—1 p+1 N+2—p N+1 ~2N+3
+Zc o ( k + (-1 auls K

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Formule urrenc
Expression des 3 premiers termes de la su
al de la su
Démonstration par récurrence du terme général

Etude de la suite des vitesses

Jonction des sommes :

N
_ Vi 1 N+2 2p+1 2p 2p—1 p N+2—p N+1 ~2N+3
T (kN2 Conga K24 [C2N+2 “ Gyt C2N+2] (=1)"k + (=17 Gpnyg K
p=1
B vi N2 2041 ()0 N+2—p N+1 ~2N+3
© (k+ N2 Cowra K2 4 Z Conia(—1)7K + (=17 Gpgg -k
p=1
vi N1
C2p+1 1)/Jl<N+2—;)

:(k+lN+2 Z 2N+

Ceci compleéte la récurrence pour va(Pp).
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Formule de récurrence
Expression des 3 pre s termes de la suite
Terme ral de la suite des vitesses en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses
Démonstration par récurrence du terme général

Etape d'induction

Nous avons démontré que
VneN

n+1

4P = G gyt Z B2,y (<17 k1
©)

2 1 n+1—
V2(P”) (k+ 1 (L 1 1\n+1 25—7-_2 )p k i

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Formule de récurrence
Expression i suite
Terme SV fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses z 8 2
Démonstration par récurrence du terme général

Autre expression de vi (P,) et de v, (P,)

Grace aux formules démontrées par récurrence, nous remarquons
que I'on pourrait joindre v1(P,) et vo(P,) sous forme d'une unique
somme a |'aide des nombres complexes.

o w2 (Pn) LR P p  ntl—p 2041 (_pp nt1/2—p
vi (Pn) +i- N/ (k+1n+l Zc2n+2 -1F k +,~§%C2n+ —17 k
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Etude de la suite des vitesses z oA 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Autre expression de vi (P,) et de v, (P,)

vi Z 2P /22 —2p 2p+1 el et (2p+1)
UEE 22 3
(k+ 1)+l n pars
2n+2 onia—
— n PP
- (k+ ,7+1 Z CZn+2 VK
2n+4-2 oA
= 7(f+ i) (Binéme de Newton)
(k+ 1yt
7 1 2n+2
= ———— | Vk+1lex (i arctan (7>>>
(k + 1)n+1 ( P \/E
vi . 2n+42
= W (\/ k+1 exp (1 arccotan (\/;)))

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Formule de récurrence
Expression d rs termes de la suite
Terme général de la suite des vitesses en fonction de v; et k

Etude de la suite des vitesses z 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Autre expression de vi (P,) et de v, (P,)

Comme k > 1, arctan (ﬁ) = arccotan (\/E)

. V2 (Pn) o .
vi(Pn)+i Tk V; exp (/(2n + 2) arccotan (\/}))

=v (cos ((2n + 2) arccotan (\/E)) + isin ((2n + 2) arccotan (\/;)))
En égalant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

vi (Ps) = v cos ((2n + 2) arccotan (\/E))
v2 (P,) = vivkssin ((2n + 2) arccotan (\/E))

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Etude de la suite des vitesses

Démonstration par récurrence du terme général

Vérification graphique

12331 y

3.6 29.89
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Etude de la suite des vitesses z 8 2 oy
Démonstration par récurrence du terme général

Vérification graphique

12331 y

3.6 29.89

(nn,v1)
(nn,vvv1)
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Recherche des zéros de v (Pp), va(Pn) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Recherche des zéros de vi(P,), v»(P,) et de leur somme

Afin de déterminer le nombre total de chocs et donc le
comportement du mouvement des spheéres, il faut connaitre aprés
chaque choc :

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de v (Pp), va(Pn) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Recherche des zéros de vi(P,), v»(P,) et de leur somme

Afin de déterminer le nombre total de chocs et donc le
comportement du mouvement des spheéres, il faut connaitre aprés
chaque choc :

@ la direction dans laquelle se déplace S;.
— Déterminée par le signe et les racines de vy (Pp)
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Recherche des zéros de v (Pp), va(Pn) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Recherche des zéros de vi(P,), v»(P,) et de leur somme

Afin de déterminer le nombre total de chocs et donc le
comportement du mouvement des spheéres, il faut connaitre aprés
chaque choc :

@ la direction dans laquelle se déplace S;.
— Déterminée par le signe et les racines de vy (Pp)

o la direction dans laquelle se déplace S».
— Déterminée par le signe et les racines de v»(Pp)

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de v (Pp), va(Pn) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Recherche des zéros de vi(P,), v»(P,) et de leur somme

Afin de déterminer le nombre total de chocs et donc le
comportement du mouvement des spheéres, il faut connaitre aprés
chaque choc :

@ la direction dans laquelle se déplace S;.

— Déterminée par le signe et les racines de vy (Pp)
o la direction dans laquelle se déplace S».

— Déterminée par le signe et les racines de v»(Pp)
@ si Sy rattrape S; lorsque vi(P,) < 0.

— Ce qui est déterminé par le signe et les racines de

Vl(Pn) + V2(Pn)

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de v (Pp), va(Pn) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Recherche des zéros de vi(P,), v»(P,) et de leur somme

Afin de déterminer le nombre total de chocs et donc le
comportement du mouvement des spheéres, il faut connaitre aprés
chaque choc :
@ la direction dans laquelle se déplace S;.
— Déterminée par le signe et les racines de vy (Pp)

o la direction dans laquelle se déplace S».
— Déterminée par le signe et les racines de v»(Pp)

@ si Sy rattrape S; lorsque vi(P,) < 0.
— Ce qui est déterminé par le signe et les racines de
Vl(Pn) + V2(Pn)

Ces valeurs formeront des intervalles.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

Résolvons I'équation v; (P,) = 0. La solution indiquera la valeur
de k pour laquelle S; s'immobilise a la n€ phase.

vi (Pn) = 0 < v; cos ((2n + 2) arccotan (ﬂ)) =0, ou k> 1.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I’ ion vi (Pp) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

Résolvons I'équation v; (P,) = 0. La solution indiquera la valeur
de k pour laquelle S; s'immobilise a la n€ phase.

vi (Pn) =0 < v;cos ((2n + 2) arccotan (ﬂ)) =0, ou k> 1.

& cos ((2n + 2) arccotan (\/E)) =0

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

Résolvons I'équation v; (P,) = 0. La solution indiquera la valeur
de k pour laquelle S; s'immobilise a la n€ phase.

vi (Pn) =0 < v;cos ((2n + 2) arccotan (ﬂ)) =0, ou k> 1.

& cos ((2n + 2) arccotan (\/E =0
1

< (2n + 2) arccotan (\/E) =
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

Résolvons I'équation v; (P,) = 0. La solution indiquera la valeur
de k pour laquelle S; s'immobilise a la n€ phase.

vi (Pn) =0 < v;cos ((2n + 2) arccotan (ﬂ)) =0, ou k> 1.

& cos ((2n + 2) arccotan (\/E =0
1

20
< (2n + 2) arccotan (\/;) = ( —g ) WA/
20+1
< arccotan (\/E) =4 "
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

Résolvons I'équation v; (P,) = 0. La solution indiquera la valeur
de k pour laquelle S; s'immobilise a la n€ phase.

vi (Pn) =0 < v;cos ((2n + 2) arccotan (ﬂ)) =0, ou k> 1.

& cos ((2n + 2) arccotan (\/E =0
1

20
< (2n + 2) arccotan (\/;) = ( —g ) WA/
20+1
< arccotan (\/E) =4 "

Vu I'ensemble des valeurs |0, 7| de la fonction arccotan, on doit

. 2041
avoir 0 < dnpg T
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) =0

20 +1
0< + r<rte0<l< 2n+1
4n+4
2
arccotan (\/E): €+1-7r
4n+ 4
20
& Vk = cot +1-7r ,avec cot 2£+1-7r >0&0</<n.
4n+ 4 4n+ 4

2041
& k = cot? <4ni4~7r> ¢e0,1,2...,n]
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

Résolvons maintenant I'équation v» (P,) = 0. La solution indiquera
la valeur de k pour laquelle S, s'immobilise a la n® phase.

v2 (Pp) = 0 < viVksin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0, ot k> 1.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

Résolvons maintenant I'équation v» (P,) = 0. La solution indiquera
la valeur de k pour laquelle S, s'immobilise a la n® phase.

v2 (Pp) = 0 < viVksin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0, ot k> 1.
< Vksin ((2n + 2) arccotan (\/E)) =0
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

Résolvons maintenant I'équation v» (P,) = 0. La solution indiquera
la valeur de k pour laquelle S, s'immobilise a la n® phase.

v2 (Pp) = 0 < viVksin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0, ot k> 1.
< Vksin ((2n + 2) arccotan (\/E)) =
& sin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0

o
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

Résolvons maintenant I'équation v» (P,) = 0. La solution indiquera
la valeur de k pour laquelle S, s'immobilise a la n® phase.

v2 (Pp) = 0 < viVksin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0, ot k> 1.
< Vksin ((2n + 2) arccotan (\/E)) =
& sin ((2n + 2) arccotan (ﬁ)) =0

< (2n+ 2) arccotan (\/E) ={-m,lEL

o
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

Résolvons maintenant I'équation v» (P,) = 0. La solution indiquera
la valeur de k pour laquelle S, s'immobilise a la n® phase.

v2 (Py) = 0 viv/ksin ((2n +2) arccotan (V) ) =0, ot k > 1.
& Vksin ((2n+2) arccotan (V&) ) =
& sin ((2n +2) arccotan (ﬁ)) ~0
& (2n 4+ 2) arccotan (\/E) =(-7,lET

/.
& arccotan (ﬁ) = il
2n+ 2

o
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v, (P,) =0

De par I'ensemble des valeurs de I'arccotangente, on doit avoir :

S0<l<2n+21<i< 2n+1

Deés lors,

arccotan (\/;) = Qi—ZQ

0. l.
< Vk = cot il ,avec cot il >01</l<n+1.
2n+ 2 2n+ 2

07
2n+2

@k:cot2< ) (e1,2...,n+1]
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution d ion v1 (Pn) =0
Intervalles formés par ¢, rp et s;

Solution

Forme polynomiale de vi(P,) + va(P,)

n+1

vi(Pn) + va(Pn) = (k+1 ot Z 3P (<1)P kTP

2, 1 n+1—
k+1)n+1 ZCZ‘:IZ - k+ -
v n+1
i 2, n+1l— 2p+1 nt+1—
_W<ZC25+2( P K" p+ZC25++2 (=1)P k" p)
P
n+1

2p+1 n+1—
(k+1 n+1 ZC2'?I3 1)pk+ ’
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Forme trigonométrique de vi(P,) + v2(P,)

Grace a un artifice de calcul :

(VR (VR )
V2(Pn)

= (vi(Pn) +i N ) - (Vk+1)

va(Pp)
Vk

= Vkw(P,) — + i(vi(Pn) + v2(Pn))
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Forme trigonométrique de vi(P,) + v2(P,)

On remarque que

vi(Pn) 4 va(Pn) = ( (Vk + i)?"3)

Vi
(k + 1)n+1

= viVk + 1sin ((2n + 3)arccotan (\/E))
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) + v2(P,) =0

Résolvons enfin I'équation vi (P) 4+ v2 (Pn) = 0. La solution
indiquera la valeur de k pour laquelle 5; et S> repartent avec des
vitesses égales a la n® phase.

vi(Pn) + v2 (Py) = 0 < sin ((2n + 3) arccotan (\/E)) =0, ou k> 1.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) + v2(P,) =0

Résolvons enfin I'équation vi (P) 4+ v2 (Pn) = 0. La solution
indiquera la valeur de k pour laquelle 5; et S> repartent avec des
vitesses égales a la n® phase.

vi(Pn) + v2 (Py) = 0 < sin ((2n + 3) arccotan (\/E)) =0, ou k> 1.

< (2n+ 3) arccotan (\/E) =l lel
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) + v2(P,) =0

Résolvons enfin I'équation vi (P) 4+ v2 (Pn) = 0. La solution
indiquera la valeur de k pour laquelle 5; et S> repartent avec des
vitesses égales a la n® phase.

vi(Pn) + v2 (Py) = 0 < sin ((2n + 3) arccotan (\/E)) =0, ou k> 1.
< (2n+ 3) arccotan (\/E) =/

< arccotan (\/;) = 2i —;T?)

-, b €L
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Résolution de I'équation v; (P,) + v2(P,) =0

De par I'ensemble des valeurs de I'arccotangente, on doit avoir :

S0<il<2n+3&1<4< 2n+2

Deés lors,

arccotan (\/;) = zif?)

) /.
= kzcot(ﬂw),aveccot< W>20@1§€§n+1.

2n+3 2n+3
07
2n+3

@k:cot2< ) (e1,2...,n+1]
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Factorisation de vi(P,), de v»(P,) et de leur somme

Nous avons déterminé que vi(P,), va(P,) et leur somme sont des
fonctions rationnelles dont :
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Factorisation de vi(P,), de v»(P,) et de leur somme

Nous avons déterminé que vi(P,), va(P,) et leur somme sont des
fonctions rationnelles dont :

@ le numérateur est un polynéme de dégré n+ 1 en k ;
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Solution

Factorisation de vi(P,), de v»(P,) et de leur somme

Nous avons déterminé que vi(P,), va(P,) et leur somme sont des
fonctions rationnelles dont :

@ le numérateur est un polynéme de dégré n+ 1 en k ;

o le dénominateur est (k 4 1)1, strictement positif si k > 1 ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I’ ion vi (Pp) =0
Intervalles formés par cp, rp et sy

Solution

Factorisation de vi(P,), de v»(P,) et de leur somme

Nous avons déterminé que vi(P,), va(P,) et leur somme sont des
fonctions rationnelles dont :

@ le numérateur est un polynéme de dégré n+ 1 en k ;
o le dénominateur est (k 4 1)1, strictement positif si k > 1 ;

@ n+ 1 zéros différents du pdle on été trouvés.
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) = 0
Intervalles formés par ¢, rp et s,

Solution

Factorisation de vi(P,), de v»(P,) et de leur somme

Par conséquent, pour tout n naturel, nous pouvons écrire en vertu
du théoreme fondamental de I'algebre :

( Vi z 2-0+1
P,) = || —cot? [=—=
Vl( ) (k—l—l)”'H e_o(k cot <4n+4 7'r>>

vo (Po) = m . ﬁ (k — cot? <2i_:2)>

/=1
(2n+3)y; ntl of -7
Pn n) = : -
| v1 (Pp) 4+ v2 (Pn) (k1) glzll k — cot ni3
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Valeurs-pivot de |'étude phase par phase

Pour faciliter I'étude des phases en fonction des valeurs-pivot que
nous avons calculées, soient :
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Valeurs-pivot de |'étude phase par phase

Pour faciliter I'étude des phases en fonction des valeurs-pivot que
nous avons calculées, soient :
@ ¢, la plus grande valeur annulant vi (P,), c'est-a-dire :

5 T
cot® [ ——
4n+4

@ rp la plus grande valeur annulant v, (P,), c'est-a-dire :

2n+2

@ s, la plus grande valeur annulant v (P,) + v2 (Py) ,

c'est-a-dire :
2n+3
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Retour a I'étude phase par phase ; phase Py

Avec tous ces apports théoriques, résumons |'étude des chocs
phase par phase.
Comme déja vu :

k—1
w(Po) = v
+ (6)
2k
V2(P0) = ﬁ -V

Donc a la phase Py, S1 et Sy se dirigent vers le mur @ vq(Po) et
v2(Po) sont positifs.

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (formule)

Pour la phase Py, on a:

a(P) = gy (k- (5)) (k- (5
avi 4l 21
P = gergp (koo (3)) (ke (7
5V,‘ T o
a(P) + ) = e (koo (5)) (ko (57) )

Dans ce cas, ¢; = cot?(7/8), s; = cot?(7/5) ; et
ri = cot?(m/4) = 1 (a rejeter car on ne considere que k > 1).
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (étude de signe)

L'étude du signe de chacune des expressions donne le tableau

suivant.
k L nl |s| |al |
V1(P1) / — | = — | — 0 +
V2(P1) / 0 + |+ |+ |+ |+
vi(Pu) +va(P) | /| —| =0 |+ |+ |+

Notons que les autres zéros sont inférieurs a 1.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

« | |n| |a| |a| |
V1(P1) /— — | =1 =101+
vz(Pl) /O + |+ |+ |+ ]|+

V1(P1) + V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

k n ‘ S1 ‘ C1
V1(P1) / - =]=1=101+
v2(P1) JLO |+ |+ |+ ]+]|+
V1(P1)+V2(P1) / - =10 |+ |+]|+

on peut tirer les conclusions suivantes :
@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

k n ‘ ‘ S1 ‘ ‘ C1
V1(P1) / - =]=1-10]+
vz(Pl) / O |+ |+ |+]+]|+
V1(P1)+V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :
@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;
@ si k = s1, alors 51 et S, repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

« | |n| |a| |a| |
V1(P1) /— — | =1 =101+
vz(Pl) /O + |+ |+ |+ ]|+
V1(P1) + V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :
@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;
@ si k = s1, alors 51 et S, repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;
@ si k €]si, a1, alors 51 repart plus lentement que S, dans la direction
opposée au mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

« | |n| |a| |a| |
V1(P1) /— — | =1 =101+
vz(Pl) /O + |+ |+ |+ ]|+
V1(P1) + V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :

@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s1, alors 51 et S, repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;

@ si k €]si, a1, alors 51 repart plus lentement que S, dans la direction
opposée au mur ;

@ si k = ¢y, alors 51 s'immobilise ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

k n ‘ ‘ S1 ‘ ‘ C1
vi(Pr) /== |—|—-]0+
v2(P1) JLO |+ |+ |+ ]+]|+

V1(P1)+V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :

@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s1, alors 51 et S, repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;

@ si k €]si, a1, alors 51 repart plus lentement que S, dans la direction
opposée au mur ;

@ si k = ¢y, alors 51 s'immobilise ;

@ si k > ci, alors S; continue sa trajectoire vers le mur.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

Gréce au tableau de signes,

k n ‘ ‘ S1 ‘ ‘ C1
vi(Pr) /== |—|—-]0+
v2(P1) JLO |+ |+ |+ ]+]|+

V1(P1)+V2(P1) / — | =0 |+ |+ |+

on peut tirer les conclusions suivantes :

@ Si k €]n, si1[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s1, alors 51 et S, repartent dans la direction opposée au mur avec
des vitesses égales ;

@ si k €]si, a1, alors 51 repart plus lentement que S, dans la direction
opposée au mur ;

@ si k = ¢y, alors 51 s'immobilise ;

@ si k > ci, alors S; continue sa trajectoire vers le mur.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (formule)

Etudions uniquement l'intervalle ]s1, c1[. Pour la phase P, on a :

v (P) = (krly.g(kcoﬁ (% ﬂ)>
v (P2) = (kiv'l)a'f[l(k‘°°t2 (%))
a(P2) v (P) = s EII (" - oot (%T))

Dans ce cas, c; = cot’ (%), s2 = cot’ (Z) et r = cot® (Z).
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (étude de signe)

L'étude du signe de chacune des expressions donne le tableau

suivant.
k | fs] [ |o| |a] |
WP == - |~ |-~ |- |/
V2(P2) / — | — 0 + 1+ + |+ /
vi(P2)+w(P) |/ | —=|—|—|—|0|+]|+]|/

Notons que les autres zéros sont inférieurs a 1.
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | |s| |n| |s| |al |
I A e =T=17
v2(P2) /= =lOo |+ ]+ ]+]+]|/

P)t+wvaP) | /| = ||| -0 |+]|+]|/

Arias Luna et G. Gielen bonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de uation vq (Pp) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | [s] Jr| || |al| |
vi(P2) /1= - =-1- -7
va(Py) /=1 =10+ |+ |+]|+]/

vi(P2) + va(P7) / - — - — 0 + + /

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | [s] Jr| || |al| |
vi(P2) /T-1-1- -1 =1-17
v2(P2) /= =lOo |+ ]+ ]+]+]|/

vi(P2) + va(P7) / - — - — 0 + + /

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k =y, alors S, s'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | [s] Jr| || |al| |
vi(P2) /1= - - -1 =17
va(Py) /=1 =10+ |+ |+]|+]/

vi(P2) + va(P7) / - — - — 0 + + /

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k =y, alors S, s'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;

@ si k €]n, sy[, alors Sy repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | |s| |n| |s| |al |
WP [ 7] - T=T=1=1-17
v2(P2) /= =lOo |+ ]+ ]+]+]|/

P)t+wvaP) | /| = ||| -0 |+]|+]|/

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k =y, alors S, s'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;

@ si k €]n, sy[, alors Sy repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s, alors 51 et S, repartent en direction opposée au mur avec des
vitesses égales ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | [s] Jr| || |al| |
vi(P2) T-1T-1-1-1- - 17
v2(P2) /= =lOo |+ ]+ ]+]+]|/

vi(P2) + va(P7) / - — - — 0 + + /

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k =y, alors S, s'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;

@ si k €]n, sy[, alors Sy repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s, alors 51 et S, repartent en direction opposée au mur avec des
vitesses égales ;

@ si k €]sy, c1[, alors Sy repart en direction opposée au mur plus lentement
que S.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P, (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

k | [s] Jr| || |al| |
vi(P2) T-1T-1-1-1- - 17
v2(P2) /= =lOo |+ ]+ ]+]+]|/

vi(P2) + va(P7) / - — - — 0 + + /

@ Si k €]s1, o[, alors S; repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k =y, alors S, s'immobilise et S; repart en direction opposée au mur
avec la méme vitesse initiale ;

@ si k €]n, sy[, alors Sy repart plus vite que S, dans la direction opposée au
mur ;

@ si k = s, alors 51 et S, repartent en direction opposée au mur avec des
vitesses égales ;

@ si k €]sy, c1[, alors Sy repart en direction opposée au mur plus lentement
que S.

Dans le dernier cas, il y a encore un choc !
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (formule)

Etudions uniquement I'intervalle |s;, c1[. Pour la phase Ps3, on a :

01 = gt T (- o (25572 )
4

e e e ()

(
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (étude de signe)

Remarquons que dans l'intervalle ]sp, ci[, il n'y a plus de
valeurs-pivot propres a la phase Ps.
En effet, on a :

k | || Ja| |[n]| |
vi(Ps) [=1=1=1—-—-/
v2(P3) /1= —-1—-]—-10]/

V1(P3)—|—V2(P3) / — = ===

~
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

On conclut que si k €]sp, ci[, alors il y a un dernier choc entre S;

et 5.

L'étude de l'intervalle ]1,¢1] est finie, et les valeurs-pivot se
répartissent de la maniere suivante :

1 S1 r2 S2 a k

] ] ] ] ]
T T T T T




Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

On conclut que si k €]sp, ci[, alors il y a un dernier choc entre S;

et 5.

L'étude de l'intervalle ]1,¢1] est finie, et les valeurs-pivot se
répartissent de la maniere suivante :

1 S1 r2 S2 a k

] ] ] ] ]
T T T T T




Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P; (conclusion)

On conclut que si k €]sp, ci[, alors il y a un dernier choc entre S;

et 5.

L'étude de l'intervalle ]1,¢1] est finie, et les valeurs-pivot se
répartissent de la maniere suivante :

1 S1 r2 S2 a k

] ] ] ] ]
T T T T T

2 chocs 3 chocs 4 chocs
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Généralisation par induction

Démontrons par récurrence que tout intervalle Jc,—1;¢p], ou n est
un naturel non nul, se décompose somme suit.

Ch—1 Son—1 "n S2n Cn k

| | | | |
T T T T T

Ces valeurs-pivot sont associées aux phases P2, Pon—1, Pap,
P>n11. Le cas de base vient d'étre considéré.

En supposant I'assertion vraie pour n = N, démontrons-la pour
n= N+ 1. Cela veut dire que I'on étudiera I'intervalle |cn;ent1]-
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (formule)

Pour la phase Pay41, on a:

2N+1
_ Vi o 2 2€+1
v1(PzN+1)—7(k+1)2N+2 g (k cot <8N+8 w))
2N+2
(AN £ 4y, ot
va (Pang1) = (k+1)pve g k — cot IN T4
2N+2
_ (4N +5)v; 2f £-m
Vl(P2N+1)+V2(P2N+1)—m' el:[l k — cot AN+

Notons que cy = cot? l = cot? T )= r2N+1
4N + 4 22N +1)+2
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y 1 (étude de signe)

k \ \ NN+1 = CN \ \ S2IN+1 \ \ CN+1 \ \
vi(Pan+1) / / - == - |/
v2(Pant1) / / + + + |/

vi(Pan+1) + va(Poan1) |/ / - 0 |+ + |/
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

o Si k €]rnni1, Sonv+1[, alors Sy repart plus vite que S; dans la
direction opposée au mur ;

J. Arias Luna et G. Gielen Rebonds en chaine



Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

o Si k €]rnni1, Sonv+1[, alors Sy repart plus vite que S; dans la
direction opposée au mur ;

@ si k =sppn41, alors 51 et S, repartent dans la direction
opposée au mur avec des vitesses égales ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.
o Si k €]rnni1, Sonv+1[, alors Sy repart plus vite que S; dans la
direction opposée au mur ;

@ si k =sppn41, alors 51 et S, repartent dans la direction
opposée au mur avec des vitesses égales ;

@ si k €]sont1, cnt1[, alors Sy repart plus lentement que S
dans la direction opposée au mur.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.1 (conclusion)

Grace au tableau de signes, on peut tirer les conclusions suivantes.

o Si k €]rnni1, Sonv+1[, alors Sy repart plus vite que S; dans la
direction opposée au mur ;

@ si k =sppn41, alors 51 et S, repartent dans la direction
opposée au mur avec des vitesses égales ;

@ si k €]sont1, cnt1[, alors Sy repart plus lentement que S
dans la direction opposée au mur.

Dans le dernier cas, il y a encore un choc !
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.o (formule)

Pour la phase Popyi2, on a:

2N+2

Vi 2 2-/+1

vi (Pant2) = (k1273 H <k — cot (m - 7r>)

/=0

2N+3

(4N +6)v; of b

V2(P2N+2):m' H k — cot m

=1

2N+3

(4N + 7)v; -

vi (Pang2) + va (Pant2) = W . H k — cot N7

£=1
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase Py.o (étude de signe)

k ‘ S2N+1 ‘ ‘ nN+2 ‘ ‘ S2N+2 ‘ ‘ CN+1 ‘ ‘
A — =T - 1= - = -7
va(Pan+2) — | =] 0 |+] + |+]| + |/

vi(Pany2) +va(Pani2) | — | = | — | — 0 +1 + |/
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :
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Recherche des zéros de vi(Pp), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = rpyo, alors Sy s'immobilise ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = rpyo, alors Sy s'immobilise ;

@ si k €]rant2, San+2], alors Sy repart plus vite que S dans la
direction opposée au mur ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = rpyo, alors Sy s'immobilise ;

@ si k €]rant2, San+2], alors Sy repart plus vite que S dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = synu0, alors 51 et S, repartent avec des vitesses égales ;
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = rpyo, alors Sy s'immobilise ;

@ si k €]rant2, San+2], alors Sy repart plus vite que S dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = synu0, alors 51 et S, repartent avec des vitesses égales ;

@ si k €]spnyo, cny1], alors Sy repart plus lentement que Sp.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.» (conclusion)

Grace au tableau de signes, on déduit :

o Si k €]syn+1, en2[, alors Si repart plus vite que Sy dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = rpyo, alors Sy s'immobilise ;

@ si k €]rant2, San+2], alors Sy repart plus vite que S dans la
direction opposée au mur ;

@ si k = synu0, alors 51 et S, repartent avec des vitesses égales ;
@ si k €]spnyo, cny1], alors Sy repart plus lentement que Sp.
Dans le dernier cas, il y a un nouveau choc !
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y.3 (formule)

Pour la phase Popy+3, on a:

2N+3

Vi 2 2-/+1

vi (Pans3) = m . H <k — cot (m . 7r>)

£=0

2N+4

(4N +8)v; of £-m

V2(P2N+3):W' H k — cot m

=1

2N-+4

(4N + 9)V,' > l-m

vi (Pangs) + v (Panss) = W . H k — cot INTO

£=1
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Phase P,y 3 (étude de signe)

Remarquons que dans l'intervalle |spn42, cy+1[, il n'y a plus de
valeurs-pivot propres a la phase Pop43.
En effet, on a :

k \ \ SON42 \ \ CN+1 \ \ rN+3 \ \
vi(Pan+3)

/ /
va(Pan43) /= = = |=| 0 |/
/ /

vi(Pan+3) + va(Pana3)

Ceci conclut la récurrence.
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Les différentes valeurs de c¢,, r, et s, sont des valeurs-pivot
formant des intervalles. Aussi, il est important de noter que

C _C0t2 771- _COT.2 —ﬂ- =r
" 4n+4a) 22n+1)+2) 2t
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Les différentes valeurs de c¢,, r, et s, sont des valeurs-pivot
formant des intervalles. Aussi, il est important de noter que

C _C0t2 771- _COT.2 —ﬂ- =r
" 4n+4a) 22n+1)+2) 2t

On peut géneraliser chaque intervalle |c,—1;¢,] auquel k peut
appartenir de la maniére suivante :

Cn—1 S2n—1 n S2n Cn k

] ] ] ] ]
T T T T T




Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Les différentes valeurs de c¢,, r, et s, sont des valeurs-pivot
formant des intervalles. Aussi, il est important de noter que

C _C0t2 771- _COT.2 —ﬂ- =r
" 4n+4a) 22n+1)+2) 2t

On peut géneraliser chaque intervalle |c,—1;¢,] auquel k peut
appartenir de la maniére suivante :

Cn—1 S2n—1 n S2n Cn k

] ] ] ] ]
T T T T T

2n chocs 2n-+1 chocs 2n-+2 chocs
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Recherche des zéros de vi(P;), vo(Pp) et de leur somme
Résolution de I'équation v; (P,) =0
Intervalles formés par cp, rp et s,

Solution

Généralisation finale des résultats selon k

valeur de k Vi v
Cn-1 vi(Pan-1) = —vi va(P2n-1) =0
cn1 < k< sp-1 | | vi(Pan-1) |>| vo(P2n-1) | | vo(P2n-1) >0
S2n—1 | vi(P2n-1) |=| va(P2n-1) | | v2(P2n-1) >0
-1 < k <rp | [ vi(Pan-1) [>] va(P2n-1) | | va(P2n-1) <0
rn vi(P2n) = —v; va(P2n) =
n < k < sop | vi(P2n) |>| v2(Pa2n) | v2(P2n) > 0
Son | vi(P2n) |=| v2(P2n) | v2(P2,) >0
son < k < ¢ | vi(P2ns1) [>] va(Pany1) | | va(Pant1) <0
Cn vi(Pani1) = —v; va(P2ny1) =0
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