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Et si le calcul numerique
redonnait du sens aux notions
de dérivees et d'integrales 7

CHRISTEL RUWET (HEPL)
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JE ME PRESENTE

- Enseignante de mathématiques et de statistiques
depuis 2007

- Docteur en sciences mathématiques (ULiege)

- Maitre-assistante en mathématiques a la HEPL,
sections ingénieur industriel et bachelier en
électromecanique

 Mon mantra : « Comprendre les maths, ca
permet de savoir a quoi elles servent. »

« « ProMath » : Projet de recherche interne (23-24)
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CONSTAT DE DEPART

1) Certaines notions, pourtant essentielles en
mathématiques, passent moins bien

aupres des etudiants

li
t ‘1?0 /| (x) b

(X))
(f 19 f f(x)dx

HEPL Christel RUWET 3



CONSTAT DE DEPART

2) Certaines notions ont des définitions assez
eloignées des outils utilisés en pratique

pour les calculer
].
, *ggo f(x) b
(F @ [ rea

111 Ce sont les mémes !!!
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QUESTIONS

- Les difficultés des étudiants avec ces outils
viendraient-elles de I'éloignement entre la
définition et le calcul ?

 Et si un autre moyen de calcul les aidaient a
mieux comprendre ?

- Et si le calcul numeérique redonnait du sens

aux notions de derivees ou d'integrales ?

CHEPL Christel RUWET 5



PEUR DU NUMERIQUE ?

- Probleme : certains etudiants ont peur de la
programmation (ou méme de |'ordinateur)
# on rajoute une couche de difficulte ?

- Public cible n°1 : les ingénieurs doivent

savoir programmer

# on renforce une autre competence !
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ET POUR LES AUTRES ?

« Public cible n°2 : les bacheliers en
electromécanique doivent savoir utiliser
Excel

 Calcul numerique avec Excel

- Dans le secondaire ? La programmation
arrive progressivement dans les nouveaux
referentiels

# renforcement d’une autre compétence !
CHEPL Christel RUWET 7
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LE CALCUL DE DERIVEES
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V 4 ry

DERIVEE

= mesure de la variation de f autour de x

fx+h)—f(x) >

f'(x) = lim

h
Fonction Dérivée
k 0
x™ nx" 1
sin(x) cos(x)
flx) +g(x) f'x) +g' (%)
fx)g(x) fr)gx) + f(x)g'(x)
flg(x) f'(g()g'(x)
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NUMERIQUEMENT

= mesure de la variation de f autour de x:

h) —
i) = g O 2T

« On choisit h tres petit
 On approxime

/ +h)—
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AVEC EXCEL

« Approximation de la dérivée en un point :
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AVEC EXCEL

« Approximations plus précises :

1

A X

3 I 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001
4 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,00001

v Précision dépend de h
v" Pour le méme h, ca dépend aussi de la fonction

v" Limite de précision liée a 'ordinateur

13
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AVEC EXCEL

« Approximation de la dériveée sur un

intervalle :

=((B12+$B11)~2-B12”2)/$B11

| F ]l e | H | 1 |
8 NS
9 E 1
10 [§ 1
Bh o001
K -1 -0,99 -0,98 -0,97 -0,96 -0,95 -0,94 -0,93 -0,92 -0,91 -0,9 -0,89
f'()(] -19 -197 -19 -1983 -191 -1,89 -1,87 -18 -1,83 -1,81 -1,79 -1,77 ..~
15 e
e
05 e
O N O oG oo .g’c;';.;wwmw¢mmmw¢wwmw
SRk 51 bl et bt LRE RIS RS DI DR L
A e
15
o
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AVEC PYTHON

« Approximation de la dérivée en un point :

Th Thonny - C\Users\chris\OneDrive - Enseignement de la Province de Liege\ISIL\JPO-I
File Edit View Run Tools Help

0B 0% @ ™

éDérivée en python.pyé '

1l # dérivée de la fonction x? au point x=1
x=1

h=0.1

der=((x+h)**2-x**2)/h

print(der)

v b WM

1

Shell -

>>> %Run -c $EDITOR_CONTENT
2.100000000000002

>>>
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AVEC PYTHON

« Approximations plus précises :

Th Thonny - C:A\Users\chris\OneDrive - Enseignement de la Province de Liége\ISIL\JPO
File Edit View Run Tools Help

0 & O+ @ -
Dérivée en python.py -

1 # derivée de la fonction x? au point x=1

i <=1 Dans le
3 h=[0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001] nouveau
4 for k 1in h: > programme,
5 der=((x+k)**2-x**2)/k les boucles
6 print(der) sont déja
! vues en P6

Shell -

2.100000000000002

2.0100000000000007

2.0009999999996975

2.000099999999172

2.00001000001393

CHEPL Christel RUWET 16
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AVEC PYTHON

« Approximation de la fonction dérivée
sur l'intervalle [-1,1]

8 import numpy as np

9 x=1

16 h=0.01

11 XxX=np.arange(-1,1.01,h)

12 vect=[]

13 for k in x:

14 der=((k+h)**2-k**2)/h
15 vect=np.append(vect,der)
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AVEC PYTHON

- Representation de la fonction dériveée :

17 from matplotlib import pyplot as plt

18 plt.plot(x,vect,label="num")

19 plt.plot(x,2*x,linestyle="--",label="exact")
20 plt.title("Dérivée de x2")

21 plt.xlabel('x")

22 plt.ylabel('y'") Dérivée de x*
22 plt.legend() Bl I
24 plt.show() 151
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AVEC SCRATCH

* Paramétres v E Fichier = & Modifier » Dériv €) Voir la page du projet -@- Tutoriels -ﬂ- Débogage Enregistrer maintenant . cruwet

N O N ==

Code &¥ Costumes o) Sons

-
. Apparence x KD DER
Wouvement dire o secondes h t
are

H r 2.010000...
Apparence . .
dire supprimer tous les éléments de laliste H =
mettre x ¥ & o

KN 2.000999...
Bonjour !
LN 2.000099...
penser & @ pendant e secondes EHE (0] & @
repeter (@ ros LY 0.0001
7
0

KN 0.001 Ll 2.000010...
Evénements _
penser a ‘Im . . 5
. 'ajmlter - ’ + longueur 5 ='
Contréle s Ao | & “

pend

=

supprimer tous les éléments de laliste DER *

w
=]
=]

. basculer sur le costume  costume2 ¥ g + longueur5 =
ajouter . der a DER ¥
Capteurs \
L -1 2.00001
mettre h * 2
Opérateurs 2
. basculer sur l'arrigre-plan  backdrop1 = montrer laliste H *
Varigbles montrer la liste DER *
arriére-plan suivant @
- - Scéne
Mes Blocs Sprite Sprite1 — x 0 I Vi 0
ajouter o a la taille Afficher ® Taille 100 Direction 90

v Utilisé dés la primaire
v"Moins flexible car uniqguement +, -, * et /

CHEPL Christel RUWET 19
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ajouter . x a4 X *
mettre der = 3

ajouter | der & DER =*

giouter h & x ¥

aller & x: @ * X

/ stylo en position d'écriture

ajouter o a nombre *

montrer la liste X w

montrer la liste DER +

AVEC SCRATCH

he
Z
- //
I Wad
el -1.99000...
[#3 -1.57000... P
Il -1.94999_
N -1.92999 P
0
N -1.91000...
K} -1.89000...
I longueur =
|+ longueur = *
200 ~ 200
[~ o~
f//
= 2

JOJINO)

20
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LE CALCUL
D'INTEGRALES
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INTEGRALE DE RIEMANN

- |'aire sous le graphe de f entre deux points

y=Xx

b
[ roodx =

lim Y7_, f(a+ k Ax) Ax

0 1 2 3 4 5 Ax—0
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INTEGRALE DE RIEMANN

- |'aire sous le graphe de f entre deux points )

f;f(x)dx = Alyicr_r)lo Yr—if(a+kAx) Ax

b
f FG)dx = F(b) — F(a)

ou F est une primitive
(=anti-derivée) de f

CHEPL Christel RUWET 23



NUMERIQUEMENT

- |'aire sous le graphe de f entre deux points )

f;f(x)dx = K@ r_if(a+kAx) Ax

- On choisit h tres petit
 On approxime

b n
aff(x)dx ~ ;f(a+kh) h

HEPL Christel RUWET 24



AVEC EXCEL

- Approximation de l'intégrale :

o
co

fr v =SOMME(B7:U7)

4 D | Q | R s | T ]U]
1 i X

2 B

3 )

4|

5[ 0,1

6 N 1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
A f(X)*h 0,001 0,004 0,009 0,016 0,025 0,036 0,049 0,064 0,081 01 0,121 0,144 0,169 0,196 0,225 0,256 0,289 0,324 0,361 0,4
L3 Estimation 2,87

CHEPL Christel RUWET 25
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AVEC EXCEL

« Approximations plus précises :

1

2

3

4

Bl N 0,01

6 R 0,00 002 003 0,04 005 0,06 007 008 009 0,1
g8 T(x)*h 1E-06 4E-06 O9E-06 2E-05 3E-05 4E-05 5E-05 6E-05 8E-05 0
Ll Estimation 2,687

v Précision dépend de h
v" Pour le méme h, ca dépend aussi de la fonction
v" Limite de précision liée a 'ordinateur

CHEPL Christel RUWET 26
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AVEC PYTHON

* Approximation de l'intégrale :

Intégrale en pyhton.py -

1 # intégrale de la fonction x? entre 0 et 2

2 a=o0

3 b=2

4 h=0.1

5 import numpy as np

5 X=np.arange(©.1,2.1,0.1)
7 1I=0

g8 for k in Xx:

S I=I+k**2*h
10

11 print(I)

L |
Shell -

>>> %Run "Intégrale en pyhton.py'
2.8700000000000006

i 27
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AVEC PYTHON

* Approximations plus precises :

Intégrale en pyhton.py *

1 # intégrale de la fonction x2? entre 0 et 2
a=0
b=2
H=[0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001]
import numpy as np
for h in H:

x=np.arange(h,2+h,h)

I=0

for k in x:
10 I=T+k**2%*h
11 print(I)

W oo ~NNOuv bW

4

Shell -

>>> %Run 'Intégrale en pyhton.py'

2.8700000000000006

.6867000000000005

.668667000000001

.6668666700000005 28
.666686666700014

“:HEPL
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AVEC SCRATCH

* Approximation de l'intégrale :

a @D x GE
b @ |
h (XD aireRectangle (D

Bonjour!

OBt

=2

@,

répéter jusqu'a ce que

aouter h a x*¥

montrer la variable x ¥

mettre aireRectangle ¥ a

ajouter aireRectangle a |+

®

montrer la variable 1 *

O,

Afficher () (24 Taille 100 Direction a0

HEPL Christel RUWET
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AVEC SCRATCH

* Approximations plus precises :

e w (s BRI TN N = DAY
(a N [x

b I

[ 0.000001 aireRectangle [(I[E)

H vect |

supprimer tous les éléments de laliste H *

Bonjour !
supprimer tous les éléments de la liste vect] * 1_ IS
e oo1 ] FY 2.636700...
¥ 0001 | ¥ 2 672671... 7
A ° fois EY 0.0001 IN 2 667266 5
LR 0.00001 KB 2. 6666G6...
gjouter . h >
mettre x ¥ a a + longueur5 = + longueur5 =
mettre | * 3 o
répéter jusqu'a ce que
ajouter h Sprite | Sprite - x 0 1y 0 seene
montrer la variable x ¥ Afficher | @ D Taille | 100 Direction 90
mettre aireRectangle * a Arrigre-plans
1
ajouter aireRectangle 2
ajouter a wvectl =
mettre h * 3 30




APPLICATION POSSIBLE

« Estimation du nombre «

 m = aire d'un cercle de rayon 1

! HEacs: @

(T4 >

P {e

CHEPL Christel RUWET 31



2
Haute Ecole de la Province de Liége

-1

0
1,5707777
3,1415555

CALCUL DANS EXCEL

-0,999 -0,998
4,471E-05 6,321E-05

Christel RUWET

-0,997 -0,996 -0,995
7,74E-05 8,935E-05 9,987E-05
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CALCUL DANS PYTHON

pi en python.py * Pi.py"

# Estimation du nombre pi

a=-1

b=1

h=0.001

import numpy as np

x=np.arange(-1,1,h)

I=0

for k in x:
I=I+2*np.sqrt(1-k**2)*h

print(I)

O oo~V B W=

e
= ©

4

Shell -

>»> %Run 'pi en python.py'
CHEPL 3-141555466911025 33
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AVANT D'ALLER PLUS
LOIN ...




LES + et LES -

+ Aide a comprendre les définitions

+ Donne du sens aux calculs

+ Renforce les compétences du programme
de FMTTN

- Demande un investissement en temps (de
préparation et en classe)

- Demande de pouvoir placer les éleves

devant un ordinateur

CHEPL Christel RUWET 35
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SI ON VEUT ALLER PLUS
LOIN ...

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EHE @10l @l=E) O |®




EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Modélisation de nombreuses situations

concretes

Pas au programme de secondaire

Résolution nhumeérique possible avec la seule

définition d’'une dérivée

Réponse a la question « A quoi ¢a sert ? »

Liens avec FMTTN et les sciences

CHEPL Christel RUWET 37
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APPLICATION N°1

LE REFROIDISSEMENT D'UN CORPS
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REFROIDISSEMENT D'UN CORPS

De retour du magasin, vous mettez votre
boisson favorite au frigo (7°C) pour
pouvoir la consommer bien fraiche. Il fait
en effet chaud aujourd’hui, 24°C, et la
boisson est a température ambiante.

Combien de temps devrez-vous attendre
pour qu’elle descende a 10°C ?

CHEPL Christel RUWET 39



CONCEPTS PHYSIQUES

L'observation physique montre que

e La variation de la température est
proportionnelle a la différence de
température entre |'objet (votre
boisson) et le milieu dans lequel il est
plongé (le frigo)

e La variation n‘est pas la méme pour
tous les objets

CHEPL Christel RUWET 40



MISE EN EQUATION

e Notons T(t) la température de votre boisson a
I'instant ¢

e Quel est I'objet mathématique qui permet de
mesurer une variation ?

LA DERIVEE

m) 7 (t) = —k(T(t)—7)
avec k > 0 une constante de proportionnalité qui
dépend de la nature de I'objet considére.

HEPL Christel RUWET 41



DETERMINATION DE k

- La solution analytique de I'ED est |la fonction
T(t) =7+ Cexp(—kt), C quelconque

- La connaissance de la température initiale
T(0) = 24°C permet de trouver C:
24 =7+ Cexp(—0k)=7+C =>C =17

- L'observation physique montre que la
température a baisse de 2°C en 15 minutes :
22=T(15) =7+ 17 exp(—15k)
= k = 0,0083442

HEPL Christel RUWET 49



NUMERIQUEMENT

Méthode d’Euler
Pour résoudre l'équation T'(t) = —0,008 (T'(t) — 7)
1) On remplace la dérivée par sa définition :

T(t +h) — T(¢)

- = —0,008 (T(t) — 7)

2) On choisit une valeur trés petite pour h
3) Au départ de T(0) = 24, on construit T(h) :
T(h) = T(0) — 0,008 h (T(0) —7)

4) Ensuite, on cherche T(2h) :
T(2h) =T(h) — 0,008 h(T(h) — 7)

CHEPL Christel RUWET 43



AVEC EXCEL

Approximation de la fonction T(t) :

/' fev| =B6-$B$3+0,008*(B6-7)

oI (emps 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

=Bb-$B$3*0,008*{BG-?] 23,33 23,2 23,07 22,94 22,81

2
o

S Température (Euler)

CHEPL Christel RUWET 44



REPRESENTATION GRAPHIQUE

COMPARAISON EULER/EXACTE

N
(9]

N
o

[EY
(W)

[
o

TEMPERATURE (EN °C)
ol

o

O = &N < 1n WO
00O = AN < O~
= = o

0
11
22
33
44
55
66
77

8

9

187
198
209
220
231
242
253
264
275

Temps (en minutgss
Il faudra environ 220

minutes pour atteindre
les 10°C

—— E U |er Exacte
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AVEC PYTHON
Approximation de la fonction T(t) :

1 # Méthode d'Euler pour le refroidissement d'une boisson

2 Te=24

3 k=0.008

4 Tfrigo=7

5 h=1

6 import numpy as np

7/ t=np.arange(0,300,h)

8 T=24

9 for 1 in t:

10 print(i,T)

11 T=T-h*k*(T-7)
Shell

210 10.147024136161535
211 10.121847943072243
212 10.096873159527664
213 10.072098174251444

214 10.047521388857433 Il faudra 216 minutes pour
215 10.023141217746574 | descendre sous 10°C
216 9.9989560880046 >

217 9.974964439300564

CHEPL Christel RUWET 46
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AVEC SCRATCH

Approximation de la fonction T(¢t) :

dire pendant a secondes

mettre h ¥ 3 o
mettre k * 3 QI
mettre TO * 2 @
mettre Tfrigo ¥ & o
metire t0 * 3 o

répéter QN fois

supprimer tous les éléments de la liste t *
agouter th & t©

supprimer tous les &lémentsde laliste T ¥
aouter T a T~

ajouter

montrer laliste t *

E}%H E P L montrerlaliste T *

Haute Ecole de la Province de Liége

NO

h G t
214
o o]
215
L4 0.008
(0.008 ] —
Trigo o

oy
2+o CXCH
~n~ VR

FAEN 10.047...

216 + IOI';QI:IEUI' =7

300 ?
PAFE 9.9989... ‘
pALN 9.9749... il 300

219 EELIENS dT (IPEIE

i

+ longueur =

300
Sprite = Sprite1 - x 0 )
Afficher | (&) & Taille 100 Directic



CHOIX DU PAS

e Assez petit pour la précision des
approximations

e Pas trop petit pour la tolérance de
machine

o A titre d'exemple, voici l'erreur
maximale en fonction du pas :

Max(erreur) 0,011 0,002 0,001 0,00006
en %

CHEPL Christel RUWET 48
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APPLICATION N°2

LA VITESSE DE CHUTE D'UN PARACHUTE
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LA VITESSE DE CHUTE
D'UN PARACHUTE

Lors d’un saut en parachute, plusieurs
forces s’appliquent sur le parachutiste.
Cela entraine une variation de la vitesse

de chute.
« Comment évolue la vitesse de chute ?

 Quand ouvrir le parachute pour atterrir
a une vitesse raisonnable ?

CHEPL Christel RUWET 50



CONCEPTS PHYISIQUES

W4

e Plusieurs forces en jeu :

— Les frottements de |'air sur la toile 3 *." lv(t)
Deux modeles : i
1. Ouverture instantanée : F;(t) = 0,5 C,pSv(t)? °

2. Ouverture linéaire sur [0,T] :
t
Fr(t) = 0,5 C,C,()va(t)2

— Le poids du parachutiste : P =mg

e Loi de Newton : P—F; =mal(t)

CHEPL Christel RUWET 51



MISE EN EQUATION

Haute Ecole de la Province de Liége

Notons v(t) la vitesse du parachutiste a
I'instant t

Lien accelération/vitesse : a(t) = v'(t)
Modele 1 : Ouverture instantanée

v'(t) =g —% 0,5 C,.pSv(t)?
Modele 2 : Ouverture linéaire
v'(t) = g — % 0,5 CxpS%v(t)z

Christel RUWET 52



MODELE 1 : SOLUTION ANALYTIQUE

La résolution analytique (se voit en fin de B1) et

mene a
() = B K exp(2tVAB)-1
v ~ A\JA Kexp(2tVAB)+1

avec A = % 0,5C,.pS, B =g et K qui dépend de la

vitesse v(0) au moment de |'ouverture du
parachute

CHEPL Christel RUWET 53



MODELE 1 : GRAPHIQUE

Evolution de la vitesse de chute apres ouverture du parachute

Pour .
e p=1,22 25 -
e g =981 2.
e m=095 = |
e S=70

e C, =15
e v(0) =30 3

CI.II’J D.IE CI.I4 D.IE D.IB l.lﬂ
t
PROBLEME : décélération mortelle (~20g) => modele invalide

CHEPL Christel RUWET 54



MODELE 2 : SOLUTION NUMERIQUE

e L'équation en cas d’ouverture linéaire sur [0,T]
v'(t) =g — % 0,5 CxpS%v(t)2

est une equation differentielle plus difficile a
résoudre analytiqguement

e Sa résolution numérique donne lieu a
1) v(h) =v(0) + hv'(0)

1 0
=v(0)+h (g - 0,5 CxpSTv(O)2>

2) v(2h) = v(h) + h(g —= 05 CxpSTv(h)?)

CHEPL Christel RUWET 55



MODELE 2 : AVEC EXCEL

ApprOX|mat|on de la fonction v(t) :

=E10+$B8*($B2-1/$B3*0,5*$B5*$B1*$B4*ES/$B7*E10"2)

P | KL | M

1

2

El

o

5

6 |

7 5

8 i 0,1

9 [ o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12
10 % 30 30,98 30,67 29,11| 26,66| 23,81 20,97 18,39 16,18 14,34 12,82 11,59 10,58
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MODELE 2 : GRAPHIQUE

Evolution de la vitesse de chute apres ouverture du parachute

s modéle 2
modéle 1

Pour 01 ¢

e p=1,22 e

¢« g =981 '

e m =95 ] -

e §=70 151 :

e C, =15 10 -

e v(0) =30

« T=5 | | | — |
Décélération ~ 2g

CHEPL Christel RUWET 57
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MODELE 2 : AVEC PYTHON

Parachute en python.py * Refroidissement en python.py

1 # Méthode d'Euler pour la vitesse d'un parachutiste
rho=1.22

3 g=9.81

4 m=95

5 C=1.5

6 S=70

7 T=5

8 Vvo=30

9 h=0.1

10 import numpy as np

11 t=np.arange(0,5+h,h)

12 V=30

13 for i in t:

14 print(i,V)

15 V=V+h*(g-1/m*0.5*C*rho*S*i/T*V**)2)

<

Shell -

>>> %Run 'Parachute en python.py’

0.0 30
0.1 30.981
0.2 30.667755321641053
0.30000000000000004 29.112345072597762
E;HEPL 0.4 26.66486870763908 58
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Et si le calcul numerique redonnait du
sens aux notions de derivees et
d'integrales ?

POUR CONCLURE

& A &




LES +

+ Donne des exemples d’utilité concrete des
dérivees

+ Adaptable aux intéréts des eleves : électricitg,
meécanique des fluides, physique nucléaire,
finances, sports, ...

+ Aide a comprendre les définitions

+ Donne du sens aux calculs

+ Renforce les compétences du programme de
FMTTN
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- Demande un investissement en temps (de
préparation et en classe)
- Demande de pouvoir placer les éleves

devant un ordinateur
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INTERESSES ?

Je peux

« Fournir les fichiers excel, python ou scratch

pour vous lancer

- Intervenir ponctuellement dans vos classes

N'hesitez pas a demander !

christel.ruwet@hepl.be
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MERCI

Et si le calcul numerique
redonnait du sens aux notions
de dérivees et d'integrales 7

CHRISTEL RUWET (HEPL)

“ Des questions 7
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